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ACADÉMIE ROYALE DES SCIENCES, 

SÉAITCE DU l8 MAI 1818. 



RAPPORT 

SUR LE MANUSCRIT SOUMIS A L'EXAMEN DE L'ACADÉMIE *. 

La Géométrie descriptive, dans Tacception qu'on a donnée à ce mot de- 
puis l'établissement de l'École polytechnique, enseigne à représenter sur 
une surface plane les objets qui ont trois dimensions, et à résoudre par le 
«eul secours de la règle et du compas , en partant des données d'un dessin 
géométralj des questions qui, de prime abord, sembleraient exiger des 
moyens beaucoup plus compliqués. 

L'expérience avait conduit de bonne heure aux procédés d'après lesquels 
les architectes , les tailleurs de pierre et les charpentiers construisent leurs 
épures; n^ais ces méthodes n'ont été réunies en corps de doctrine et débar- 
rassées de tout empirisme que de nos jours. C'est à M. Monge qu'on en est 
redevable. Les Leçons de Géométrie descriptive de ce savant illustre, ren- 
ferment une exposition des principes de la science, qui sera toujours citée 
connue un modèle parfait de clarté. On regrette^ toutefois , que cet Ouvrage 
ne soit pas plus étendu ; car les artistes qui n'ont pas fait une étude spé- 
ciale des Mathématiques ne peuvent se rendre les méthodes de projection 
familières , qu'en variant les données des questions et en s'exerçant sur un 
grand nombre d'exemples. Déjà, en 181:2, M. Hachette avait rempli en 
partie cette lacune par un supplément faisant suite aux Leçons de M. Monge, 
et auquel l'Académie accorda son approbation. 

* Ce manuscrit est cdaî de la première édition. Le eh. lY du liy. lY n'en faisait pas 
partie. L'atlas, dont le nombre des planches a été porté à 60 ; et dans cette seconde édî-> 
tion à 67, n'en présentait que Sg. 



Cest en saivftat les traces des deux savans qae nont Tenons de nommer, 
ses anciens {Mofessenrs k TÉcole polytechni^e > qne M. VaU^e a rédigé le 
Traité complet dont l'Académie nous a chargés de lui rendre compte. 

Cet Ouvrage, composé de plus de cinq cents pages in-4*'., est divisé. . . 

(voyez la fin de l'Introduction). 

L'Ouvrage de M. Vallée est trop étendu pour que vos G)mmissaires aient 
pu s'imposer l'obligation de le lire en entier. Ils se sont contentés d'exa- 
miner avec attention les parties les plus difficiles, et se plaisent à reconnaître 
qu'elles sont rédigées avec beaucoup de méthode et de clarté. 

Les 59 planches qui accompagnent le texte sont parfaitement dessinées. 
Chaque épure offre, dans les plus petits détails, toutes les constructions 
qu'il faut exécuter pour arriver à la solution du problème , et néanmoins on 
n'y remarque aucune confusion. En un mot, il nous a paru que le uuuveau 
Traité de M. Vallée , est digne , sous tous les rapports , de l'approbation de 
l'Académie. Il est à désirer que cet habile Ingénieur puisse trouver dans 
les encouragemens du Gouvernement , les moyens de livrer son Ouvrage à 
l'impression, et qu'il achève ceux dont il s'est déjà occupé, et qui doivent 
contenir les applications de la Géométrie descriptive à l'art du charpentier 
et à celui du tailleur de pierre. 

iS^Tifi Prowy, FrtuBTKB,, Arago mjjpurteur. 
L'Académie approuve le Rapport et en adopte 1^ conclusions. 

Certifié conforme à Toriginal , 

Le Secrétaire perpétuel^ Chevalier des Ordres royaux 
de Saint^Michel et de la Légion-éPHoimeur^ 

Signé Delambre. 
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INTRODUCTION. 



Nos idées ue sont pas toutes de mature à pouvoir être commua 
niquées par le moyen d'uuQ langue ëçrite ou parlée. Cell^ qui 

tiennent aux formes et aux positiooiS des coirps sont partiiçulière" 
ment dans ce cas ; aussi a-t-on souvent besoin , pour les trans- 
mettre j d'aider le dîseoun de représentations qui ê'adressent à 
la vue. 

La Gpéoniétrie élémentaire , quoiqu^fille ne considère qiie des 
grandeurs fort simples, fournit perpétuellement des e^^emple* au 
ce besoin de représentations se fait sentir. Il est vrai que les 
figures qu'elle emploie ne sont pas absolument indispensables , car 
leur composition étant toujours expliquée par le texte , on peut ) 
À la rigueur, les ooncevetr dans l'espace sans Paide d'un dessin^ 
inaiê comme elles montrent tout d'un éoup des grandeurs que le 
disconrs ne décrit que successivement , elles sont toujours extrê- 
mement utiles. 

.Ces figures, malgré les idées de rigueur que Ytm attribue géné- 
ralement à tout ce qui dépend de la science de l'étendue, sont 
pour la plupart tracées arbitrairement , et sans autre règle que 
ee quVm appelle lie go4t. On ne sait »:écuter rigoureusement , par 
les principes de la Géométrie élémentaire , que les figures qui 
représentent des grandeurs eituées dans un même plan : les autres 
ne sont que des espêees de vues , faites d'après des conventions 
tacites dépourvues quelquefois de tonte exactitude. Ainsi , par 
^exemple, la figure du cylindre circonscrit â la sjAère, qu'Ar- 
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chimède fit graver sur son tombeau , et qu'on retrouve dans tous 
les ëlémens de Géométrie, est une figure inexacte; parce qu'elle 
contient un grand cercle, qui est censé représenter la sphère, et 
qui selon des principes rigoureux ne peut remplir cet objet. 

Néanmoins les figures exactes et les figures inexactes sont de 
la même utilité dans les démonstrations, parce qu'elles sontaussi 
propres , les unes que les autres , à fixer dans Fesprit l'idée des 
grandeurs qu'elles indiquent. Elles présentent seulement une 
difierence bien remarquable, c'est qu'on opère avec la règle et le 
compas par le moyen des premières , et qu'on ne peut point opérer 
par le moyen des dernières. Nous allons rendre cette vérité sen- 
sible, au moyen de deux problèmes. 

I ^ Problème. Trois points étant donnés sur un plan , trouver 
le centre du cercle auquel ils appartiennent. 

1'^ Problème. Quatre points étant donnés dans T espace y 
trouver le centrede la sphère à laquelle ils appartiennent. 

On sait qu'on résoudra le premier problème en élevant, sur le 
milieu des trois droites qui joignent deux à deux les points donnés, 
des perpendiculaires à ces droites , et que le centre demandé sera 
le point d'intersection de ces perpendiculaires. Pour le second, 
on sait que chaque plan perpendiculaire au milieu d'une des 
droites qui joignent deux des points donnés contient le centre 
demandé, et que ce centre est conséquemment Tintersection de 
quatre plans déterminés. 

On connaît donc le moyen d'obtenir les solutions de ces deux 
problèmes, et il semblerait, d'après cela, que la Géométrie 
élémentaire enseignât les constructions nécessaires pour les 
résoudre tous les deux : c'est pourtant ce qui n'est pas. On résout 
complètement le premier, parce que les données qui lui appar- 
tiennent, et les constructions qu'il exige, sont toutes dans un 
même plan , en sorte que la figure contient toujours le cercle 
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demande. Il en est tout autrement pour le second: le raisonnement 
définit bien la position du centre de la sphère cherchëe^ une figure 
de Géométrie élément;aire peut bien la représenter, ainsi que 
tous les plans qui se coupent suivant son centre et qui le détermi- 
nent; mais ce n'est pas une figure exacte sur laquelle on puisse 
opérer et prendre la véritable grandeur de la sphère, ce n'est qu'une 
espèce de vue , qui aide l'esprit à concevoir le mécanisme de la 
solution j et qui n'est d'ailleurs d'aucune utilité. 

Or, il y a une infinité de problèmes , très utiles pour les arts , 
qui sont dans le même cas que le dernier de ceux que nous 
venons d'examiner : il est donc nécessaire d'avoir un moyen de 
construire leurs solutions; et pour cela il faut savoir opérer sur 
des grandeurs situées dans l'espace, aussi rigoureusement qu'on 
opère sur des grandeurs situées dans un même plan. 

Opérer sur des grandeurs connues , ou représenter des gran-- 
deurs définies y c'est d'ailleurs la même chose; car les opérations 
rigoureuses qui conduisent à un résultat sont une définition de 
ce résultat. Ainsi , ayant résolu la question de représenter un 
système de grandeurs données , ou ce qui revient au même , de 
représenter un corps dont toutes les parties soient rigoureusement 
définies de forme et de position y on saura faire sur des grandeurs 
quelconques toutes les opérations possibles. 

Pour parvenir à la r&oudre, nous, allons examiner la nature du 
dessin d'imitation , et nous verrons sortir de notre examen un 
moyen de représentation qui réunira la commodité des opéra- 
tions à la rigueur des résultais. 

Imaginons dans l'espace un corps , par exemple un polyèdre , 
vu par un spectateur placé dans une position fixe. Tous les points 
du polyèdre, visibles pour le spectateur, enverront à son œil des 
rayons lumineux dont rensem|>le produira la perception du corps : 
et si l'on considère séparément une face de ce polyèdre , il est clair 
qu'elle sera la base d'une pyramide dont l'œil sera le sommet, e( 
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qak sera remplie {mut les rayons himineux. Gela poeé| ccMftcevQiis 
^u^otk place lu plan d'uki tableau ea arrière du polyèdre ^ et qtt'o& 
proloogè jusqu'à oè plan leb faces de la pjraimde dont oOus vencms^ 
de parkr ; elles détermineront s«ir le tableaii nn polygone d'in^ 
teréectton qui sera l'image de la face en question ^ et Ton obtiendra 
celle du polyèdre tout entier ^ en exiécutant la même cpëratioa 
pour chaque face apparente. De plus y il suffira d'ajouter au dessin 
obtenu Tartifice des couleurs | pour qu il produise toute Tillosioa 
possible. 

Or ^ uu tel dessin est ce qu'onappdie uuetmelinéïUte^ ou use 
perspective linéaire (^) de ToJbget représente \ et* la position de 
l'oril du spectateur eâK «Ce qu'o» nomme le point de "vue de cette 
perspective 4 

Les dessinateurs habiles parviennent, il est vrai, sanstont œt 
appareil de ooostr^ictîoos , à former des images lasses fid^es des 
e^ts qu'ils ont sous les y^mx \ umâs il «est évident que leuM 
dessins représentent d'autant mieux les formes de oeaobjets, qu'ils 
a^rochent davantage de la perfection naatbémalique que l'on 
vient d'indiquer. 

Revenons k la fkce polygoiude que nous avons considÀ^ Si 
elk est parallèle au plan du tableau^ rtningeetrobget:sen»tdeuE 
polygones semblables qui ne difiërermt quepar levn dîtneosimis; 
et si elle est oblique , Tirnage «le sera pas m^ne semblait au 
mod^ 4 il sera altéré en tous sens , et de telle sorte que deuK 
cétés ^ qui dans l'espaoe seraient ^gaux et parallèles , auront leurs 
images inégales et non parallèles. 

En 6 arrétanl à Thypothèse d'une face parallèle «au plaA du 
tableau , on Toit que la di^rence «ntre rinaage et le aiodèle 

(♦) On se conteste qiielquefùfei àe Ik dënominàtion *b vue ou de perspec^ 
tiçè, mais ici ncms devons emplxtyet TépîAéèc de linéaire, afin qu'on «a- 
ttodke bien que ^4'kMge ne ^réiiMte que des àigim. 



ditttihie, a mesiim qiM le pcÂxit de vû$ â'ébigne; c/e^t^'ândire ^ à 
mesure que lei rafons yisiiels , menés de J'ceil à cliaque point de 
Véhietj deTiemieut moûis dÎTergeuâ. Qu'arrivera^t^tl ei k poîut 
de vue , que l'en doit supposer plàoé sur uuè perpeudieuJaUre oor- 
respoodaute au centre du tafofean ^ s'éloigne assez p^tir qui» ces 
rayons puissent être considérés comme parallèles entre eux ? U «est 
értdent^ i^. qne tonte ligne parallèle au plan du tableau aéra 
représentée dans sa T/téritable grandeur, et qu'il ne manquera plus 
à la description complète de cette ligne, que sa distance à ce plan ; 
2?. que toute ligne perpendiculaire sera représentée par un point , 
et que, pour qu'elle soit entièrement connue , il ne manquera .que 
les diataboes de ses extrémités au plan du tableau; 3^. enfin .^ que 
toute ligpse oblique sera représentée pai* une autre ligne , et que 
Ton aura la longueur delà ligne représentée , quand on connaîtra 
les distances des exlxémités de cette ligne au tableau ; car ces 
distances détermineront avec la ligne qui servira d'image , un 
trapèze dont les angles adjacens à cette image seront droits ^ et 
dont le quatrième ^ôté sera la ligne re{>résentée. En un mot^ 
toutes les arêtes du polyèdre^ et toutes ses diagonales quelconques ^ 
seront r^résentées de manière qu'il ne manquera plus^ pour les 
connaître entièrement , que d'avoir les distances du tableau aux 
difierens .sommets du polyèdre. 

Or 9 il est visible que ces distances seront données immédiate^ 
ment par une seconde représentation de Tobjet j faite sur un plan 
perpendiculaire au premier tableau ; et que chaque tdïleau sera 
rcypré&enté sur l'autue par leur commuoe. intersection. 

Si le premier tableau est horizontal , par exemple , le second^ 
sera vertical , tous les rayons visuels correspondans au premier 
seront verticaux, d; ceux qui correspondront' au dernier seront 
horizontaux ; toutes les lijgnes horizontales seront représentées sur 
le premier dans leurs grandeurs réelles , et toutes les ligues ver- 
ticales aussi dans leurs grandeurs réelles sur le second; ^toutes les 
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ligaes obliques seront faciles à construire par le moyen de tra- 
pèzes qui SOTont dëterminës , et qui donneront les angles de ces 
lignes et des tableaux : enfin , sachant trouver la véritable gran- 
deur d'une ligne oblique représentée sur les deux tableaux , on 
saura trouver les grandeurs des câtés d'un triangle quelconque 
dont on aurait les représentations sur les mêmes tableaux ; et 
comme ses angles s'ensuivront , il est clair qu'on pourra con-* 
struire dans leurs véritables dimensions toutes les grandeurs dé- 
pendantes de l'objet représenté. 

Ainsi Ton pourra déduire de la représentation d'un plan quel- 
conque et de deux droites quelconques, les angles des droites et 
du plan, l'angle des droites entre elles, leur plus courte distance, 
les plans menés par les droites perpendiculairement au plan repré- 
senté, Tintersection de ces plans, etc. , etc. 

Tel est le mode rigoureux de représentation adopté par les 
artistes , et dont cette première idée ne peut que faire entrevoir les 
avantages. 

Les figures que ce mode exige, et qui sont déterminées, comme 
'nous lavons dît, parles pieds des perpendiculaires abaissées d'un 
système quelconque de points sur un plan , s'appellent des pro- 
jections orthogonales. 

Quelquefois ces figures s'obtiennent par le moyen des inter- 
sections de droites parallèles entre elles , mais obliques par rapport 
kixx plans des figures, alors elles prennent le nom de projections 
obliques (*). 

Dans tous les cas, on donne à ces plans le nom de plans de 
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j (!*:), U y a. une troisième sorte de ^projections qu'on nomme projections 
centrales^ parce que les ligues qui les déterminent partent toutes d'un 
même point qu'on nommé centre. Ces projections s'appellent proprement 
des perspectwes : le livre II de la Science du Dessin enseigne tout ce qui 
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prt^ection , et l'on connaît sous celui de Méthode des projections , 
les différentes manières d'opërer sur les grandeurs géométriques 
par le moyen des projections obliques, et orthogonales. 

Les objets dont on s'occupe dans la pratique ayant presque 
toujours une situation déterminée relativement à rU6rizon;etàla 
verticale, il est naturel de les rapporter à des plans de projection 
horizontaux et verticaux; aussi l'usage de ces plans est-il très 
fréquent. On nomme projections horizontales , les projections 
faites sur des plans horizontaux; et celles qui sont faites sui: des 
plans verticaux s'appellent àes' projections verticales. 

Dans les arts^ on donne aux projections horizontales le nom 
de plans y et aux projections verticales celui d^éléi^ations. 

Lorsqu'il arrive que le plan de projection tranche l'objet repré- 
senté, comme lorsqu'on veut en Architecture faire voir des 
intérieurs , on donne à la projection correspondante le nom de 
coupe y qui se donne aussi à la section faite par le plan coupant. Si 
le plan de projection est vertical , la projection s'appelle coupe 
verticale; et si ce plan est horizontal, on donne à la projection le 
nom de coupe horizontale. Cependant si l'on considère ces pro- 
jections, plutôt comme des projections que comme des coupes, 
on ne leur donne pas d'autres noms que ceux d'éléi^ations et de 
plans. 

Les plans, les coupes, les élévations, et les projections quel- 
conques , s'appellent des dessins géométraux. 

L'un des principaux avantages de ces dessins, c'est qu'ils sont 
souvent intelligibles pour les personnes mêmes qui ne savent pas 
dé Géométrie , et cela tient à ce qu'ils font image. Jl est vrai , ainsi 
que nous l'avons dit. tout-à-Fheure , que pour considérer une 
projection comme une perspective, il faut supposer que le point de 
vue soit à l'infini , ce qui empêche qu'elle puisse faire un effetbien 
satisfaisant quand on la voit de près ; cependant c'est à la propriété 
des dessins géométraux de dcmner, par la simple inspection , Vïàéà 
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deB ctnrps qa'iid repreâttiteDt , qu'on doit attribuer la grande utiUèé 
dont ils mit pour les arts. 

Ceux du tailleur de piema et du charpentier sont absolument 
fondés sur la tfamrie des projections. Ils ont néanmoins été per- 
f<N^ionnës bien avant cette théorie; aossi doiton avouer que les 
artistes , par les seuls efforts de leur esprit , et sans autre secours 
que édiui d'une Géométrie très bornée, avaient résolu presque 
tous ks problèmes importans que comporte la méthode des pro- 
jections ) avant que cette méthode ne fût considérée comme nne 
science particulière, dont T Art du tailleur de pierre et l'Art du 
charpentier ne sont réellement que des applications. 

C'est riilustt^ Monge qui ayant enseigné la Coupe des pierres, 
la Ckarpetiterte , l'Art de déterminer les ombres des corps, la Per- 
spective, ^tc. , a réuni les principes de ces applications, les a 
généralisés , et en a formé un corps de science auquel il a dpaaé 
te nom de Géométrie descriptive* 

On peut la définir ^insi z Cest Im science qui enseigne les 
môyiâtu 4e représenter as^ec exactitude les grandeurs géamé^ 
tpifu6Si^ M à faire graphiquement sur ces grandeurs toutes ies 
opéruxions pùs^iUes . 

* <e G^ôSt, «raittie l'a dit M. Monge, une langue nécessaîte à 
M rhomme de génie qui conçoit un projet, à ceux qui doivent en 
>t' dltigef l*«5téctttmn , et ans: artistes qui doivent eux-mêmes en 
» exécuter les différentes parties. » 

£U6 a d'abord été enseignée à l'École normale , ensuite à TÉcole 
pui^techaiopie^ LeBavant^auqnel noas laidevoas^ l'exposa de cette 
munie» simple , mitureUeiet Fécondé^ qxiicaimetérisait son ^éaie , 
«t elle «Dèpa«idit en Europe avec rapidité* 

Les ^eçona de M« Moûge, publiées d'abord dans le Recueil des 
aéMiÊMde l'École normale, et successivement réimprimées par 
\l» sqins, de M. Hachette avec un :supplément^ et par M. Brisson 
lÀ^ dwiidi^ansBcmpeitonit^^îse idàmiaicat pas malheureuse* 
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nieitt un Trftité complet de Gédmëtritê dëséripfiye. J'ai ose éntre- 
prendi*e ee Tmhé , et êotLWttn put' lé aiêmimtfbt dé son utilité et 
fut les eoâSléil^ â,é pht^àétu^ ^ tnëi mtapStgtlOUÈ^ d'étude, la 

iotigfiear diii^ travail et k pëhibk exéc^itioti de^ pitres lie w^tttit 
point rébtité. Je ^t&t ^Qrétije si mes efforts àotrt miles à ITùstf tté^ 
tioti de» jeunes gefis. 

Je me suis particulièrement proposé de mettre la scieAce à là 
portée des personnes» qui se destinent à la prâti^é àeê irt!^ dans 
lesquels oii emploie la règle et le eempas. C'est une tâche doiyt 
M. Moiige a montré tonte Tottlrté. Depuis qti'il à écrît , I'!Éèdle 
polytechnique a propagé Tétude dèâ ACiénces élàcte^ ^ lés: Beu- 
reox irésultats qu'il appelait se sont en gi^nder partie téscRséi ; 
nos arts se sont perfectionnés rapidement} intAé les coûinaissatitîes 
^léoriques ne softt paseàéotef àbettuewip piiè», Mlffitômment 
poputarisctar^ 

tJû de ûûê HàikM léi plus distingués, M. Ch. thipifl ,' âàiit te 

itom veyiéndrit auvent dans cet Ôutfage, indique, comme une 

cause remarquable des succès manufacturiers de TAngleteffè', 

les «oins «jpi'on donne à Finsiti'tietlon des ouvfiefô anglais (*). 
Eâèctivement leâ déeouteftes prâiîqnes né péttvéttt gti^/e ètfe 
farCeà que par les Itommesqui manient les ittstfttmenâd'eiécftrtion. 
- Ces hbmmes, eu iPt^eéy sont hàbileâ et întelligens ; H faut 
doue, èomme Fa dit M. Motige , diriger* téur* iâttmctibn 'Vét^fa 
Honnaiiianùe des objets qui eangent de teaactîtùék. 

C'est par là que nous parviendrons à donner à nos produitis , 
j(tettf tltt modique ptit, des qualités qtri léâ fassent récliëi'clïer; 

W c'est le seul moyen d*établii' eutre nos tûaTtiufàdtûres , et telles 
dé l'Angleterre , une concurrencé que l^induâfrïé'frSfiçâiis^^fâiàié 
comme un de ses prenatiers besoins. 



(^) Introduction d'un nouveau cours de Géomëtrie; et^dç Al^fûi]^^ 
par Ch. Dupin. Paris^ i8a4- 
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D'après çela^ j'ai dû -^reister dans le plan de donner la.Géo- 
mëtxie.descriptiye sans emprunter le secours de TAlgèbre (^). 

Pour atteindre ce but je devais exposer synthëtiquement la 
théorie des sections coniques. Mon travail sur cet objet était déjà 
fort avancé^ lorsque le Traité des propriétés projectii^es de 
M. Poncelet a paru : il m'a été d'une utilité que j'indiquerai dans 
la suite. 

Je démontre dans la Note première , à la fin de l'ouvrage / pour 
les personnes qui n'ont pas étudié l'application de l'Algèbre à la 
Géométrie , les propriétés tout-4*fait élémentaires de l'ellipse , de 
l'hyperbole et de la parabole ; et dans un chapitre des intersections 
de surfaces, je complète la théorie de ces lignes et fais voir leur 
identité avec les sections planes du cône à base circulaire. 

Je pense qu'au moyen de ces additions j et de quelques autres 
améliorations qu'il serait surperflu d'énumérer , le lecteur qui ne 
connaîtra que la Géométrie élémentaire pourra facilement arriver 
à la connaissance de toutes les propriétés importantes de l'é- 
tendue. 

J'ai eu soin de mettre en petit caractère toutes les partie<i diffi- 
ciles qu'il n'est pas nécessaire d'étudier pour aller plus avant. Les 
personnes qui se proposeront d'enseigner la Géométrie descriptive , 
et celles qui, se trouvant arrêtées par quelques difficultés, au- 
ront besoin d'approfondir la matière , devront seules recourir à 
ces parties, dans lesquelles j'ai tâché d'éclaircir tout ce que la 
science présente d'embarrassant. 

Quant aux lecteurs qui se destinent aux arts, ils ne sauraient 
arriver trpp vite aux applications, et ils devront éviter les détails 
didactiques qui ne seraient pas indispensables à l'intelligence des 

(^) Les Traités de la Coupe des pierres et de la Charpente j dont je m'oc- 
cupe, et le TYoîtéde la Science du Dessin j 'pahlié en 1821^ sont conçus 
•4*iaslc8mên«ésVucs.- * ' '^ 
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parties du texte imprimées en gros caracti^re : ces détails leur pren- 
draient un temps qu'ils emploieront plus utilement à former leur 
goût par l'étude du Dessin, et à acquérir des idées justes en PA^- 
sique^ en Chimie^ en Mécanique^ en Economie industriette ^ etc. 

Les démonstrations étrangères à l'objet principal de la science , 
les éclaircissemens , les observations pratiques ^ etc* , sont rejetés 
dans les Notes qui terminent ce Traité. * 

Il est divisé en livres et en chapitres , de la manière suivante : 

LIVRE I. PRÉLIMINAIRES. 

CHAP. I. Notions fondamentales. 

CHAP. IL Résolution des principaux problèmes qae l'on pent proposer sur le points la 

ligne droite et le plan, considérés par rapport aux plans de projection. 

Conventions sur la manière de mettre au trait les lignes des épures selon 

leur objet. 
CHAP. III. Problèmes relatifs aux points ^ aux lignes droites et aux plans. 
CHAP. lY. Des lignes courbes. 

LIVRE IL SURFACES COURBES. 

CHAP. I. Bu mode de représentation des surfaces courbes. 
CHAP. II. Des surfaces cylindriques ^ coniques et de révolution. 
CHAP. III^ Des surfaces gauches. 
CHAP. IV. Des surfaces enyeloppes. 

LIVRE m. PLANS TANGENS. 

CHAP. I. Des plans tangens dont le point de contact est donné. 

CHAP. II. Des plans tangens menés par un point donné au dehors d'une surface. 

CHAP. III. Des plans tangens menés parallèlement à une droite donnée. 

CELAP. lY . Des plans tangens menés par une droite donnée. 

CHAP. y. Des plans tangens è plusieurs surfaces. 

LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

CHAP. I. Des intersections de plans et de surfaces courbes. 
CHAP. H. Des intersections de surfaces courbes. 
CHAP. III. Des tangentes aux intersections de surCftces. 
CHAP. rV. Des sections coniques. 
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LiVrE V. QUESTIO'NS DIVERSES. 

Gil»P* ^ l> DéfWJppfiAfflit uétrsurf#cèi. 

ÇnAP. H. Sur les sphères. 

CUâP. îli. PriÀIàmes de Trigonométrie sphérique. 

CHAP. IV. Codstràdtlbn d'un pôînt'd'oimé de plusieurs manières dans l'espace. 
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De la théorie deê lignes courbes et des surfaces courbes, 

CHAP. I. Des surfaces gauches. 

CHAP. II. Des enveloppes et de leurs arêtes de rebr6tURÉèffî<ttt. 

CHAP. m. Des tengentefrf derriiTondttCovélnnre^ élde9dAféMpi^dëiïignek eoi/rbéT. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Notions fondamentales. 

?^ O» appelle projection orthogonale d'un point sur un plan, le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point sur le plan. Ainsi, en menant par un 
point A une droite AB perpendiculaire au plan MNO, le pied B de P^- '• 
cette perpendiculaire sera la projection du point A sur le plan de pror- '^' '* 
jection MNO. 

tjL. Nous appellerons la ligne AB qui sert à déterminer la projection B 
du point A, ligne ou droite projetante du point A. 

5. Si des points M, N, P, Q. • . , d'une ligne quelconque, on abaisse Fig- 2- 
des perpendiculaires MM', NN', PP', QQ'..., sur un plan de projec- 
tion XYZ , la suite des pieds M' , N' , P', Q' . . . , de ces perpendiculaires , 
formera sur le jJian XYZ , une courbe particulière M'N'P'Q' . . . , qui sera 
jce qu'on appelle la projection orthogonale de la ligne MNPQ. . . 

4. Si la ligne donnée MNPQ. . . est une ligne droite , les perpendicu- E»g« 3. 
laires MM' , NN' , PP' , QQ' , etc. , abaissées de ses difTérens points sur le 
plan de projection XYZ seront dans un même plan , passant par MQ , et 
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FI. I- peqiendiculaire au plan XYZ. Donc^ les pieds de ces perpendiculaires 
'"'^ ^* seront sur l'intersection M'Q' de deux plans , c'est-à-dire sur une ligne 
droite ; donc la projection orthogonale M'Q' d'une droite , est elle-même 
une ligne droite. 

Une droite étant déterminée lorsqu'on connaît deux de ses points , il 
suffira d'obtenir les projections M' et Q' de deux points M et Q de la 
droite MQ, pour construire la projection M'Q' de cette droite. 

Et puisque le plan MQQ'M' est perpendiculaire au plan de projec- 
tion XYZ , on pourra considérer la projection M'Q' de MQ comme l'in- 
tersection du plan de projection avec un second plan MQQ'M', mené 
par MQ perpendiculairement à XYZ. » 

5. Le plan MQQ'M' qui passe par une droite MQ, et qui est perpendi- 
culaire à un plan de projection XYZ , est ce qu'on appelle le plan pro- 
jetant de cette di'oîte. 
r»g. X. 6. Les surfaces qui sont formées par des droites MM', NN', PP',QQ'. . ,, 
abaissées des points d'une courbe MNPQ. . . perpendiculairement à un 
plan de projection XYZ, sont appelées surfaces projetantes ^ à cause de 
leur analogie avec les droites projetantes et avec les plans projetans (*). 

Il est clair que la projection M'N'FQ'. . . d'une ligne courbe MNPQ, . ., 
n'est autre chose que l'intersection du plan de projection XYZ avec la 
surface projetante MNPQ. . .Q'PN'M', menée perpendiculairement au plan 
XYZ par la courbe MNPQ . . . 

7. Ainsi que l'introduction a d& le faire apercevoir, on peut , en géné- 
ral , opérer sur les grandeurs géométriques au moyen de deux plans rec- 
tangulaires de projection. Dans les arts, l'an de ces plans est horizontal , 
et l'autre vertical ; en sorte que les lignes projetantes qui correspondent à 
la projection horizontale, ont une situation verticale , et que les lignes pro- 
jetantes relatives à la projection verticale, sont des horizontales. 

De là est résulté l'usage de considérer toujours l'un des plans de projec- 
tion comme horizontal, et l'autre comme vertical. Cet usage est très avanta- 
geux , parce qu'au moyen d'une supposition toute simple , il fixe les idées 
sur des dispositions principales dont tout le monde a le sentiment. 

Quels que soient donc deux plans rectangulaires de projection , nous 
nommerons l'un , et ce sera d'ordinaire celui dont l'emploi sera le plus 

(*) On verra parla suite (ï68) que les surfaces projetantes appartiennent à la famille 
des surfaces cylindriques. 
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remarquable^ plan horizontal j et nous donnerons à lautre le nom de 
plan vertical. Les lignes perpendiculaires au premier s'appelleront consé- 
quemmentdes lignes verticales ^ et celles qui lui seront parallèles seront 
des horizontales. 

8. La ligne d'intersection des deux plans de projection s appellera ligne 
de terre (*). 

9. Nous ne donnerons aux projections l'ëpithète d'orthogonales que lors- 
qu'il s'agira de les distinguer des projections obliques. 

Pour donner une idée claire de ces dernières^ concevons qu'on ait 
construit sur un plan les projections orthogonales d'un point , d'une droite 
et d'une ligne courbe , et imaginons que Ion prolonge la ligne projetante 
du point, le plan projetant delà droite, et la surface projetante de la 
courtte , jusqu'à leurs intersections avec un plan incliné connu : ces inter- 
s^tions seront sur ce plan , les projections obliques du point , de la droite 
et de la courbe en question. 

On n'a recours aux projections obliques , et aux plans de projection obli- 
ques entre eux , que lorsqu'il en résulte quelque simplification d'opération 
toiit-4-fiût évidente. D'après cela , nous nous occuperons uniquement des ' 
projections orthogonales faites sur des plans rectangulaires (**)• 

f lO* Cela posé, passons à l'usage des plans de projection, et montrons 
à^sifotà comment on réunit le plan vertical au plan horizontal , par un ra- 
battement Élit autour de la ligne de terre. 

. Scnent VUTS et PQRO deux plans rectangulaires quelconques de projec- pi. r. 
tkm, et snj^posons que l'on prenne le premier pour plan horizontal, et le ^*s- >• 
damier pour plan vertical. Pour pouvoir opérer sur le système de ces 
plans, on imagine que le plan vertical PQRO tourne autour de leur inter- 
section commune MN, et qu'il vient coïncider avec le plan horizontal. Il 
estdaîr, en supposant que les figures MNTU, MNOP, MNSV^ MNRQ, 
swxO, quatre rectangles égaux , qu'après le mouvement , la partie supé- 
rieure MNRQ du plan vertical se trouvera confondue avec le rectangle 
MNSV, et la partie inférieure MNOP, du même plan vertical, avec le rec- 
tangle MNTU. 



(*) Ce nom yient de ce que , dans les applications ou Ton prend le sol pour plan hori- 
zontal y F intersection des deux plans de projection représente le terrain sur le plan yertical. 
' (*^ Ixwsqu'on connaît l'emploi des projections orthogonales , on connaît aussi celui des 
profiielioiiB dbliques* On Tcrra^ n®*6i3 et 614, un exemple del'emploi de ces dernières. 
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PI. I. Construisons sur un plan le rectangle i^uts égal à VUTS^ et menou h 

ex% droite mn de manière que les parallélogrammes mntUy Trmsv^ soient ^am 
entre eux. On pourra remplacer par la figure s^uts , le système des den 
plans de projection VUTS, PQRO (supposé réduit au seul plan PQRO, 
par le rabattement du plan vertical sur le plan horizontal ) y pourvu qie 
l'on conçoive perpétuellement ^ que l'un des deux plans de projection soit 
relevé perpendiculairement au plan s^uts , au-dessus de la ligne de terre mu. 
Ainsi , quand on considérera le rectangle mntu comme un rectangle hoii- 
zontal , on concevra le rectangle mnsu comme relevé perpendiculairemenl 
à la figure autour de la droite mn ; et quand on considérera le rectao^ 
mns{^ comme vertical , c'est le rectangle mntu au contraire qui sera à son 
tour conçu comme relevé sur mn perpendiculairement au plan de la figu/e. 
De plus^ le plan unique i^uts pourra remplir le même objet que la 
plans séparés VUTS, PQRO; car la ligne de terre mn réunira sur Iq ?"• 
i^uts la projection horizontale et la projection verticale, tout ausfla '.^ 
que si elles étaient dans des plans rectangulaires menés par cette ligiie ; el 
l'avantage de n'avoir qu'un plan rendra toutes les opérations faciles. ^ 

Montrons maintenant, comment on représentera sur ce plan, un ^inlj 
une courbe et une droite. 
Fig. 4. II. Soit A un point quelconque situé entre les plans de projectioi 
IVINTU , MNRQ , et concevons que Ton ait abaissé de ce point les ligno 
projetantes Aa^ Xb^ qui déterminent la projection horizontale a du poin 
A et sa projection verticale b. U est clair que ces deux projections défi 
iiiront la position du point A : en effet, la première exprimera qu'il est su 
la verticale aA , la seconde sur l'horizontale bA ; d'où l'on voit qu'il ser 
nécessairement la commune intersection de nA et bA. 

Cela posé , rabattons le plan MNRQ en MNSV ; le point b viendra s'a- 
battre en a^, et les deux points a et a' définiront la position du point A] 
car , connaissant la ligne de terre MN , il ne s'agira que de relever le plai 
MNSV en MNRQ , pour ramener le point a! en b, et trouver conséquem 
ment la position du point A. 

Nous devons conclure de là , que lorsqu'on connaît la projection hori- 
zontale a d'un point A , et le rabattement a^ de sa projection verti- 
cale b , rabattement que l'on nomme aussi la projection verticale du poin 
A, on connaît la position de ce point par rapport aux plans de projection 
12. Et comme le plan des deux lignes projetantes Aa, Ab, est perpen- 
diculaire aux deux plans de projection , et par conséquent à leur intersec- 
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tîon commune , il coupe nécessairement ces plans , suivant deux droites ah , i>i. t. 
bhj perpendiculaires en un même point h de la. ligne de terre MN. Or, ''^* ^' 
lorsqu'on rabat le plan MNRQ en RINSV , la ligne bh vient en a'h ; l'angle 
bMA ne varie pas dans le mouvement; donc les angles a'JiM, ahM , sont 
droits ; donc la ligne aha' est une ligne droite : donc enfin , après la réu- 
zûon des deux plans de projection en un seul plan , la droite aaf qui joint 
« les deux projections a et a' d'un même point, est perpendiculaire à la ligne 

de terre MN. 
\ i3. Les lignes a'h^ bhy étant égales entre elles et égales à la hauteur 
\^ha du point A au-dessus du plan horizontal, on peut remarquer que les 
I projections a et a' donnent d'une manière fort simple la position du point 
? A' auquel elles appartiennent. En effet, la projection horizontale a dé- 
termine la verticale «A qui contient ce point; et la projection verticale 
^^^ par sa distance a'h^ à la ligne de terre , indique à quelle hauteur, au- 
IPBK s du plan horizontal, est situé le point A sur la verticale ak. 

it^: D'après ce qui précède, si Ton mène sur le plan viits une ligne quel- Fig. 5, 
conoue PP', perpendiculaire à rnuy et qu'on prenne sur cette ligne un 
point P que l'on concevra sur le plan horizontal , et un point P' que l'on 
concevra sur le point vertical , ces deux points représenteront un point de 
: l'espace dont ils seront les projections, et qui sera situé dans la verticale 
passant par le point P , à une hauteur au-dessus du plan horizontal égale 

î5. Un point étîinf , comme on le volt, rigoureusement représenté par 

ses deux projections, il est naturel, pour le désigner , de les nommer l'une 

et l'autre. Nous indiquerons en conséquence par (P, P') le point dont P 

et P' sont les projections, et nous mettrons toujours entre parenthèses la 

^ projection horizontale P la première. 

Lorsqu'un point P sera situé dans l'un des plans de projection , îl sera 
lui-même sa projection sur ce plan; il aura sa deuxième projection p 
SOT la ligne de terre , et nous l'appellerons simplement le point P. Cepen- 
dant, lorsque la clarté du discours l'exigera, nous le désignerons comme 
à l'ordinaire au moyen de ses deux projections. 

i6. Sachant représenter un point, la manière de représenter une courbe 
ne donnera lieu à aucune difficulté; car les deux projections de cette courbe 
détermineront complètement sa forme et sa position. Pour le prouver , 
soit ABC la projection horizontale d'une courbe, et A'B'C sa projection 
Terticale rabattue sur le plan horizontal. Il est clair que si l'on mène per- 
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n I. pendiculairement à la ligne de terre une droite quelconque BB^^ elle 
Fig. 5. déterminera en génqral sur les lignes ABC , A'B'C , deux points 
B et B'^ qui seront les deux projections d'un point (B, B') de la 
courbe en question. Or^ on connaiti*a la position de ce point dans Fes* 
pace f dès que la ligne BB^ sera menée. Si donc on fait varier la posi* 
tion de cette ligne , en la laissant toujours à angle droit sur mn ^ oa 
connaîtra successivement les positions de tous les points de la courbe ; 
donc la forme et la position de cette courbe sont exactement décrites par 
Içs projections ABC^ A'B'C. 

17. Si Ton veut se figurer aisément la situation de cette même courbe , 
ou imaginera par les différens points de la ligne ABC , des perpendicu- 
laires au plan horizontal ; ces perpendiculaires formeront une première 
surface projetante facile à concevoir : on imaginera pareillement une se- 
conde surface projetante menée par la ligne A'B'C^; on concevra qoe le 
plan vertical soit relevé perpendiculairement au plan horizontal autour tk 
la ligne de terre , et les deux surfaces projetantes devant se couper suivant 
la courbe dont il s'agit^ on aura, par l'idée des formes de ces suifaces , celle 
de la situation de cette courbe.] 

18. Pour désigner une ligne courbe, nous écrirons ses projections , en 
commençant par la projection horizontale, entre les branches d'une paren- 
thèse : ainsi celle dont nous venons de nous occuper s'appellera la courbe 
(ABC, A'B'C), 

Lorsqu'une courbe sera dans l'un des plans de projection , elle sera 
elle-même sa projection sur ce plan, elle aura pour seconde projection la 
ligne de terre , et nous nous contenterons ordinairement pour la désigner 
de la nommer elle-même. 

Fi<r .1. '9* Supposons maintenant qu'il s agisse de représenter une droite quel- 
conque- CD, située comme on voudra par rapport aux plans de projection. 
On mènera pour cela par cette droite deux plans CD^ ^ CD/e ^ respecti- 
vement perpendiculaires aux plans MNTU, MNRQ; ils détermineront sur 
ces plans les deux projections cd, ej\ et lorsqu'on rabattra le plan vertical 
sur le plan horizontal , la dernière ef, viendra s'abattre en dd'. Or les 
deux projections cd^ dd y détermineront la droite CD; car si l'on élève 
par la première un plan projetant vertical cCD^, et qu'ayant ramené la 
seconde en e/", on mène par cette droite ef\t plan projetant eCD/", l'in- 
tersection de ces deux plans sera la droite CD. 

Y\i, G. Il suit de là, que si Ton trace sur un plan xjzw ^ une droite iit/i; que 
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Too prenne cette droite pour intersection d'un second plan' perpendicu- pi. >. 
laire au premier; que l'on trace deux droites PQ , FQ', sur le plan oojrzw; ^'î'- ^ 
<pie l'on suppose la première sur le plan même de la figure , et que Ton 
imagine que la seconde soit sur le rabattemeet du plan perpendiculaire , 
les lignes PQ , FQ' , représenteront une droite dont la position sera connue 
par rapport au plan xj'zw. 

Si l'on veut avoir un point de. cette ligne , on mènera une droite quel- 
conque PF perpendiculaire à la ligne de terre; elle coupera les projec- 
tions PQ , P'Q' , en deux points P et F , qui détermineront un point (P, F), 
situé dans la verticale menée par le point P ^ à une hauteur pP' au-dessus 
du plan horizontal, et ce point sera sur la droite en question. 

:20. En déterminant ainsi plusieurs points de cette droite , on se ferait 
l'idée de sa position ; mais il est évident que le moyen le plus simple et le 
plus naturel qu'il convienne d'employer pour se la figurer dans Tespace , 
c'est de concevoir les deux plans projetans dont elle est l'intersection et 
qui correspondent à ses projections. 

2î. Nous emploierons, pour désigner une ligne droite, la même nota- 
tion que nous employons pour désigner les points et les lignes courbes^ 
Ainsi PQ et FQ' étant les projections de cette droite , nous l'appellerons la 
droite (PQ, P'Q'). Nous aurons soin d'écrire toujours la projection hori- 
zontale PQ la première entre parenthèses. 

Lorsqu'une droite sera située dans l'un des plans de projection, elle aura 
la ligne de terre pour seconde projection, et nous l'indiquerons tout sim- 
plement en la nomriiant eUe-mème. 

22. Connaissant la manière de représenter un point et celle de repr^n- 
ter une droite , il s'ensuit plusieurs moyens de définir la position d'un plan ; 
car on peut se le donner par le système de trois points , par une droite 
et un point , ou par le système de deux droites. Mais aucun de ces « 
moyens , considérés dans cet état de généralité , ne convient pour re- 
présenter un plan. Le système de trois points est compliqué et ne donne 
pas immédiatement l'idée du plan que ces points déterminent. Le système 
d'une droite et d'un point a les mêmes inconvéniens. Quant au système 
de deux droites , il est en général encore plus compliqué que les précédens, 
puisque la représentation de ces droites exige ordinairement l'emploi de 
quatre projections ; mais , en le simplifiant , il devient le plus commode 
et le plus naturel qu'on puisse imaginer. 

En effet, on peut prendre pour les deux droites qui déterminent un 
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PI ï. plan, celles AB, BC, suivant lesquelles il coupe les deux plans de projec- 
^^' ' tion. Alors ces deux droites suffisent à leur propre représentation, et en 
concevant le plan vertical relevé au-dessus de mn , elles donnent immé- 
diatement ridée du plan auquel elles appartiennent. 

23. Les intersections AB, BC, d'un plan avec les plans de pmjectioii , 
sont appelées ses traces. 

24. En général , toute intersection d'une ligne ou d'une surface avec les 
plans de projection , prend le nom de trace. Les traces qui sont situées sur 
le plan horizontal s'appellent des traces horizontales; et celles- qui sont si- 
tuées sur le plan vertical , s'appellent des traces verticales. 

Il est évident que toutes les traces horizontales possibles se projettent 
sur le plan vertical suivant la ligne de terre. De même , toutes les traces 
verticales ont la ligne de terre pour projection horizontale. 

25. D'après cela , une droite AB étant l'intersection d'un plan donné 
avec le plan horizontal de projection , cette droite est ce qu'on appelle 
la trace horizontale du plan donné; elle est elle-même sa projection 
horizontale , et elle a pour projection verticale la ligne de terre mn. De 
même , Tintersection BC du plan donné et du plan vertical est ce qu'on 
nomme la trace verticale du plan donné. Cette trace est elle-même sa 
projection verticale, et la ligne de terre mn est sa projection horizontale. 

26. Comme on l'a déjà dit , les deux traces AB , BC , d'un plan quel«- 
conque, le déterminent complètement; et il est clair qu'elles se coupent 
en un même point B de la ligne de terre. 

27. Quand nous voudrons désigner un plan, nous le nommerons, au 
moyen de ses traces écrites entre parenthèses , la trace horizontale la pre- 
mière. Ainsi , le plan dont on vient de s'occuper , s'appellera le plan 
(AB, BC). 

Lorsqu'un plan sera perpendiculaire à l'un des plans de projection, sa 
trace sur ce plan suffira pour le déterminer, et nous la nommerons souvent 
seule quand il faudra le désigner. D'après cela , le plan projetant vertical 
de la droite (PQ , P'Q') , s'appellera simplement le plan PQ ; et le plan 
projetant perpendiculaire au plan vertical, et appartenant à la même 
droite, s'appellera le plan FQ'. 

28. Concluons donc de ce qui précède, qu'au moyen d'une surface 
plane sur laquelle on trace une droite , que l'on conçoit être la charnière 
d'un plan perpendiculaire à cette surface et rabattu sur elle , on représente 
rigoureusement, et d'une manière très simple , un point , une droite [pourvu 
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qu'elle ne soit pas perpendiculaire à la ligne de terre (34)] , une courbe et 
un plan quelconques (*). 

2g. En général y les projections horizontales se font sur la partie anté- 
rieure MNTU ou mntu du plan horizontal , et les projections verticales pj. r. 
sur la partie supérieure MNRQ du plan vertical , laquelle est rabattue sur ^'P; * 
le plan horizontal en MNSV ou mnsv. 

Mais cela suppose que les grandeurs que Ion représente soient dans 
l'angle UMQRNT des deux plans de projection , et c'est ce qui n'est pas 
toujours possible : car les données d'une question , les grandeurs qui la 
résolvent et celles qui concourent à sa résolution , par leur nature ou par 
le choix des plans de projection , peuvent pénétrer dans les quatre angles 
de ces plans. Alors on est obligé d'employer avec les parties antérieure et 
supérieure de ces mêmes plans, la partie postérieure MNSV du plan hori- 
zontal et la partie inférieure MNOP du plan vertical. 

5o. Cela exige qu'on ait toujours dans la pensée l'idée bien nette des 
positions des quatre parties MNTU, MNRQ, MNSV, MNOP, des deux 
plans de projection , par rapport à la feuille de dessin dont on se sert. Or, 
la partie MNTU , que nous nonunons la partie antérieure du plan hori^ 
zontal, est toujours en mntu, eur-deçà de la ligne de terre, vers le dessi- 
nateur. La partie supérieure MNRQ du plan vertical , est toujours en mnss^ 
au^lelà de la ligne de terre. La partie postérieure MNSV du plan horizon- 
tal coïncide en mnsi^ avec la partie supérieure du plan vertical ; toutefois 
on l'imagine au-dessous de cette dernière , parce qu'en se rabattant autour 
de MN, la figure MNRQ s'applique nécessairement sur le dessus de MNSV. 
Enfin , la partie inférieure MNŒP du plan vertical coïncide en mntu avec 
la psurtie antérieure du plan horizontal ; mais on la conçoit au-dessous de 
cette dernière, parce qu'elle a dû venir s'appliquer en dessous de MNTU, 
par son mouvement autour de MN. 

Il peut sembler indifférent qiié deux plans qui se confondent soient censés 
avoir leurs parties au-dessus ou au-dessous les unes des autres ; mais à 
mesure que nous avancerons , on verra que la manière de les imaginer 
réunis qui vient d'être indiquée , conduit à des distinctions de parties vues 
et de parties cachées, qui sont d'une grande utilité pour l'intelligence des 
projections (5o — 56). Au reste, cette manière de concevoir la réunion des 



C^) 11 y aurait exception si le p)an à représenter passait par la h'gne de terre, et si la 
coarbe à représenter était dans nn plan perpendiculaire à cette ligne. 



pjiaos 4e pra^tion, cammesi ces jghtis ët^ent des lames solides infi- 
niment minces , qui se fussent appliquées Tune sur l'autre, par la nola- 
tion de Fune sur une charnière qui leur serait commune , est tout«-a-£ait 
naturelle. 

3 1 . Jusqu'ici nous avons figuré les plana da projection bornée à des 
PI. ,. contours VUTS, PQRO, s^uts, xjzw,eU:.; nous. devons prévemr que c'est 
^'^f' 4 > uniquement pour pouvoir les nommer et les dessiner. L'idée qu'on doit 

s^tacfaier à œs: plans ^ c'est qu'ils soat indéfinis* 
¥\£. 6. Oft doit imagiaer de. même que les> projections PQ, P'Q% d'une droitet 
et lea traces AB , BC j, d'un pkan; de quelqui^ manière qu'elles soient {Jaeees- 
sur Ifi&pk^id depprojectiony soient indéfiniment prolongées par leurs^deux 
extraites. En général', toutes le3 grandeurs que l'on congidère dans la 
Géométrie descriptive sont conçues indéfinies ; et c'est un- caractère' qpi 
distingue les conceptions de cette science , de celles de la Gréométrie élé- 
mentaire > dans laquelle on n'exaixane ordinairement (|ue les propriétés de 
parties, finies de l'étendue. 

5]2. Ce serait ici le lieu de parler de la r^présentatioct des surfaces couclie^ 
mais nous sommes encore trop peui familiarisés avec le mécanisme dès:pM>* 
jections pour eqtamer cet objet: il, sera traité livre. IL 

Avant de passer à la: résolution de quelques-, problèmes importans:, qui' 
vont fiaiire la matière du second: chapitre des prâiminaires, occupons-nous 
delà représentation dune droite. et d'un plan dbns leurs positions lesplns^ 
remarquables. 

55^ S'il: s'agit d'une droite, elle pourr» âtre perpBndienlmre au/ plan 
horiz(Hital, perpendiculaire au pjan vertical , pars^èle à oe fdan> parallèle 
an plan horizontal , perpendiculairer à la: ligne de terrai ou. parallèle à cette 
ligoe. 

Si elle est perpendiculaire au plan horiTOntal , elle se projetterai sur ce 
PI. a. plan suivant un point A, et sur lie-plan vertical suivant une droite A'A", 
*^'8' '• perpendiculaire à la ligne de terre MN. Si elle est perpendiculairaau plan> 
¥erti€al> sa projection verticale seca un point P*, et sa projection hori- 
zontale une droite PP/, perpendieulldre à MNt On: nommera la prenûèret 
(A^ AWO, et.la seconde (PP', F'). 
Si elle est parallèle à l'un dei. plans de projection-, elle se projetterai sur 
Fig. 2. l'autre suivant une parallèle à la ligne de terre : ainsi, la droite (AB, A'B'), 
telle que la projection horizontale AB soit parallèle à MN , est parallèle au 
plan vertical. 
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iia drmle (CD , CD'), telle ^e k ptfojecticm ▼«rficale CW^h; parallèle p' ^ 
à MN, test nw droite pàrailèle tiu "pUsai ^ôrieôïital. '^ ^* 

Nous ferons observer que l'angle de la droite (AB , A'B') *ou (cD, COÏQ -, F»g- ^ 
av^ee le plan de projection tatt^foel idle n'^st pas parallèfe , ^e mesure par 
l'angle de la ligne de terre avec la projection correspondante A'B' ouCD. 
Ainsi y la première de ces droites ferait un angle de 45 degrés avieclej^ati 
horizontal y et la seconde aTCC ie plan vertical, si les angles de A^B' et MN, 
CD ^ MN étaient ^ 45 de^és. 

54. Quant k la droite perpendiculaire en un point R de k ligne de fig- 4- 
terre, il est cJiôr ^'elle aura ses projections PR, RQ, perpendiculaires 
à MN , et dans le prolongement l'une de l'autre ; car les plans ^rojètau^ 
PR, RQ, la cMliendront nécessarrement : mais comme ces plans se con- 
fondent , leur intersection est indéterminée, ainsi tfuB h droite dont il ^'àgit. 
Et cela doit être, puisque rien jusqu'ici ne distingue cette droite de toute 
autre , qui serait perpendiculaire au même point R de MN. 

Si donc on veut représenter une droite perpendiculaire en R à la ligne 
de terre , il faudra recourir à un autre système de plans de projectiou ; et , 
parmi une infinité d'autres que l'on pourrait choisir , il sera totft naturel 
de conserver le plan horizontal, et de remplacer le plan v^tàlSGN par 
le plan vertical PR. Lorsqu'on rabattra ce dernier plan en PRMt^, la 
droite en question viendra prendre une position RT^le que l'angle PRT 
soit égal à celui qu'elle forme avec le plan honeoMP > et cette droite / 
(PR, RT), sera entièrement déterminée. 

On remarquera en passant, que le système de plans de projection qui 
se croisent k angle droit suivant MN est également insuffisant pour la 
représentation de toute autre droite , située dans le plan PQ perpendicu* 
laîre k BifN; et qu'on supplée de même tout simplement à cet mconvé^ 
imnt par le mo3ren dfun second plan vertical,. tel que £R. 

S(5« Enfin, si une droite (AS^ A'W)f est à la ibis psotildb aux deux Fig. s. 
plans de projection , elle se projettera sur. chacon d'eux sufv^nt de^ j>a- 
raUèles AB , A'B' , à la ligne de terre. 

36. Considérons maintenant un plan : il pourra être perpendiqpilaire 
ou parallèle à Pun des plans de projection , pefpeùdîculaire à ta fois à ces 
deux plans , c'est-àwlire perpendiculaire à là ligiié dé terre , ou parallèle à 
cette Kgne. 

S'a est perpendiculaire au plan horizontal , il coupera le plan vertical 
suivant une perpendiculaire à la Kgtié de terre; ainsi ^ sa tracé vei^iicale 

a.. 



L. 
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Pi 3. BC sera perpendicidaire à MN. 11 est clair que sa trace horizontale AB fera 
'^' ' avec la lîgne de terre un angle ABN, qui sera celui du plan (AB , BC) avec 
le plan vertical. 

ï^^is 7- De même^ un plan (AB, BC), perpendiculaire au plan vertical ^ aura 
sa trace AB perpendiculaire à MN , et fera avec le plan horizontal un 
angle NBC. 

Si le plan est parallèle k lun des plans de projection ; il ne le coupera 
pas, et il aura pour trace sur l'autre plan de projection une droite paral- 

^»6- *• lèle à la ligne de terre. Ainsi, AB et MS étant des droites parallèles situées 
dans le plan horizontal , le plan AB sera un plan perpendiculaire au plan 
horizontal , et parallèle au plan vertical MN. 

y^f^ 0- De même, PQ étant une parallèle à MN , tracée sur le plan vertical, le 
plan PQ sera un plan perpendiculaire au plan vertical et parallèle au plan 
horizontal. 

S'il s'agit d'un plan à la fois perpendiculaire aux deux plans de projec- 
tion , c'est-à-dire perpendiculaire à la ligne de terre , sa trace horizontale 

F'g- 4- et sa trace verticale se confondront en une même ligne PQ perpendicu- 
laire à MN. 

Fig. 5. Enfin, un plan parallèle à la ligne de terre aura ses traces AB, A^B^, 
parallèles à MN. 
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CHAPITRE IL 

Résolution des principaux problèmes que ton peut proposer 
sur le point, la ligne droite et le plan, considérés par rapport 
aux plans de projection. Consentions sur la manière de mettre 
au trait les lignes des épures, selon leur objet. 

5j. Oàchânt représenter un point, une droite, et un plan quelconques, les 
premières questions, qui se présentent à l'esprit , sont celles qui ont pour 
objet la construction des points, des lignes, et des angles, que les grandeurs 
décrites déterminent avec les plans de projection qui servent à les décrire. 
D'après cela , nous allons procéder à l'examen et à la résolution de ces 
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questions , eu nous occupant d'abord du point , ensuite de la ligne droite', 
et enfin du plan. 

Soit MN la ligne de terre de deux plans rectangulaires de projection. La pi. 3. 
partie antérieure du plan horizontal sera en-deçà de MN, et la partie supé- '^* ' 
rieure du plan vertical sera au-delà. Les parties postérieure du plan hori- 
zontal , et inférieure du plan vertical ; seront d'ailleurs placées comme on 
l'a précédemment indiqué (3o). 

38. Cela posé , considérons un point (P,P') rapporté à ces deux plans 
par les projections P et R. Ce point sera situé dans la verticale qui passe 
par la projection horizontale F, à une hauteur au-dessus dit plan horizontal 
égale à pF (i4); ^^ ? ce qui revient au même , il sera dans l'horizontale qui 
passe par le point P', en-nieçà du plan vertical de la longueur />P. C'est-à-dire 
que ce point sera dans le plan ÇPp, />P'), en avant du plan vertical de la 
longueur pP, et au-dessus du plan horizontal de la longueur />P^ 

Si le point donné avait sa projection horiigontale en Q, sur la partie an- 
térieure du plan horizontal , et sa projection verticale en Q^ sur la partie 
inférieure du plan vertical , il serait en avant du plan vertical de la lem- 
gueu^^Q, et au-dessous du plan horizontal de la longueur qÇ^. 

S'il avait sa projection horizontale en R, sur la partie postérieure du plan 
horizontal , et sa projection verticale en R' , il serait en arrière du plan verti* 
cal de la longueur rEi, et au-dessus du plan horizontal de la grandeur rK'. 

Enfin, si le point donné avait sa projection horizontale en S, sur là 
partie postérieure du plan horizontal , etsa projection verticale en S^, sur 
la partie inférieure du plan vertical ,: il serait en arrière du plan vertical de 
la longueur sS, et au-dessous du plan horizontal de la hauteur s8'. 

Quelle que soit donc la disposition des deux projections d'un point (P,P% 
sur une ligne PP' perpendiculaire à la ligne de terre, il suffira qu'on sache 
que le point P est la projection horizontale, et le point P' la jstojection 
verticale ^ pour qu'on connaisse la situation de ce point dans l'un des quatre 
an^es des deux plans de projection. Dans tous .les cas, la distance de ce 
point au plan horizontal est la perpendiculaire pV, abaissée dd la projec- 
tion verticale F sur la ligne de terre MN; et sa distance au plan Vertical 
est la perpendiculaire pP, abaissée de sa projection horizontale *P sur la 
même ligioe UN* 

59. Or , il n'y a pas d'autre question remarquable à proposer entre un 
pwnt (P, P') et les plans de projection , que celles que l'on vient de ré- 
soudre, et qtti consistent k trouver sesr distances à cfesf plans et sa position 
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entre eux. Çonsid^rçqis 4<Hip ntm^tDimrt nae ligne droite «ilnae comÉie ma 
voudra par rapport aux plans de projection. U y aura trois questions prin-p 
cipal^ à r^udre ^r (cette 4xçiii^ : i*'- trouver ie$ ptnnts ^ti elle ^rce les 
deux plans de prqjficiiof^ ^ c'ftftr^'^w MS irwof hômflontale él i^rUcale^ 
gL^. tromper s^ angles a^c 4^^ pkms; 5^« eiofia^ irwwer la dis^aace, ne* 
^urée Aur efleçfmême j dune dç 4^ ^rçjp§^ à t/wtre. 
Fig. 3. ^o. Pour résoudre la première , prenons uj|e droite quelconque (PQ>PH^> 
et cherchons d'al^ord ^ tr^ce horizontale. - 

D'après ce qu'on ^ vu précëdomment (a4)> les traces horizantaLes ee 
projiçttent vertic^leaieQt sur )^ ligpe de terre ; donc le point où U droite 
(PQf P'QO perce le {4an horizontal j n $a i^ection verticaje sur MN. Mais 
cette projection est au^i sur P^Q^; doue elle est à ripterseotion A' de la 
projçctiofi verticale de l^ droite dqnoée ^ de BIN. Oa sait aussi que les deux 
projections d'un poipt sont sur une ménie dTt>ite perpendiculaire à la ligne 
de terre (12); donc si Ton ^Hène par le point A^ la droite A'A , à angle 
droit :sur AfN, elle contiendra la projection hpri&ontale de la trace kdri- 
zon^ale cherchée f c'est-^nlire cette trace allfi-mème. £t comoie œUe pro«- 
jection doit se trouver sur AB| elle sera nécessairement en A ^ et la trace 
chercjl^ée sera le poiqt (A, A')^ ou pour le nommer {dus sjbnplement^ le 
point A. 

Ce pojpt divise la droite donnée en deux parties : Tane, dont les points 
se projettent verticalement sur A'Q' au-dessus de la ligne de terre , est évi- 
demment située auTdessus du plan homontal; et TautTe, dont les points 
se projett^qt venticalemjent ma Mld , i(u^<lnQS0U8 de MN , est évidemment 
au-dessoqs du plan horizontal. 

Pour avoir l'iiitersection de la droite donnée et du plan vavtioal ^ on pro- 
longera jusqu'à U Ugn^ de terre la projection horizontale FQ de^tte droite; 
par le paipt B où BQ et MN se rencontreront^ oa élèvera une droite BB' 
perpendiculaire à MN ; e^e coupera en B la pm>|ectian FQ", et le point 
(J^ 90 de (PQ^ F'Q"), sera le point cherché : c^r sa projection horizoïKale 
B étalât sur la ligne de terre ^ il sera nécessairement dans le plan vertical. 

^^ au lieu de la diNÛfee qae l'on vient de prendre pour exemple ^ oa^ 

Fig. 3. s^ <^iHit la difoite (AB, kJX) \ il est évident qu'elle pevceraît k j^aa hi>» 

rizontal en (m, m') , c est-à-dire sur la partie postérieure de ee plan , et le 

41. %i^ fwopa 4^^mtHV ep paasant t/ofi les .ooqstaructiops qu^ foa 
vieut 4'iQdiquer pour avoir ia itsao» verticale -d^n^e! draitt , sasâ^ absoluaMnt 
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analogues à cdl6& ^'il &at faire pour avoir sa trace horizontale. Gela doit 
èire ainsi ^< car leb dewc plans de projâction ëtaùt ëtàbKs de la^ tùèïùeiiAû^ 
tiièn sûr le desàin, et la d^te donnée ëtàHt prttjetéef a(uâbi de là iljêiiie 
mMÛère slir ehacîande ces pkii9y il n-y à pas- de raison ^taf<fM leë opë-^ 
rations à faire pour Avoir la trace blorizontale , diffèf«nt de' celles^ qu'il fiiiit 
fiatfe pour âv^r la trace verticale^ 

Gatte similitude dtt cdfiistràèttons est remattjus&lé ,■ eV il est évident 
qu'ellel doit se trouver tbute» les> fois* que les* donner d'une question sont 
exprimées de la même imi&hite eût les deiix plans de projection. Le pro- 
blème qui stdt va' en^ dotmèT' un séèddd exemple. 

43* an demandé les angles durie droite donnée (AB, A'B'), awc les P|- ^• 
ptans de projfiction. 0ceup6ns<^nous d'abord de l'angle- de êèité droite avec *^* 
le plan horizontal. On remarquera que cet angle est celui de- là droite elle- 
même avec sa prbjection ÂB; d'oa il suit* que si Ton faitf tourner ailtôur 
de ÂB le plan prbjetant de la droite dontiée ^ lequel efif pei^etidicùlàire au 
plan horizontal , pdur l'abattrb sur ce dernier plan , le ràl)attëment de la 
droite (ÂB, A'B") fera l'angle cherché avec la ligne ÂB. D'après^ cela , il 
ne s'agit plus que d obtenir ce rabattemetit. Or^ eotnme (/est Utiè ligne 
droite , il suffira d'avoir deux points de cette droite pour pôuvbîl:^ le con- 
$truire. Cherchons doiiè leradiattémènt' des deux points quelconque^ (B, B^) 
et (D> D^ dé (ÂB> A^')i II est clair que dans le mouvement que prendrai 
le j^an projetant' pour se* rriàttre, le point (By B') décrira un cercle 
vertical dont le' centre sera en B, dont' le plan ^B sera perpendiculaire* à- la 
charnière AB , et dont le rayon sera la hauteur ^'B' du point générateur 
(B, B') au-niessus du plan horizontal; donc ce point viendra s'abattre en b 
sur la lignes 6B; à une distance de AB égale à b*B\ On construira pareil- 
lement le rabattemeiit de (D^ D');' |)bur cela*, on- portera ^'D' de D en ^ 
sur la droite ï)d, perpendiculaii^ k AD V et le point d sera ce rabattement. 
Menàutdoncparlespoints^eli^/unedroite indéfinie j l'angle bmBf qu'elle 
formera avec la droite AB , sera l'angle cherché. 

On obtiendra*,, par des opérations analogues , faites sur la projection 
A'B^ l'angledelà même droite (ÂB; A'B^^ a¥ec le plan! veHifcal. 

43L S'il s'agit d'avoir la» longueur d& là potlibn^ de^ (AB>iA'B^-qtH est 
comprise enitre les plana de projeotiotiS il faudra d^ord^ chercher le^ 
points ou cette droite et ces ]ilimsise> iietlcontrent , et l'on n^ura plus à 
OQBstruire qûeila longueur^ d^' W dw>ite'qtli joindra ces points. Or, cette 
qpiestion^peut èà?é gëoérdUsée^et pieeéë ainsi : Trouer In lanceur (tune 
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portion de droite comprise entre deux points connus. Supposons que cette 

portion de droite soit celle qui se termine aux deux points quelconques 

^» 3. [b, B') et (D, D') dé (AB, A'B'), il est clair qu'en construisant par le pro- 

'^' * ce'dé du numéro précèdent le rabattement bdy la partie de ce rabattement 

comprise entre les points b et d sera la longueur cherchée. 

44- Mais on peut arriver à la solution de cette question par des moyens 
plus directs. En effet , la longueur demandée (BD^ B'D') est Fhypoténuse 
d'un triangle rectangle dont un côté est horizontal et Fautre vertical; or, 
le premier côté est égal a la projection BD de la portion de droite en ques- 
tion, et le second est la différence oB' des verticales 6'B' et dD' qui cor- 
respondent aux extrémités de (BD , BD') : donc si Ton mène l'horizontale 
oD'y et qu'on porte BD de o en n^ puis qu'on joigne B' etn, B'n sera la 
longuem* demandée. 

45. Nous ferons remarquer que l'angle B'no du triangle rectangle B'no , 
est l'angle de la droite (BD , B'D^ avec le {dan horizontal ; d'où l'on voit 
que , soit que l'on opère par le moyen du rabattement bd ou par le moyen 
du triangle rectangle JVnOf on obtient toujours à la fois la longueur d'une 
poition de la droite que l'on considère , et l'angle de cette droite avec le 
plan horizontal. 

Si l'on avait opéré sur la portion de droite (A//i, A'/n'), on aurait trouvé 
pour Fhy potén,use d'un triangle analogue à B'no^ une ligne égale à la gran- 
deur am de la partie de (AB, A'B") comprise entre les plans de projection ; 
car les e^ftrémités (A, A') et (m, wT) de (jlim, A'/nQ, sont évidemment les 
traces de la droite (AB, A'B'). 

Ce qui précède montre que les questions que Ton peut proposer entre le 
point et la ligne droite , considérés par rapport aux plans de projection , se 
résolvent avec beaucoup de facilité. On va voir que les solutions de celles 
qui sont relatives au plan , se construisent aussi très facilement. 

46. Parmi ces questionsja plus remarquable est ceUe-ci : Un piaf i étant 
f»g- 4- donnée ironiser ses angles avec les plans de projection. Soit (AB, BC) le 

plan donné , et proposons-nous d'obtenir l'angle qu'il forme avec le plan 
vertical. Ces deux plans se coupent suivant la ligne BC, et nous savons que 
si l'on mène par un point quelconque C de cette ligne , un plan auxiliaire 
qui lui soit perpendiculaire , il coupera les deux plans dont elle est l'intei^ 
section , suivant deux droites qui feront entre elles l'angle cherché. Exécu«- 
tons ces constructions. Le plan auxiliaire étant perpendiculaire à la ligae 
BC, il aura pour trace verticale la droite DC perpendiculaire à cette ligne. 



é. 
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De plus , ce plan sera perpendiculaire au plan vertical, donc sa trace hori- pi. 3. 
zontale sera la droite DA perpendiculaire à DB. Or, le plan (AD, DC) ^'^^ ^ 
contient Fangle cherché , et cet angle est celui de la droite DC avec la 
droite qui joindrait les deux points (A, D), (F, C); car c'est évidemment 
suivant cette dernière droite que le plan (AD , DC) coupe le plan donné. 
Rabattons donc le plan auxiliaire (AD, DC) sur le plan horizontal, en le 
faisant tourner autour de sa trace AD; il est évident que la droite DC ne 
sortira pas du plan vertical , puisque la charnière AD est perpendiculaire à 
ce plan; donc elle aura son rabattement sur DB; donc si l'on porte DC 
de D en E, et que l'on mène AE, le triangle ADE sera le rabattement 
de celui dont les soQimets sont A, D et C, et l'angle DEA sera l'angle 
cherché. 

On construira par les mêmes moyens l'angle du plan donné avec le plan 
horizontal. 

47- On peut encore se proposer cette question entre un plan (AB> BC) et 
les plans de projection : c'est de construire l'angle que font entre elles les 
traces AB, 3C, de ce plan. Il est visible qu'il suf&ra, pour la résoudre, de 
rabattre le plan (AB, BC) sur l'un des plans de projection, en le faisant 
tourner autour de sa trace sur ce plan, et qu^ l'angle de cette trace avec 
le rabattement dé l'autre trace, sera l'angle cherché. Nous laisserons aux 
commençans le soin de faire les constructions. 

48. Les solutions de ces premiers problèmes étant bien entendues, les 
questions qui peuvent être proposées entre les points, les droites et les 
plans, ne présenteront aucune difficulté. Le paragraphe suivant est consacré 
à celles de ces questions qui sont les plus intéressantes; mais avant de nous 
en occuper, il convient d'exposer sur le tracé des lignes dans les dessins , 
des conventions générales qui seront constamment observées par la suite. 
49* Dans la Créométrie descriptive, toutes les figures où l'on emploie 
deux ou un plus grand nombre de plans de projection, s'appellent des 
Épures. 

5o. Les lignes qui les forment sont ordinairement très nombreuses, et il 
est souvent difficile de reconnaître ce qu'elles indiquent , quoique les di- 
verses manières de les mettre au trait (voyez fîg. 5, pi. 5) soient affectées 
chacune à un objet particulier. 

Pour arriver aux conventions à faire sur la mise au trait des lignes , nous 
nous rappellerons qu'une projection n'est autre chose qu'une image , une 
vue, ou plus rigoureusement, une perspective (voyez l'Introduction), dont 

3 
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le point de vue est à Tinfini^ sur une perpendiculaire au plan de projection.' 
Il suit de là, premièrement , qu'il y a un point de vue particulier pour 
chaque projection , considérée comme une image ou une perspective des 
grandeurs qu elle représente ; secondement , que le point de vue de la pro- 
jection horizontale est à Tinfini au-dessus du plan horizontal, et que les 
rayons visuels qui correspondent a ce point sont verticaux ; troisièmement , 
que le point de vue de la projection verticale est à Tinfini en avant du plan 
vertical , et que les rayons visuels correspondans sont horizontaux et per^ 
pendiculaires au plan vertical (*). 

5 1 . Cela posé , lorsqu'un système de grandeurs est représenté au moyen 
de deux projections , ces grandeurs ont sur chaque projection des parties 
vues et des parties cachées. S'il s'agit , par exemple , d'un plan et d'une 
droite, la droite percera le plan en un point, et quelque projection que 
Ion considère , ce point la divisera en deux parties , Tune cachée par lé 
plan , et l'autre vue. De plus , ce plan et cette droite auront des parties 
situées au-dessous du plan horizontal et derrière le plan vertical , et 
comme on suppose les plans de projection solides et opaques, ces parties 
seront aussi cachées. 

52. Or^ pour qu'une projection fasse image, il faut que les parties vues 
des grandeurs qu'elle est destinée à représenter, soient indiquées par les 
lignes les plus apparentes, et les parties cachées, au contraire, par les 
lignes qui s'aperçoivent le moins. On doit donc consacrer les Ugnes pleines, 

v\. y comme AB, aux premières, et les Ugnes ponctuées ^ comme CD, aux 
Piç. 5. dernières. 

Mais la détermination des parties vues et cachées des diverses lignes d'une 
épure est quelquefois une chose difficile. D'abord, chaque projection 
ayant son point de vue particulier, ce qui est vu sur l'une, souvent ne 
l'est pas Sûr l'autre; en sorte qu'il faut, pour déterminer ces parties, deux 
opérations séparées , l'une relative au plan horizontal , et l'autre relative 
au plan vertical. Ensuite, ces opérations exigent qu'on se rende parfaite- 
ment compte de la situation particulière des grandeurs , par rapport aux 



(^) On pourrait également dire que le point de Tue de la projection horizontale est k ' 
l'infini au-dessous du plan horizontal y et le point de Tue de la projection verticale à T infini . 
derrière \e plan vertical j mais comme on place les grandeurs qu'on représente , autant qu'il 
est possible 9 au-dessus du plan horizontal , et en avant du plan vertical (ag), il est naturel 
de supposer les points de vue des deux projections, respectivement aisrdesêus et enai^ani 
des deux plans de projection. 
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plans de projection, et les unes par rapport aux autres, ce qui demande 
toujours beaucoup de sagacité et d'attention. 

D'après cela, pour éviter des difficultés, et pour que le trop grand 
nombre de lignes pleines ne rende pas les épures confuses , il convient de 
borner l'emploi des lignes pleines et ponctuées à la représentation des gran- 
deurs importantes. 

53. Quant aux grandeurs qui servent aux constructions, il est bon de 
les représenter avec des lignes pointillées , comme EF, parce que ces lignes p'- \ 
siOnt peu apparentes et qu'elles n'apportent conséquenmient que peu de *'^' " 
confusion sur les dessins , et parce qu'elles sont faciles a faire , ce qui est 
d autant plus avantageux qu'elles sont souvent très nombreuses. 
• 54* De ce que les grandeurs importantes ont des parties vues et cachées, 
il s'ensuit qu'on admet qu'elles existent; et comme les grandeurs qui ser- 
vent aux constructions se représentent sans distinguer les parties vues des 
parties cachées , nous ferons la supposition très naturelle qu'elles n'existent 
pas physiquement dans l'espace , ou au moins qu'elles n'y ont que l'existence 
momentanée que le discours suppose. 

55. Quelquefois la supposition qu'une grandeur importante existe , et la 
nécessité qui s'ensuivrait de déterminer ses parties vues et cachées, conduirait 
à des recherches pénibles,, qui nous écarteraient trop de notre sujet : dans 
ce cas , nous considérerons cette grandeur comme si elle n'était nécessaire 
que pour les constructions; mais au lieu de la représenter avec des lignes 
pointillées , nous la représenterons avec des lignes composées de points et 
d'élémens linéaires, comme GH, G'H', G"H". Ces lignes recevront le nom 
de b'gnes mixtes. 

Nous les emploierons aussi pour indiquer les grandeurs qtd présenteront 
quelque singularité remarquable , ou qui seront d'une importance moyenne , 
et qu'il faudra distinguer des constructions ordinaires. 

56. D'après cela , vodci les conventions qui serviront pour la mise au 
trait des épures. 

I*' Convention. Les données j les résultats et les grandeurs importantes 
sont supposés exister dans V espace y et leurs parties vues et cachées seront 
en général indiquées , les premières en lignes pleines ^ et les dernières en 
lignes ponctuées. 

2* Convention. Les autres grandeurs ne sont pas supposées exister dans 
Vespace , et on les indiquera ordinairement par des lignes pointillées. 

3.. 
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3* Convention. Toutes les fois que , par une des raisons exposées nT 53 j 
on s'écartera^ pour une grandeur, des deux règles précédentes , on supposera 
que cette grandeur n'existe pas dans Vespace , et on la représentera au 
moyen de lignes nu x tes (*). 

Nous aurons soin d'exposer par la suite , après chaque problème , sous 
le titre d'Exécution de Vépure, les particularités auxquelles pourra donner 
lieu le tracé des lignes et la détermination de leurs parties vues et cachées. 
57. Pour qu'on se familiarise promptement avec les conventions précé- 
dentes f appliquons-les aux figures des planches i et 3. Quant à la planche a , 
il serait superflu de nous y arrêter. 

PI. r. Les plans de projection étant sur les figures i ^ 2 ^ 3 ^ 5 et 6 de la planche i 

^'^* '» des grandeurs de première importance, on a marqué leurs contours en 

^l cl lignes pleines , parce que ces contours sont vus. 

Fig. j. Dans la figure 4 , même planche , les lignes PQ, QR, RO, OP, VU, UT, 
TS, SV, qui forment les contours des deux plans de projection PQRO, 
VUTS , ont été marquées en lignes pleines ou ponctuées , selon qu'elles se 
sont trouvées vues ou cachées. Les lignes CD, cd^ c'd\ ef dont il est prin- 
cipalement question dans le texte, étant vues, on les a indiquées en lignes 
pleines, et Pon a tracé, au moyen d'élémens linéaires, toutes les antres 
lignes de la même figure, parce qu'elles ont peu d'importance. 

lip c. 58. Dans la figure 6, le plan (AB, BC) est percé parla droite (PC^P'Q') 
en un point (P, P') que nous saurons bientôt déterminer (68 et 69) : la 
partie (PR, P'R').de cette droite, considérée en projection horizontale, 
est sous le plan ( AB , BC ) , et elle est derrière ce plan , quand on la con- 
sidère en projection verticale ; cette partie n'est donc vue ni en projec- 
tion horizontale, ni en projection verticale, et c'est pourquoi les lignes 
PR, P'R\ sont ponctuées. 

Les traces AE, CD, du plan (AB, BC), présentent aussi des parties 
ponctuées BD , BE , par la raison que ces parties ne sont pas vues; En 
effet , il est évident que la ligne BE est sur la partie postérieure du plan 
horizontal , c'est-à-dire sous le rabattement de la partie supérieure du plan 
vertical (3o), et que la ligne BD est sur la partie inférieure de ce dernier 
plan, c'est-à-dire sous la partie antérieure du plan horizontal ; donc les 
lignes BD, BE, ne sont pas vues. 



(*) Ces conrenlions supposent que l'on représente les surfaces avec des lignes; c^est ce 
qu'on fait efiectÎTement, ainsi qu'on le verra livre II , chapitre L 
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Suivant les conventions établies, la partie B/n de la ligne de terre étant pi. i. 
cachée par le plan (AB, BC), elle devrait être ponctuée; mais comme on *'** ' 
suppose perpétuellement, en considérant les plans de projection , qu'ils sont 
i^ctangulaires entre eux (lo), la ligne de terre doit toujours être pleine, 
parce qu'elle représente sur chaque plan de projection l'autre plan de pro- 
jection. 

La droite (AB, A'B') (pi. 5, fig. 2) n'étant vue que dans la partie corn- pi. 3. 
prise entre les deux points (A, A') et (B, B'), puisque les autres parties de *^'8- •^• 
cette droite sont situées au-dessous du plan horizontal, ou derrière le plan 
vertical, on a ponctué les parties de ses projections qui correspondent aux 
parties cachées, et l'on amis en lignes pleines celles qui correspondent aux ' 
parties vues. ' 

De même , la droite (AB , A'B') , qui passe en (A , A') derrière le plan Fig. 3. 
vertical, a sa partie (Am, AW) tracée en petits points. Dans la même 
figure , bm est un résultat dont la partie vue sur le plan horizontal est 
pleine , et dont la partie cachée par le rabattement du plan vertical est 
ponctuée. 

Enfin, dans la figure 4> planche 5, l'angle demandé AED étant formé l'ig- 4- 
par la ligne de terre et par une droite AE située sous le plan donné , on 
a ponctué cette ligne vers le point E ; et si elle n'est pas ponctuée dans 
toute sa longueur, c'est qu'on Ta considérée comme une ligne de con- 
struction dans la partie qui aboutit en A. 

CHAPITRE III. 

Problèmes relatifs aux points j aux droites et aux plans. 

59. Problème l•^ Mener par un point donné une parallèle à une 
droite donnée* 

Nous allons d'abord démontrer que si deux droites parallèles sont pro- 
jetées sur un même plan , leurs projections sur ce plan seront parallèles. 

Pour cela, concevons sur chacune de ces droites un point choisi arbi- 
trairement , et imaginons qu'on abaisse par les points conçus des perpendicu- 
laires aux plans de projection ; les perpendiculaires à un même plan seront 
parallèles entre elles, (k^. les plans projetans des droites en question passe* 
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ront chacun par une de ces droites et parla perpendiculaire correspondante ; 
donc iun de ces plans sera parallèle à Tautre y comnie contenant deux 
droites respectivement parallèles à deux autres droites contenues dans ce 
dernier; donc ils couperont le plan de projection suivant des droites p'a- 
rallèles : mais ces droites seront les projections des droites données ; 
donc, etc. 

^' '«. Soit donc (AB, A'B') la droite donnée, et (C, C) le point donné. La 
*'- '• projection horizontale de la droite demandée passera nécessairement par le 
point C , et sa projection verticale par le point C; et puisque ces deux 
projections doivent être respectivement parallèles aux droites AB , A'B' , il 
ne s'agira que de mener par le point C, CD parallèle à AB j par le point 
C, CD' parallèle à A'B', et la droite (Q), CD) que l'on obtiendra, sera 
la droite demandée. 

Fig. 1. 60. Problème 2. Mener par un point connu (C, C), un plan parai" 
lèle au plan donné (EF , FG). 

Il est évident que .le plan cherché aura ses traces parallèles à celles du 
plan donné. Or, il suit de là que si Ton mène par le point (C, C) des 
parallèles aux traces EF, FG, ces parallèles seront dans le plan deniandé , 
et qu elles p3rceront les plans de projection suivant des points des traces 
de ce plan. Menons donc par le point (C, G) une parallèle à la trace EF : 
cette trace est elle-même sa projection horizontale, et elle a pour projec- 
tion verticale la ligne de terre (aS); donc , si l'on mène par le point C la 
droite CH parallèle à EF, et parle point C, C'H' parallèle à FH, la droite 
(CH , CH') sera parallèle à EF , et par conséquent contenue dans le plan 
demandé. Mais cette droite perce le plan vertical au point H'; donc si 
l'on mène par ce point la droite H'I parallèle à GF ; puis par le point I , 
la droite IK parallèle a EF; le plan (Kl, IH'), ainsi obtenu, sera le plan 
cherché. 

Si l'on mène par le point (C, QT) une droite parallèle à FG, cette droite 
étant dans le plan (K[ , IH') , percera nécessairement le plan horizontal eu 
un point de Kl ; en sorte que la çonstructiop de ce pomttlonnera le moyen 
dé .vçrîner le résultat obtenu par. les opérations précédentes.; 

_. ^1.. Exécution rfe/'e/oiMA^r Les parties FE,.FG, des traces du plan donné , 
étant située;» su;* le^ portions antériejure et'supéneare des plans de projec* 
tiop.j^;.ejyLç8|&pat vues ^t doivent par conséquent être indiquées en lignes 
pleines. (^|3). I^^es prploqigemi^as d&/(Cds^ traices , àu^elà du point F , sont 
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ponctués , parce qu'ils sont situes sur les parties postérieure et inférieure P|- 4 
des mêmes plans. Quant au plan demandé, il est entièrement caché,' sur '^ ^* 
chacun des plans de projection ^ par la surface du plan donné : les fraces 
MK, LH', doivent en conséquence être ponctuées. 

'62. Problème 3. Mener un plan par trois points donnés (A, A'), i?''8 3 

(B,B')e^(C,C'). 

Par les deux points (A, A'), (B, B'), menons une droite (AB, A'B'), elle 
ser,a dans le plan demandé : or, elle percera le plan vertical en (D , D') et 
le plan horizontal en (E, E') ; donc le premier point (D, D') appartient à la 
trace verticale du plan cherché, et le second (E, E') à sa trace horizontale. 
Menons de même par les points (A, A') et (C, C) une nouvelle droite 
(AC, A'C), elle sera aussi dans le plan cherché; donc le plan F' où elle 
percera le plan vertical, et le point G où elle percera le plan horizontal, 
appartiendront aux traces de ce plan. Donc enfin , si l'on mène les droites 
DT', GE, qui passent par les points obtenus (D, D') et (F, F'), (G, G') et 
(E, E'), elles détermineront le plan demandé (GE, DT'). 

Il est clair que si Ton mène par les points (B , B') et (C , C) , une troi- 
sième droite (BC, B'C), elle sera, comme les deux premières, située dans le 
plan demandé, et percera par conséquent les plans de projection suivant 
des points I et J des traces obtenues GE, DT'. On pourra déterminer ces 
"points, et ce sera un moyen de vérifier l'exactitude des constructions faites; 
mais comme les traces GE, D'F', doivent déjà se rencontrer en un même 
point H de la ligne de terre, cette dernière propriété sera dans la pratique 
une suffisante vérification. 

65. Problème 4- Mener par un point quelconque une droite per^ 
pendiculaire à un plan donnée et déterminer le point d'intersection de la 
droite et du plan. 

Pour distinguer facilement, dans le discours, le plan donné, des deux 
plans de projection , nous remarquerons que ce plan est en général incliné 
par rapport à ces derniers , et nous le nommerons le plan incliné. 

64« Cela posé , concevons que la droite demandée soit menée dans l'es- 
pace : le plan projetant de cette droite correspondant au plan horizontal, 
sera évidemment perpendiculaire au plan incliné; donc il sera perpendicu- 
laire au plan horizontal et au plan incliné ; donc il sera perpendiculaire à 
leur intersection : donc cette intersection, du, ce qui revient au même, la 
ti*ace horizontale du plan incliné, sera perpendiculaire au plan projetant. 



\ 
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Mais uac droite perpendiculaire a un plan est perpendiculaire à toutes les 
droites qui se croisent par son pied dans ce plan; or, la trace horizontale 
du plan projetant est une droite située dans ce plan, et passant par le pied 
de la trace horizontale du plan incliné ; donc ces deux traces sont perpen- 
diculaires entre elles. Et comme la trace du plan projetant est la projec- 
tion horizontale de la droite demandée , il s'ensuit que cette projection est 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan incliné. 

On démontrerait de même que la projection verticale de la droite de- 
mandée est perpendiculaire à la trace verticale du même plan ; ainsi , nous 
pouvons tirer de ces raisonne mens la conclusion suivante : Lorsqu'ime 
dmite est perpendiculaire à un plan , les deux projections de la droite sont 
respectivement perpendiculaires aux traces du plan. 

65. Réciproquement jp Lorsqu'une droite a ses deux projections respectif' 
ventent perpendiculaires aux deux traces d'un plan , elle est perpendicu- 

lalre à ce plan* 

En effet, chaque plan projetant de la droite en question étant perpen* 
dîculaire à Tune des traces du plan incliné j» il est perpendiculaire à ce plan 
lui-même. Or cettç droite est l'intei'section de ses deux plans projetans j 
donc elle est l'intersection de deux plans perpendiculaires au plan incliné : 
donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

66. On peut énoncer ainsi ces deu}^ propositions réciproques : Lorsqu'il, 
y a perpendicularité entre une droite çt un plan , les projections horizon^ 
taies et verticales de la droite y et les traces horizontales et verticçdes du 
plan, sont respectivement rectangulaires entre elles. 

PI. r, 67. D'après cela , soit (BC , CD) le plan auquel on demande d'abaisser une 

^'R- »• perpendiculaire par un point quelconque (A, A') : il ne s'agira que de mener 
par les points A et A', les droites AH , AU', respectivement perpendicu- 
laires aux traces BC, CD, et la droite (AH, A'H') sera la perpendiculaire 
demandée. 

68. Construisons maintenant le point d'intersection de cette perpendicu- 
laire et du plan (BC , CD) : on sait , par ce qu'on a vu n"* 58 , que la mise 
au trait des lignes de l'épure ne présentera aucune difficulté , lorsqu'il sera 
connu. Pour le trouver , nous mènerons par AH le plan projetai^t (EA, EF), 
dont la trace verticale EE' est perpendiculaire à la ligne de terre. Ce plan 
contiendra la droite (AH , A'H') ; donc il contiendra |e poiqt cherché : maïs 
ce point est aussi sur le plan donné; donc il est sur l'interçection çpmmune 
de ces deux plans. Qr, les traces de ces plains se coupent suivant les deux 
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points F et E'î donc ils ont pour intersection la droite (FE, ET'). Et pi. 5. 
comme le point cherché est sur cette droite et sur (AH, A'H'), il est néces- ^'? '• 
sairement projeté sur le plan vertical à l'intersection H' de leurs projec- 
tions. Menons donc Hlî perpendiculaire à GC, et nous obtiendrons le point 
demandé (H, H'). 

En faisant, sur la projection A'H', des constructions analogues à celles 
que nous venons de faire sur AH, on vérifiera l'exactitude de la. solution 
obtenue. 

69. Il est évident que si la droite (AH, AW), n'était pas perpendiculaire 
au plan donné, l'intersection commune (H, H') ne s'en obtiendrait pas 

moins par les constructions que nous venons d'indiquer. 

- - « 

70. Problème 5. Par un point donné (A, A'), abaisser une perpendi-* Fig a. 

culaire sur Une droite donnée (BC, B'C). 

Concevons ' par le point donné un plan perpendiculaire à la droite 
donnée , elle le percera en un point , et si l'on fait passer une ligne droite 
par ce point et par le ^int donné, cette droite sera la perpendiculaire 
demandée. 

' Pour mener par le point (A, A') un plan perpendiculaire à (BC, B'C), 
nous remarquerons que la trace verticale de ce plan^ quelle qu'elle soit, 
est une droite perpendiculaire à B'C (66), et ayant pour projection hori- 
zontale, la ligne de terre; donc, si par le point (A, A'), nous menons une 
droite (AD, AD"), dont la projection horizontale soit parallèle à la ligne 
de terre, et la projection verticale perpendiculaire à B'C, cette droite sera 
dans le plan cherché , comme étant parallèle à une droite contenue, dans 
ce plan : donc elle percera le plan horizontal en un point D appartenant à 
la trace de ce plan. Menons doiic par le point D la droite DE perpendicu- 
laire à BC, puis par le point E, la droite EF perpendiculaire à B'C^; le plan 
(DE , EF) sera le jdian de construction cherché. 

Or, en appliquant à la figure les procédés exposés plus haut (68), on 
trouvera que la droite donnée (BC, B'C) perce lé plan (DE, EF) suivant le 
point (G, G'); donc en menant par les points (A, A') et (G, G') la droite 
(AG, A'G% cette droite sera la perpendiculaire demaifdée. - 

71. Exécution de Vépure. Les parties BC, B'C, AH, AU', des projec- 
tions de la droite donnée et de la droite demandée, correspondent à des 
portions de ces droites, qui, à partir des traces (C, C), (H, H'), sont au- 
dessus du plan horizontal et en avant du plan vertical ; donc les projections 

4 
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PI 5. BC^ B'Cff'AS^ A^', doÎT^nt être iodii{uéœ en li^^ fl^ufs ji 
f * »• points C, e, tt, H' (56), Au-dfila des tcacefi (C, C)>. (ft, W)^ ka 
(BC, B'C), (Ail, A'H'), sont ëyidemmisut cac^iéep 1» «t Iqur» 
doivent en conséquence être ponctuéesi Les autres U^o^dflTcftiireïaQAtdiBB 
lignes de construction , aussi les a-t-on tracées au moyen d?éi^awp» tead aifos 
détachés les uns des autres. 

Comme le plan (DE, EF) est d'une assejs grands iropQi7t^MM!;ft> iàUx ai»a^ 
pu l'indiquer au moyen de lignes mixtes (55). 

Fig. 3. 7^. Problème 6. Étam données dtmx droites (AB^^ A'F), (PC, WC), 
qui se pencontrent en un point (B, B'), trouver T angle qti elles font entre 
elles. 

Nous concevrons upi plan par les. deux droâtes dpqiié^^ilCdia clétctrini- 
nerons les points A et C où elles percent le plaa horizoïite^; aoos ifièneixte 
par ees points une Ugne droite AC , et cette Ugne sera la trace dur plaoa des 
deux droites. Nous imaginerons ensuite o^ ce pUn s'abatte^SHT le pliftlid»- 
rizontal, en tournant sur la trace AC> nous qonstruiixms.bsa raJmttemisfls 
des droites données , et l'angle de ces rabattemens sera l'angle cbwchë. 

Or ^ dans le mouvement „ les fO««ts du système déenront des dit>& de 
cercles dont les plans sejpont pqrpeodîculaises k la, droits AC , et dont ks 
centres seront les divers points do celt^. droite^ Gonmie elle esli horixon- 
iale , ces {dans seront verticaux^ Sfooc si l'on: mène par le point B du plan 
Jiori^oiital > la droite GD perpendiculaire à la eharniève AC^D senirle oe«tm 
de l'ajrc décrit par l)a point (B, B')> et cet arc sera oompi^ eptièrenrent dans 
le plaur vertical GD ;: donc le rabattement du point (B, B-) sera quelque pavt 
sur G]p. Mais le^ rayon de cet arc est l'hypoténuse du triangle seotaiigle dpst 
les côtés, adjacieus à l'angle drait sont l'horiaiontale: BD ^ et la verticale bJA 
(f(x\ se projette liorizoatalement en B; donc s£ l'on^ pof te BD' à% b em. it, ê\ 
qu'on mène l'hypoténuse dïi\. oetbe hypoténuse sera le rayon en quastioa : 
donc en portant dW de D eu G, on awa 1(3 rabatteip^t G àm point (B^ B')- 

^n^aDquqw.maintenant qneles points A et C d^ droite» domWes sonl 
euiMnàmes.ku» rabatltepiensf cair ils sont dlins la charnière AC, et n^ont p^ 
par conséquent prendce auemLaumiiteqieat. Donc les deux points. A- et fi& 
^ont les rabattemens de de^x igmvM^. da (A?,. A'B'). Fareillememt G. et C 
sout les, r^vMltemens de d^ux ppîntf^ da (BC, WCJ) i 4mm AG et GC soat U» 
rabatteroens de8.droîtciB dpnn^ : dOi¥;.«Afi« AiGC es* lîangle de«ia«da. 

7^. Lofaqne dtUK droites, donifiéai «e se neiicoii^vmt pas^, il; Wy a m»' 
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ffwptM togtdak^ «ènQ^tri^einré ette« ; âiéis Mtûtae on stpptééit la âifie- pi ' 
raÉtt^^elétin dit^k)tfil,^k* Vsh^b igons le^él se^côiit»^ deuk |)aral- ^^ ^ 
lèles à ces droites inenées par un même point, on est convenu de consiâéi^ 
(kàr âtigle <!<mmiè cehri t)u« f^Mitiërft )es droites données. 

®\Lp|îèd ieélk > et d'tfpt^s là Mlutiôa précédente y il sera facile de trouver 
Tangle de deiËt droites <{ueleon<pMs> &ôît ^'élles se rencohlrent ou bien 
qu'elles ne se rencontrent pas. 

'jé^. Exécution de P épure. Les partiel Yaèis et cachées des droites données 
Mttt fti(!ilfeslidétemrilier I et sont indiquées, les premières en lignes pleines , 
et les demièrèë en lignes p<](nctuée&. Quant aux côtés de l'angle cherché > ils 
sont to lignes pleines vers le point G, où iksont considérés awnme résul- 
filtâ dn pHolilèttie pirôposé , et ils sont Tndi<][ués vers les points A et € par 
des élémens reetilignes déttichés j parce qu'on les considère vers ces points 
<}amme d^s ligties de efôn^tmctioû (56). 

75. Problème 7. Un plan (AB, BC) et une droite (DE, Ji%')^tant Fi« 4 
donnés y un demande l'angle quUls font entre eux. 

L'angle d'une droite et d'un plan n'étant autre chose que celui de cette 
droite avec sa projection Sur ce plan, il est-évident qu'il a pour complément 
l'angle de cette droite avec une perpendiculaire abaissée sur le plan par un 
des points de la droite. 

Prenons donc un point (p , BQ sur la droite donnée , et par ce 
point, menons une droite (DF, D'F') perpendiculaire au plan (AB, BC) : 
cette droite fera avec la droite donnée un angle EGF facile à déterminer (72); 
et si Ton -abaisse par un point F, pris sur l'un des côtés de cet angle , une . 
droite FH perpendiculaire à l'autre côté , cette perpendiculaire fera avec le 
côlé Ftr un angle GFH, complément de FGH, égal à l'angle cherché. 

76. Exécution de l'épure. Le sommet de l'angle obtenu GFH étant aocis 
le plan donné (A£, BC), les parties dies lignes de coolstructioù I9F, GF, 
^ sont situées vers le point F> et qui comprennent le réstdtàt du iproblème, 
ne sont pas vues , et doivent pat conséquent être ponctuées (5&). Quant 
aux projections de la droite donnée^ elles ne sont pleines que jusqu'au 
pointai , I')^ où cette droite passe tout-à4ar£ois sous^ demère le pl^ dc»iné. 

77. ^l^ïtôÉt^ÈM* 8. Deux /ïtejtf (AB, BC), (AB, DC% étant donnés j pi. «. 
êrtmifâr totale qi^^ib font entre Isux. ^'^ ' 

Fetlr fésoddre ce prdblètrie> nous chercherons d'abord Tinterseétion 
i5iMfttttiunie deices plknis ; noud mènétions ensuite, par un point dd céftè inter- 

4.. 
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Hcction, un plan qui la conpe perpendiailaireiiient, ce plaa 
Hiir Icff plans donnes deux droites d mtersection , et Tangle de 
Mcra Tanglc cherché. 
II. r;. liCS traces horizontales AB^ AD, des plans donnes» se coimpcïïÊA €B A; 
leurs traces verticales se coupent en C; les points A et C se projettent inr 
la ligne de terre en A' et C : donc la droite (AC, A'C) est Ilntersectioa dç 
(l(!ux plans donncH. 

Menons , par un point quelconque CE, E") de cette intersectioii^.iui.pkn 
(]ui lui soit perpendiculaire. 11 aura pour trace verticale une droite idoonnoe 
)>erpcndiculaire à A'C (GO); laquelle droite se projettera horigontalenient 
suivant la ligne de terre. Donc, si l'on mène par le point (E, W) la ligne 
(liVf li'¥')f dont la projection horizontale est parallèle à BA', et la projection 
verticale perpendiculaire à \'C', cette ligne sera parallèle à la trace yerticde 
inconnue I et sera par conséquent dans le plan cherché : or ^ elle percera 
le plan horizontal en F ; donc le point F appartient à la trace horizon* 
laie de ce plan. Mais celte trace est perpendiculaire à AC (66); donci 
hi Ton mène par le point F une droite FG a angle droit sur AC, cette 
«Iroite sera la trace horizontale du plan mené par (E^ E') perpendlcu- 
laircment h (\C, A'C). Quant à sa trace verticale, il serait superflu de la 
«onstruire. 

(]e plan coupera les traces AB, AD, suivant les points K et H, et les 
plan» donnés suivant deux droites, que les points CE, E^)etK, (E\ W) èlH, 
détermineront complètement. Or, il ne s'agira que d'avoir les angles de ces 
droites. Pour cela, on rabattra sur le plan horizontal (72) le plan dont la 
lrAf;e est FO ; les points K et II resteront immobiles ; le point (E, E^) décrira 
ntitonr du {mint (l un orc dont le rayon lE' sera facile à construire," et ce 
point viendra s'ubatti*e en L. I^es droites en question se rabattront par con*- 
Hé<]uont en KL et IlL , et KLII sera Fongle demandé. 

7H. Kx(kiitinn fh IVpufv.. Il est aisé devoir que le plan (AB, BCT) cache 
les parties l)\ , l)C, dos traces du plan (DA , DC) ; que la portion (AC^ A'C) 
de l*intorsection des pions donnés, comprise entre les points (A, A'),(C, C), 
où (A(I| W/) perce les plans de projection, est vue; qua partir de Fmter- 
scctiofi (Ad^ XV) I et du càté opposé au pointB, le plan (AD, DC) se tromre 
ati-doKMUH et en avont du plan (ÂBf BC), en sorte que les portions AP, Citf , 
dos traa^H du charnier no sont pas vues, et qu'au contraire les parties AN, 
(yo I do tx'UoM du pixnnior sont vues. Enfin, il est aisé de voir qœ les lignes 
Kl., lill, qui ctmipiHînncnt langlc demandé, sont cachées par les plans 
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d<a$iin^ j.jQWsii'iftpUcatittii ,dt» ooaiYentioiis cln n^ 56 ne doit présenter ici pi. 6. 

ail^(|]p|e iHflSculte. : i; ; , i .y ,■ Fig. i. 

lâflig^e KG étHQtcie Coutè&.les lignes die construction la ligne la plus in!- 
poifanlBj il is^raitassea convenable de Fipdiqnér en lignes mixtes (55). 

' jg^.PiibsLÈM'E 9. Deux droites étant données , on demande la plus 
Cbiifté If gnê^iti puisse les joindre. 

Si ces ligîies se rencontraient^ là lignp deinandee n existerait pas; si elles 
étaient îi>àrallèlés y cette ligné sfefAituné âroîtè quelconque située dans leur 
plaA, et pléi'pendicuiaire à ch^cilnë d'elles : d'où Ton voit que la question 
ne doit êire traitée ^e dans le (éas où les droites données ne sont pas com- 
prises dans un même plan. 

De quelque manière qu^elIes soient alors situées dans l'espace ^ on peut 
toujours mener par Tune un plan parallèle à l'autre; car si Ton mène 
par un point de la première, une. droite parallèle a la seconde^ le plan 
que la première droite et cette parallèle détermineront sera le plan en 
question. 

Or y si l'on conçoit que la seconde droite soit projetée sur ce plan , sa 
projection et la première droite se rencontreront 'en un point , et si l'on 
élève par ce point une perpendiculaire au plan auxiliaire, elle coupera à 
angle droit la seconde droite , elle coupera aussi à angle droit la première, 
elle sera par conséquent à la fois perpendiculaire à ces deux droites , et il 
s'ensuit qu'elle mesurera entre elles leur plus courte distance. En effet, elle 
sera la plus courte ligne qu'on puisse mener d'un point quelconque de la 
seconde droite à un point quelconque du plan auxiliaire , et conséquemment 
à un point quelconque de la première droite. 

80. Soient dope (AB, A'B')> (CD^ CD') , deux droites qui ne se rencontrent Fig. ^. 
pas et qui ne sont pas parallèles; il ne s'agira, pour avoir la plus courtei 
ligne qui puisse les joindre, ou, ce qui revient au même , leur plus courte 
distance, que d'exécuter les constructions précédentes. 

On prendra donc sur la première (Afi, A'B-)un point quelconque, par 
exemple , le ppint (Â , A^) où elle perce le plan vertical ; par ce point on 
mènera la droite (AE, AT') parallèle à la seconde droite (CD, CT)') : 
cette parallèle et la droite (AB, A'B') peiiçeronjb les plans de projection en 
des points (B, B'), (E, E') et (A, A'), :qui détermineront les traces du ptan 
auxiliaire (BF, FA'). On abaissera par vn point quelconque (C, C) de la 
seconde droite (CD , CD') , une perpendiculaire (CG, C'G') sur le plan auxi- 
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85. LorsquoQ veut opérer sur juoe courbé plane ^ on jpcmt, pour IVicdi^ 
naire^ se passer de plans de projection , parce quon k constroft dbumMO 
plan, et qu'on opère sur ce plan; mais^ pour opérer sur. une courbe à dooUe 
courbure^ ou même sur une courbe plane considérée a1^ d'autres |pnui- 
deurs qui ne soient pas dans son plan ,. il |aut absolument le aeodnm des 
..plans de projection. D après cela ^. dans la plupart des question^ qufe tenu 
aurons à résoudre « nous nous donnerons une ligne courbe ^ ; piane ou à 
double courbure, par ses deux projections; seulement nous aurons le soio, 
lorsqu'il s'agira d'une courbe plane , de simplifier les donaées autant qu'il 
se pourra, en prenant une ligne droite pour l'une de ses projections^ ' 
PI. 7. 86. Le premier usage que nous ferons des ligqes-ABCD, A!B'Qiy, ijmi 

**'« ' déteiminent une courbe (ABCD , A'B'CD'), ce sera de construire les ppints 
communs à la courbe et ai^x plans de projection : c'e^t*à*dire les traces d? 
cette courbe. 

Or, on sait que les traces horizontales se projettent verticaletnçnt sur la 
ligne de terre (24); donc si des points A' et D', où la projection verticale 
A'B'CD' rencontre la droite MN , on élève des perpendiculaires A'A p DD , 
à cette droite , ces perpendiculaires couperont la projection; hpn^ntale 
.ABCD suivant les points A et P, pu (A, AO et (D, D% qui seront les traces 
horizontales cherchées. 

Pour avoir les traces verticales de la même courbe^ on se iiappellera 
* qu elles doivent ^voir leurs projections horizontales sur 1V|N; on en con-^ 
dura que ces traces se projettent horizontalement en B et Cj on âtfrera 
perpendiculairement à la ligne de terre les droites BB' ^ CC ; elles coupe- 
ront la ligne A'B'C'D' en des points B' et C\ ou (B, B') et (C, C), et ces 
points seront les traces verticales cherchées. 

87. Ces traceS; que l'on construit ainsi dans tous les cas possibles, ser- 
vent à déterminer les parties de la com^be (ABCD, A'B'C'D'), cachées par 
les plans de projection. En effet, cette courbe traversant le plan horizontal 
en (A, A') et (D, D'), elle a ses arcs (Aûc, AV), (Dj, Hy), cachÀ à par- 
tir de ces points sur les deux projections, savoir : sur la projection hori- 
zontale ^ parce qu'ils sont au-rdessous du plan horizontal , et sur la projec- 
tion verticale , parce qu'ils se projettent verticalement sur la partie infé- 
ricure du plan vertical , laquelle est cachée sur le dessin par la partie an-- 
térieure du plan horizontal (3o). Et la même courbe , perçant le plan ver- 
tical en (B, BO et (C, C), elle a son arc (B/nC, B'wC) derrière le plan 
vertical; il n'est par conséquent pas vu sur la projection verticale, et il 
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n^est pas yu non plus sur la projection horizontale; car il se projette hori- pi. 7- 
zontalement sur la partie posterfeure du plan horizontal, laquelle est cachée '^' 
sur le dessin par la partie supérieure du plan- vertical. 

n est clair que les traces en question aident beaucoup à se bien figurer 
dans l'espace , la position de la courbe (ABCD, A'B'CD'), par rapport aux 
plans de projection. Par cette raison , et parce qu'elles séparent les arcs que 
cachent ces plans , de ceux qu'ils laissent voir, nous aurons soin en géné- 
ral de les marquer sur les épures par des lignes de construction A A' , BB', 
Ce,DD'. 

88. Connaissant les traces d'une courbe > il y a une question qui se pré- 
sente à Fesprit sur-le-champ^ lorsqu'on les examine en cherchant à se 
rendre compte de la forme et de la position de cette courbe ; c'est de dé- 
terminer les angles^ plus ou moins grands , sous lesquels elle perce en ces 
points les deux plans de projection. Cette question conduit directement à 
la théorie des tangentes. 

8g. DES TANGENTES. Imaginons une ligne courbe queleenque dans 
l'espace y et concevons qu'on prenne sur son cours un élément infiniment 
petit. Il est clair que la petitesse de cet élément empêchera qu'il ne par- 
ticipe de la courbure de cette ligne ; donc on peut supposer que la ligne 
courbe en question soit composée de petites lignes droites^ pourvu que ces 
droites soient infiniment petites, et que leur nombre soit en conséquence 
infini. Mais chacun de ces élémens rectilignes infiniment petits appartient 
à une ligne droite indéfinie qui , en-deçà et au-delà de l'élément^ s'écarte 
du cours de la courbe ^ et qui ne se confond entièrement avec elle que 
suivant ce même élément. Or y cette ligne droite est ce qu'on appelle une 
tangente^ et l'élément commun à la droite et à la courbe, est ce qu'on 
appelle leur point de contact ou leur élément de contact. 

90. L'élément infiniment petit d'une ligne courbe quelconque a . pour 
projections deux élémens rectilignes, aussi infiniment petits , qui font par- 
tie des projections de cette courbe; donc si l'on prolonge indéfiniment ces 
deux élémens , on obtiendra deux droites tangentes aux projections de la 
couii)e f et qui ne seront autre chose que les deux projections de lé droite 
tangente dans l'espace à la courbe en question. C'est-à-^lire , par exemple, 
que la tangente en (B, B') à la courbe (ABC, A'B'C), a pour projections fig. a 
lies droites MB, M'B', respectivement tangeptes aux projections ABC, A'B'C, 
en 9 eten B'. 

5 
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91. Si Ton vent api^iqner ostte théorie aa tende c^gemâté par Feilirf 
mité d'oD fil y OD remarqœra qw le point gëoératev dëcrît la mên 
ligne , soit qu'il se memre dans no sens on dans le sens opposé ; tm en coa 
dnra qna chaque instant da monTement, le fil ne penche pas fkam mu 
une extrémité de Vêlement engendré qoe sur lantro enfréoùti^ et q« 
chaque élément eat par coniéqnemt à augk droit sur le nijon 
dant t d*oii Ton voit que la tangente en un point d un cefd* esl 
dicnlaire au rayon qui passe par ce point. 

92. Quant au problème dont nous sommes partis (88), et qui ceuiaisleà 
PI- ;. trouver Tangle sous lequel une conrlie qudcooqne (ABCD , A'B'Cll^, peice 

'^' '' un plan de projection ^ par exemple f le plan horiaootal, il oil; dâr qnt 
cet angle est celui que fait avec ce même plan Félément infiniment petit 
qui correspond, sur la courbe , a la trace (A, A') cm (ûf D'). Ainsi y poar 
résoudre ce problème, il ne s'agira que de mener par les pointa (A, A') •€ 
(D, D"), des tangentes à la courbe (ÂBCD, A'B'CD'), et de construire, par 
le procédé du n^ 4^, les angles de ces tangentes avec le plan horizontal. 

gS. L'usage des tangentes étant très fréquent dans toutes les sq^Ucations 
des Mathématiques , on a donné des noms particuliers aux grandeurs qui ont 
des rapports simples avec ces lignes. 

Ainsi f le plan mené par \e point de cQovtact d'une tangente , perpendi'^ 
culairen^eut à cette tangente, est ca qu'on appelle un plan normal. Les 
plans normaux d*une même courbe se distinguent d^ailleurs entre eux par 
les tangentes auxquelles ils correspondent , ou par les points de ?!ontact de 
ces tangentes. 

Lorsc[u^une courbe est plane, et qu'on mène par le point de contact 
d'une de ses tangentes, une droite pei^pendiculaire a cette tangente et 
comprise dans le plan de la courbe , cette droite est ce qu'on appelle une 
normale de la courbe. D*après cela , le rajon d'un ccrde est !a normale de 
la circonférence, au point où il aboutit sur cette circonférence. 

Il suit de cas définitions , que les normales et les plans normaux se dé- 
duisent des tangentes par des opérations graphiques que déjk nous savons 
faire. 

94» Won» compléter la théorie des tangentes, des normales et des plans 
normaux, H s'agirait maintenant de résoudre cette question : Par un point 
ihmUmr une eonrbe cormue^ mener une tangente à cette courbe. On en 
ti*ouvera la solutTOn générale plus loin ^766) ; mais comme cette solution 
est très compliquée , et par la très peu susceptible d'être utile dans la pra- 
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tique , novts né povtnoùÈ choisir , psnr k stâtè , ks eiccfnij^es de lignes 
cowbes dont flom âuitttiâ besoin i que dans les fâmiUes pour lesquelles 
les btttgeutes s'oèdeunent par des procédés sjnofbétiques patttculiers. Nous 
lîOttS bornerons aux familles que ce chajrttre et la Note i '• font connaître. 

95. D£S FLANS ET HES CERCLES OSCULATEUHS. La tangente aune 
courbe ayant en comnaun avec elle (89) un élément infînini rnt petit ^ eUe est 
de toutes les lignes droites possibles ceUe qui , au point de contact , approche 
le phis de se coalondi^ avec ht couflie ; car pour qu'une antre droite totn- 
ekât cette courbe plus intkuemezvl , il faudradt qu'elle eût deux *<Aénien$ 
consécutxis communs avec elle ^ ce qui est impossible , puisque deuJ^ élé- 
ment conséciitift d'une courbe ne sq^t pas dans la même dtrecticnu 

Mais ces deux élément ^tant toujours dtfm un même pUm f on va voir 
sortir de cette propriété des considérations nouvelles d'une grande ut9ité< 

Soient AB, BC ^ deux éiémeos consécutifs infiniment petits d'une cônrbe pi. 7- 
<I«ela«q«e ; ils déUnninen«t «n plan qni passent p« ks deti, U«g««tes ^- ' 
consécutives MP^ NQ^ de cette courbe^ et il la toochera aussi intimement 
qu'un plan puisse la toucher ^ attendu que pour qu'un plan se confondit 
avec elle scrtvant un arc d'une plu0 grande longtienr^ fl faudrait qu'il 
passât par un troi^ime élément situé à la suite de AB et BC^ ce qui , en 
général , est impossible , puisqu'un plan ne peut être assujetti à passer par 
plus de deux droites» 

Or, le plan que déterminent les deux tangentes consécutive»' MP, NQ^ 
menées à la courbe par deux élémens consécutif AB, BC, est ce qu'on 
nomme le plan osculateur en B. 

96. Si par BC, et par l'élément consécutif CD, on mène un nouveau 
plan , ce sera le plan osculateur en C, et ainsi de Suite; en sorte qu'à chaque 
point B, C , etc. , de la courbe, il correspond au plan osculateur particulier. 

n. est dair que si tous les plans osculateucs se confondent en un seul , 
la courbe sera une courbe plane. Si ^ au cqptraire , ils diâcrent gjénévale- 
ment les uns des autres , ce sera une courbe à double courbure. 

97. Dans le plan osculateur ABC de deux élémens consécutifs AB, BC, 
d'une courbe quelconque , élevons, sur les milieux m et 72 de ces élémens , 
deux perpendiculaires mO, nO, ou, ce qui est la même chose (gS), deux 
normales à cette courbe. Ces normales se coupeFOni en. un p€iîu& j et siy 
de ce point comme centre , avec la distance OB comme rayon , on décrit un 
cercle, il passera par les trois points A, B, C, et coïncidera avec la courbe 

5.. 
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PI 7- donnëe suivant les deux élëmens AB, BC : d'où il suit qu'il sera de tous les 

'^' ' cerdes possibles œlui qui la touchera en B le plus intimement; car, pour 

qu'un autre cercle s'en rapprochât davantage , il faudrait qu'il eût plus de 

deux élëmens , c'est-à-dire plus de trois points A, B, C, sur cette courbe, 

ce qui est impossible , puisque ces trois points suffisent pour le déterminer. 

On appelle par cette raison le cerde qui a son centre en , et dont le 

^ caractère est d'avoir deux élémens consécutif AB , BC , communs avec la 

courbe, ou d'avoir deux tangentes consécutives MF, NQ, qui soient aussi 

tangentes à cette courbe , le cercle osculateur de cette même courbe en B. 

98. La courbure en un point B d'une ligne ABCD . • . , provenant unique- 
ment de ce que les tangentes MF, NQ , ou les élémens AB , BC , qui abou- 
tissent en B , comprennent un angle FBQ , il s'ensuit que plus cet angle est 
grand y plus la courbure est grande, et réciproquement. On voit , d'après cela, 
qu'il est naturel de prendre l'angle FBQ pour mesure de la courbure. Nous 
le nommerons t par cette raison , Y angle de courbure (jj4)' 

Mais FBQ = mOn; donc la courbure est aussi mesurée par l'angle mOn 
de deux normales consécutive* 

Cela posé, on remarquera que mBn étant un petit arc du cercle qui a 
son centre en , arc dont la longueur égale 7 AB -f- ^ BC , on a, en dé- 
signant par R le rayon OB, et par "K le rapport du diamètre à la circon- 
férence, 

BTc^niBn l 27rK :: angle mOn : 36o^; 
ce qui donne 

1 angle mOn = ^^ ; 

ou 

angle mO» = âiB±l|£)i6l-. 

Il suit de là que si l'on fait varier l'angle FBQ , sans changer la longueur 
de BC , les positions n' et 0', que prendront les points n et , seront telles 
qu'on ait, en appelant R' le nouveau rayon, 

angle mO'/î' = i^ -^ , ■ ; 

ce qui fournît la proportion 

II ' 

angle mOn : angle mOV :: j î «?• 
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Et comme mOn etm(yn'tepvésentdnt\es courbures en B, pour les deux angles p|» 7- 
de tangentes PBC, PBC', il viendra, en désignant parCetC les courbures *'« ^• 
correspondantes à ces angles , 

C : C :: R' : R. 

C'est-à-dire que les courbures sont entre elles y sur toutes les courbes pos- 
siblesy en raison inverse des rayons, des cercles osculateurs. 

99. Cest donc au moyen de ces rayons qu'on devra mesurer les cour- 
bures. , et c'est ce qui fait qu'on donne aux cercles osculateurs le nom de 
cercles de courbure; et que, par suite, on nomme leurs rayon^s et leurs 
centres, rayons de courbure et centres de courbure (*). 

On remarquera que lorsqu'une courbe est plane, elle a tous ses plans 
osculateurs confondus en un seul , qui contient les centres de tous les 
cercles osculateurs, ou, ce qui revient au même, tous les centres de cour- 
bure. Pour une courbe à double courbure, au contraire, les plans oscula- 
teurs étant tous différens (96) , les centres de courbure se trouvent distribués 
dans une suite de plans (772). 

100. DES DÉVELOPPÉES ET DES DÉVELOPPANTES (*♦). On sait 
que si une droite, considérée dans un plan, tourne autour d'un de ses 
points supposé fixe, tous leà autres points de la droite décriront autour 
du point fixe des circonférences de cercles concentriques. On va voir par 
ce qui suit qu'il n'y a aucune courbe qu*on ne puisse concevoir engendrée 
d'une manière analogue. 

Soit ABCN une courbe quelconque tracée sur un plan ; si l'on conçoit Fig. 4. 
qu'une droite SR se meuve autour de cette courbe, sans glisser sur elle et sans 
cesser de lui être tangente , chaque point D de la droite SR décrira une 
courbe EDCOV, qui sera ce qu'on appelle une de'veloppante de ABCN ; et 
cette dernière courbe prendra , par rapport à la ligne décrite EDCOV, le 
nom de développée. 

loi . Chaque élément mm' de la développante EDCOV^ sera perpendicu- 
laire à la direction correspondante SR de la droite mobile ; car cet élément 
aura la même direction qu'aurait en D l'élément d'un arc de cercle décrit 
du point de contact fi , comme centre , avec un rayon BD. Ainsi , la tan- 



Cest d'après les idées d'un de mes amis (M. de Maiziëre^ ancien professeur) que j'ai 
amélioré dans cette édition la théorie des courbures des lignes. 
C*) Cet article eat tiré en gratide partie de ht Géométrie descriptÎTe de M. Monge. 
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^1* r gente DT de la développante , est perpendicnlaife à fa tangente cotrttfpùWk^ 
^'^' ^ dante DB de la dévek^pée, on, ce qvt revient au némei tes normales à 

la déi^eloppante sont tangentes à la développée. 

I02. Si le point décrivant Dest pris sur la droite RS^ du côté BD qui sap 
proche de la développée , la courbe décrite DLKC s'approchera de ABCN; et 
lorsque le point D sera devenu lui-même le point de contact C de la ébruite 
mobile e.t de la développée , cette dernière courbe et la développante se 
rencontreront en C. Mais la développante ne franchira pas la développée ^ 
car dès que le point de contact de la droite mobile aura dépassé le point C^ 
le point décrivant reviendra sur lui-même , en parcourant une ligne qui 
aura la Ggure COV, Et comme la courbe décrite est toujours perpendicu- 
laire à la direction de la droite mobile, les deux branches CDÈ, GOV, de 
la développante y seront perpendiculaires à ta droite PM , qui touche ÂfiCN 
en C , et par conséquent tangentes entre elles et normales à la développée. 

Le point C , suivant lequel deux branches d'une même courbe se réunis- 
sent ainsi , est ce qu'on nomme un point de rebroussemeni . 

io5. Puisque tous les points de la dix>ite niobile RS sr appuient successi- 
vement sur ABCN> sans que cette dseitf éprouve de mouvement dans le 
sens de sa longueur 9 il s'ensuit nécessairçment , que la partie BD de la droite 
RSy comprise entre la développante et la développée , est égale en longueur 
à Tare BHGC. De niême, les tangentes HL , GK , NO, YZ, etc, , soqt égales 
aux arcs HGC, GC. CN> CNY, etc., qui leur correspondent. 

Il suit de là que si un fîl flexible et inextensible est enroulé sur la déve- 
loppée ABHGC^ et qu'on vienne à le développer, à partir de l'extrémité C , 
ce fil prendra successivement les positions ABHGK , ABHL.^ ÂBD , etc. > et 
en supposant qu'il ne glisse pas. sur la développée , le point C décrira la 
branche CDE de la développante , comme un point d'une droite tournant 
autour d'un centre fixe décrit une circonférence. 

Il est clair que l'extrémité C d'un autre fil , enveloppé sur l'arc CNYU , 
décrirait semblabl ement la branche COV, 

C'est cette propriété qui a fait donaer aux lignes, telles que ÂBGN et 
VOCDE ,. les noms de développéesi et de développantei^, 

io4*. Étant doni^e la développée ÂBCN, et sachant mener des tangentes 
à cette courbe , il sera facile de construire les branches CDE , COV, cfe la 
développante VOCDE. Pour cela, on mènera par des points G, H, B, etc., 
peu éloignés les uns des autres, des tangentes GK, HL, BD^ etc.; on por- 
tera ensuite la longueur curviligne CG de G en K, 1^ long^ur curviligne 
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€tti4i HeaLy k léiigarar carvfligne CGHB de B en D , et ainsi de suite: Pj : 
on joindra les points obtenus K, L, D^ etc., par la ligne CKLB. • • . (♦), ^*^ ^' 
et cette ligne sera Fane des In-anches de k développante cherchëe. L'antre 
branche OOZV, se eonstromi par le même' moyen ; et comme le choix du 
pcmit C est arbitraire, on pourra, arec la même développée ABGN, con^ 
stpuire une infinité de développantes^ 

I o5 . Étant donnée une courbe |^ane quelconque y€!CDE , on peut aussi 
la considérer comme une développante, et construire sa développée ABCN. 
En effet, concevons quVm xnèisûe par tous les points de la courbe VOCDE 
des normales à cette courbe ; chaque normale sera coupée , par la normale 
précédente, en un point , et par la normale suivante en un autre point ; 
ces deux points comprendront un élément infiniment petit de cette normale , 
et la suite des élémens semblables de toutes les normales formera une 
courbe continue ABGN, qui leur sera taxante k toutes, et qui sera le lieu 
de leurs intersections consécutives. Or, je dis que cette courbe sera la dé- 
veloppée de VOCDE. Pour le prouver, soient Zj^, vfy deux normales con- 
sécutives de VOCDE , j le point où elles se coupent , Y le point où la 
première est coupée par la normale précédente , et Y' celui où la seconde 
est coupée par la normale suivante : les droites hafinîment petites ^jr^J^^ 
appartiendront à la courbe ABCN. Cela posé,, imaginons qu'un fil enveloppé 
sur cette courbe vienne à se développer, 3 occupera , dans un certain instant 
de son mouvement , la position X2!;^YTJ ; l'instant d'après , il occupera la 
position xzyYXi' : mais les côtés TàjTy zjr, du triangle mîxtiligne infiniment 
étroit Zzjr^ dont les angles en Z et a sont droits , et dont l'angle en j- est 
infiniment petit, sont égaux entre eux ; donc le point décrivant, qui dans lé 
jpwmer instant se trouvait en Z , sera en z dans le second , c'est-à-dire , 
que ce point n'aura pas quitté la ligne VOCDE. Et comme il en sera de 
même pour tous les autres instans , il en résulte que le point Z engendrera 
la développante VOCDE; d'où il suit que la courbe tangente à toutes les 
normales d*une autre courbe , est une dévdoppée de cette dernière. 

Baprès cela il ne s^agira , pour obtenir la développée ifune ligne donnée 
VOCDE , que de mener un nombre suiEsant de normales à cette ligne ; 

(*) Pour bien tcacer la ligne CRLD , il £»at beaucoup de soin et beaucoup cPbabitiKie ; 
et îl est nécessaire que les points K, L, D^ etc. soient assez rapprochés les uns des autres 
pour Bien accuser I^ forme de cette ligpe. Uart de bien mettre au trait une ligne courbe est 
indispensable & tous ceux qui Veulent appliquer la (réométrie descriptive (^^cf). 

i 
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PI. 7. et la courbe ABGN^ décrite de manière à les toucher toutes , sera cette de« 
^'8<- veloppée(*). 

1Ô6. Le cercle ^Z^ , qui a son centre Y au point de contact de la nor- 
male Zjr et de la développée , passe par les élémens infiniment petits WZ, 
Zz , de VOCDE ; car le point Y est l'intersection des perpendiculaires éle- 
vées sur les milieux de WZ et de Zz , ou , autrement dit , il est l'intersec- 
tion des normales consécutives qui rencontrent les élémens WZ et Zz : donc 
ce cercle est le cercle osculateur en Z. 

Il suit de là que la développée de la ligne plane VOCDE est le lieu des 
centres de courbure de celte ligne (**). 

11 est clair d'ailleurs que le cercle osculateur ^Zz se trouve , par rapport 
aux élémens de contact WZ^ Zz ^ d'un côté 4) au dehors de la développante, 
et de l'autre côté^ au dedans, 

107. Nous couclurons de ce qui précède que chaque courbe plane a. dans 
son plan une développée et une infinité de développantes qu'on sait con- 
struire quand on sait mener des tangentes à la courbe donnée. J)e chaque 
développante obtenue y on peut déduire encore une infinité de dévelop- 
pantes y et ainsi de suite ; en sorte qu'une seule courbe conduit à une fa-* 
mille immense de développantes. 

Nous verrons dans le Complément (78:2) , en nous occupant des déve-* 
loppées des courbes à double courbure , qu'une courbe quelconque a aussi 
une infinité de développées ^^ qui forment uae famille avissi nombreuse que 
celle de ses développantes , 

108. Mais il y a entre les développées et les développants des ài^é^ 
rences à remarquer. Dans l'état actuel de la science , on ne sait pas d^ter-» 
miner ^ sans le secours de l'analyse ^ les points de contact des normales 
d'une courbe avec la développée de cette courbe (***). Il résulte de là, i*^. que 
la développante qu'on peut en dé4uire est connue par la détermination 
graphique d'autant de ses pqints qu'on en veut, tandis qu'on n'obtient la 
développée que par les tangentes de cette dernière , ce qui en rend le tracé 
fort difficile; 2**, qu'on ne peut pas construire synthétiquement les normales 



■•^ 



(*} Il est assez difficile «le décrire exactement des lignes qui ne sont déterminées que par 
lenrs tangentes ; cependant cela est quelquefois indispensable dans la pratique. 

C^) Il n'en serait pas ainsi dans le cas où la lignc'donnée serait h double courbure (77a)* 
(***) On verra , dans le Complément (77 1) , un moyen d'obtenir les points de conti^ct des 
tangentes ZT, QN , etc. f mais c'est seulement pour le cas où la courbe ABÇN est menée. 
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de k développée ^ et , conséquemment , qu'on ne peut pas déduire d'une Pi- ?• 
développée , sa prppre développée > et la développée de sa développée, etc. ^'** ^* 

109. Lorsque la courbe plane donnée est une circonférence de cercle , 
les deux branches CDE, COY, de la développante, sont symétriques par 
rapport à la droite QC , menée par le point C et par le centre de cette cir- 
conférence; chaque branche fait autour de ce centre une infinité de cir- 
convolutions f dans lesquelles elle s'agrandit de plus en plus , et la déve- 
loppante prend le nom de spirale développante du cercle. C'est ime courbe 
dont nous ferons fréquemment usage , et qu'il sera toujours facile de con- 
struire par le procédé du n® io4- 

Passons maintenant à la théorie des hélices. . 

. iio. DES HÉLICES. Soit ÂBCDE une courbe quelconque tracée sur le Fîg. 5. 
plan horizontal. Prenons sur cette courbe ilne suite de points A , B, C, D • • • , 
et imaginons par ces points des verticales (A, A' A"), (B, KB'), (C, IC). . . ; 
puis concevons qu'une certaine courbe coupe toutes ces verticales en des 
points (A, AQ, (B, B'), (C, C), . . , tels que les hauteurs de ces mêmes 
points au-dessus du plan horizontal soient dans un rapport constant avec 
les arcs AB, AC, AD. • ., rectifiés : cette courbe sera ce qu'on appelle une 
hélice. 

Pour obtenir la projection verticale de cette hélice, voici les construc- 
tions qu'il faudra faire. On prendra sur un plan deux droites rectangulaires 
ad y dd'y ayant entre elles le rapport constant des hauteurs aux arcs; on 
mènera la droite ad! y puis on rectifiera les arcs AB, AC,'AD. • ., de a en 6, 
de a en c, de a en d, etc.; on élèvera ensuite les droites bb', cc\ dd\ . ., 
perpendiculairement sur ad y et ces droites seront les hauteurs , aunlessus 
du plan horizontal, des points de l'hélice qui se projettent en A, B, C, etc. 
Donc , si l'on porte bV de K en B', cd de I en C', dd' de K en D', et ainsi 
de suite , les points A', B', C, D' . . . , qu'on obtiendra , détermineront ta 
projection verticale cherchée A'B'C'D'. . . 

Il I. Il résulte de ces constructions que si l'on découpe le triangle add, 
et qu'on place la ligne dd sur (D , KD') , puis que l'on courbe le plan add 
de manière que les longueurs abybcycd. . . y s'appliquent sur leurs égales 
AB, BC, CD. . ., les points a, b'y c'. .., viendront s'abattre en (A, Af), 
(B, B'), (C, C). . ., et la ligne droite ad' y ainsi courbée, coïncidera avec 
l'hélice (ABC.'. •, A'B'C . •), sans que la figure add' ait éprouvé ni déchi- 
rure ni duplicature. Il est évident que le seul changement que cette figure 
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PI. ;. aura subi, «c'est: qu'elle ae sera diyisée ea .trapèaes infîaiment étroite kihàd^ * 
'^' ' dcdd! .m •! dont' lès pktos auront tourne sur les arêtes hh\ cc\ dd! ^^^J^màr ■ 
vaut lesquelles oes trapèzes se joignent^ de façon. que la ligne o^c/^^.. . 
prenne. la cmirbnre AfiCDË... Or^ il est dair tque^ .éoinfi ce tiiangeattat/-^ 
IVutgle constant Vab^ que les ëlémens de a/ï font aveO ad^ n'aila tss^l^ 
ment yarié ; donc tous les ëlëmens de la courbe (ABC « . . ^ A^fi^C • • • )^ JoDt 
le même angle Vah avec le plan horizontal. ! 

Cette propriété remarquable caractérise tes hélices y et équivaut ^jtoninie 
on va voir, à leur définition (^). En effets imaginovis qu'on divise «ne 
hélice (ABC . . . , A'B'C . . . ) , en arcs infiniment petits , et que Fou fome. 
sur chaque arc élémentaire un triangle rectangle dont un càté soit vtt- 
tical et l'autre horizontal; il est clair que tous ces triangles seront égaux 
eiitre eax, comme étant formés avec des hypothénuses égales , «cmblaMe- 
ment încKnées sur le plan horizontal. Or, il suit de 14 que si> àpaitird'ttfQ 
^oint quelconque (A, A') de Thélice, on prend deux arcs à volonté (AB, 
A'B'), (ABCD, A'B'CD'), les projections horraontales AB, ABO), ée ces 
arcs , seront fohaaées par autant de côtés horizontaux des triangles en qœs- 
tion, que les hauteurs KB', KD', des extrémités (B, B^, (D, D'), de ces 
ttièmes arcs au-dessus du point (A, A'), contiendront de côtés verticaux 
des mêmes triangles. Donc les hauteurs KB', KD' , seront proportionneBcs 
aux arcs AB, ABCD : ce qui est justement la définition dont nous sommes 
partis (il o). 

112. Puisque tous les éîémens de ITiélice (ABC. . . , A'B'C. • .), ibnt le 
mième angle Vah avec le plan horizontal , il sera aisé d^obtenir la tangente 
en un point donné (D, D') de cette hélice. Pour opérer de k manière la 
{ilus simple , voici ce qu*î! faudra faire. On mènera par le poiwt 9 4fe la 
projection horizontale de l'hélice , la droite DT tangente à cette projection, 
et cette droite sera nécessairement la projection horizontale de la taBjgeBte 
cherchée (go); on prendra DT égale à l'arc DCBA rectifié; on constrœ» la 
projection verticale T' du point T; enfin, on mènera T^', et la Aeîte 
<TD, T^') sera tangente en (D, D^ à l'hélice (ABC. . ., A^B'C. . .)• En 

-•—— — , ■ ■ ' 

O )lest£lair.|pie celte propriété convient à la ligoe droite aiusi bien ^'aax hélices 
c'est que la ligne droite est l'hélice qui oorrespond au cas oii la ligne ABCD est eI|eHnéme 
uneli^ne diroite. Malgré cela, on ne considère pas ordinairement une| ligne droite comme 
appartenant à la famille des hélices, parce qu'on siippose toi^jours que la ligne ABCD... 
8oit^è<cnirbe. 
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é^y KiMe tangente doit être dans le plan projetant TCf^icâl ^i a.povr Pi- 7- 
trace la tangente en D à la coarbé ABC. • • , et elle doit faire^' cnreç le ^'^' ^' 
plaa borûsontal^ un angle égal à l'angle b'ab : or, h première condi- 
tion est ëridemment satis&ite; et quand à la seconde, il est facile dk 
roif qu'elle l'est aussi , car on a cette projxnlion : lare ABCD,. égal kTB, 
est à la hauteur KD' du point donné au--dessus du point (A^ A') , comiM 
ab&ftk bh'. 

il est clair que si l'on voulait développer sur DT , au lieu de l'arc I>GBA, 
txmt iiutre arc DCB commençant au point D/ la tangente s'obtiendrait par 
les mêmes constructions, moyennant qu'on substituât au plan horizontal 
qui passe par le point (A , A') , celui qui contient le point (B , B') , cor^ 
resjpondant à l'extrémité B de l'arc DCB. 

1 13. Maintenant que nous savons me^er des tangentes aux hélices, nous 
allons démontrer que ces courbes sont des courbes à double courbure dans 
tous les cas où la ligne ABCD. . » n'est pas une ligue droite. Pour cela, 
cfaer6llttbs le lieu des points, tels que T, où Ves tfangentes à l'hélice (ABC. . • , 
A'B'C. • •) percent le plan horizontal. On sait, par ce qui a été dit plus 
haut, que le point T est sur la droite TD, tangente en D à ABCBE. . . , à 
une distance du point D égale à l'arc développé ABCD; d'où l'on voit que 
le lieu cherché est la développante ARTS de ABCDE. • . Mais si l'héHce 
était une courbe plane , ses tangentes seraient toutes dans un même plan ; 
donc elles perceraient le plan horizontal suivant une droite : or , elles le 
percent suivant une développante; donc l'hélice est une courbe à double 
courbure. 

I î4. On donne à la courbe ABCD • • . , au mojen de laquelleiuneihélice est . 
constandfee, le nom de base de Vhélweé Et lorsque cette badè est ttA cehile, 
comme dans le cas de la figure , on appelle la courbe (ABC . . . , A'B'C) . . . , 
hélice à base circulaire^ la ligne verticale (0, A'X), axe de Vhéhce^ et la 
bautétàr A' A", comprise entre deux intersections consécutives de la couifte 
avec une verticale (A, A'A'') , pas de Vhélice. 

Il 5. Nous ferofus observer en pasisant qu'une hélice à hase circulaire 
est. entièrement déterminée quand on en connaît la base et le pas; car on 
sait alors que la projection AB d'un arC' de cet hélibe étant une certaine 
fraction de la base, cet arc s'élèvera, de l'extrémité (A, h!) à l'extrémité 
(B^ B'), de la même fraction du pas. On déduit aussi ^e ces aonnécs l'in- 
dmaison de l'hélice, c'est-à-dire l'angle de sa tangente avec fc phm hori- 
zontal : en effet, si l'on décrit un triangle rectangle, en pbittakit la circon** 
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fërence de la base sur une horizontale^ et le pas sur une verticale,' 
l'hypoténuse de ce triangle aura l'inclinaison cherchée. 

1 16. Ces considérations , en même temps qu'elles nous font connaître les 
hélices , nous font connaître encore une autre espèce de couri[)es : ce sont 
les projections verticales des hélices dont les bases sont des cercles. On dé- 
signe ces courbes sous le nom de sinusoïdes (^). 

pj. 7. n est évident qu'elles s'étendent à l'infini suivant l'axe ATJL , et qu'elles 

*''*• ^' le coupent en une infinité de points A', E'^ A", etc. Comme on sait mener 
une tangente TD^ en un point quelconque D' d'une de ces courbes (112), 
il est aisé de voir que la courbure d'une sinusoïde change de sens aux points 
A', E', A", etc. , où elle coupe l'axe A'X. Ces points s'appellent, par cette 
raison , des points d inflexion. Ils reçoivent , dans le cas particulier des si- 
nusoïdes , le nom de points de serpentement. 

117. Nous savons donc maintenant, au moyen de ce qui précède, et au 
moyen de la Noté i'% construire des lignes d'une infinité d'espèces, savoir : 
des cercles, des ellipses , des hyperboles , des paraboles; des spirales dé- 
veloppantes de cercles ; des hélices à bases circulaires ; des sinusoïdes ; des 
développantes de cercles , d'ellipses, d'hyperboles et de paraboles; des dé- 
veloppantes de ces développantes, et une infinité de développantes d'autres 
développantes; enfin, toutes les hélices qui auraient pour bases des courbes 
des espèces précédentes. 

De plus , nous savons mener des tangentes à toutes ces lignes, lorsque 
le point de contact de la tangente demandée nous est donné. Mais, conune 
il faut souvent mener des tangentes sans avoir leur point de contact, il est 
convenable que nous rangions parmi les questions que nous avons à ré- 
soudre sur les lignes courbes , plusieurs problèmes relatifs aux tangentes. 

ii8. PROBLÈMES SUR LES TANGENTES et sur les lignes courbes 
en général. On a besoin de déterminer les tangentes dans trois cas princi- 



O Ce nom est tiré de leiir équation , qu'il est facile d'obtenir. Prenons A'X pour axe 
des abscisses > et A' Y pour a^Le des ordonnées. Abaissons^BT et B/> perpendiculairement 
sur A'X et sur AO ; Bp «era oe qu'on nomme le ainua de l'arc AB , et nous aurons 
PB' = pB = «m on? AB ; et comme le rapport de l'arc AB k la bauteur KB', égale k A'P , 
est constant (1 lo), on aura, en appelant m ce rapport, arc AB= m X KB'. En daignant 
donc suÎTant l'usage ATP par x , et PBT par j^, il Tiendra : PB' = ain mx, ouy = sm mx , 
qui est l'équatUm chercbée. Elle exprime , comme on Toit , que l'ordonnée est le sinus 
d'unmulHpledel'siisrâse. \. :. * -^ 
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pabxî Jbrsqae le point de contact est connu; lorsqu'on (x>nnalt un point 
de la tangente^ et enfin lorsqu'on connaît sa direction^ c'est-à-dire une 
droite qui lui soit parallèle* 

Le premier cas a été traité n^ 94 ; ^i^i $ i^ous n'avons à nous occuper 
que des deux derniers. Ayant d'aller plus loin y voyons s'il est toujours 
possible de mener ^ par un point, ou parallèlement à une droite arbitraire- 
ment choisie, une tangente à une courbe donnée. 

iig. Pour cela, concevons dans l'espace une ligne courbe quelconque , 
et imaginons menées, indéfiniment en tous sens, toutes les tangentes de 
cette courbe ; il est évident que ces tangentes formeront une surface parti- 
culière , qui sera le lieu de tous les points des tangentes de la courbe en 
question. Donc, pour qu'on puisse mener par un point donné une tan- 
gente à cette courbe , il Êtudra nécessairement que ce point soit dans la 
surface des tangentes ; et s'il s'agit de mener une tangente à la courbe , pa- 
rallèlement à une droite donnée, il faudra que cette droite ait une parallèle 
située sur la même surface des tangentes. 

Si la courbe donnée était plane, par exemple, le lieu des tangentes se- 
rait le plan de la courbe ^ et pour qu'il y eût une tangente qui passât par 
un point donné hors de la courbe, ou qui fût parallèle à une dbx)ite donnée, 
il faudrait que le point donné fût dans le plan de la courbe, ou que la droite 
donnée fût parallèle à ce plan. 

1 20. Il suit de là que s'il s'agit de mener par un point une tangente à 
une courbe, ce point ne pourra être donné que par ime seule de ses pro- 
jections , et la seconde projection s'ensuivra ; car si on se le donnait par ses 
deux projections, la tangente demandée n'existerait pas, à moins que, par 
hasard , ce point ne se trouvât sur la surface des tangentes. 

De même , si la tangente demandée devait êtra parallèle à une droite 
donnée , et qu'jl n'existât pas entre cette droite et la courbe de relations 
particulières , d'après lesquelles la droite dût avoir une parallèle sur là 
surface des tangentes , on ne pourrait se donner que l'une des projections 
de la droite , et l'autre s'ensuivrait. 

Cela posé , passons à la résolution des problèmes que nous avons an- 
nonce au n^ 117. • 

121. Problème i. Mener une tangente à une ligne courbe (ACB, Pj. «. 
A'C'B'), par un point de V espace dont la projection horizontale M soit connue. ^'^' '* 

Puisqu'on sait mener des tangentes à la courbe (ACB, A'CB') (94), lorsque 
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FI. 8. le point de contact de ces tangentes est donné , on en santa ïtteiïè^diMJrlb 
^*^' '' même cas aux projections ACB , A'CV, de cette courbe (ga) , cft !\Mc/ {Mui^k 
en déduire leurs normales (gS). Or, il résulte de là un mo)reii'*ÔéÛè*dfe 
mener la tangente demandée. '* ' 

Prenons sur ACB une suite de points a, a*, a!\, ., et menoiis"^^ j^^i^ 'ces 
points les droites ab, afb'y a'V. • ., normales à ACB. Par le point Si âtiaîs- 
sons sur ces normales les perpendiculaires Mî , M^', Mb^'. \ ., et défcrîvbns 
le lieu bb'b'^b'". . . des points où se rencontrent chaque noiinâle et là per- 
pendiculaire correspondante. Ce lieu contiendra nécessairement le pon!it de 
contact C de la tangente cherchée; car la normale suivant ce point, et la 
perpendiculaire abaissée du point M sur cette normale, ont pouf intèwec- 
tîon commune ce même point de contact : donc il sera Firitersection de la 
projection ACB et de la courbe bWb'^. . . Donc enfin ; si r4)n toene par 
' cette intersection et par le point M, la ligne droite MC, cette ligné Sera !a 
projection horizontale de la tangente demandée. * 

Ayant trouvé la projection horizontale C du point de contact, sa projec- 
tion verlfcale C s'ensuivra; et en menant la droite CM', tangente en C' à 
la courbe A'C'B', on aura la tangente demandée (CM ^ CTW'). 

Si Ton mène par le point M la droite MM' perpendiculaire à U ugnç de 
terre, elle coupera CTVÏ' en un point M', qui sera la projection vertîtàlé du 
point donné. On voit par là que le point (M, M') était complètement dé- 
terminé par la seule projection M (i 20). 

Fîg. a. loa. PROBLÈME 3- Étant donnée une courbe (ACB, A'CB'), et con- 
naissant la projection horizontale PQ dune ligne droite; on demande de 
mener à la courbe donnée une tangente dofU la projection horizontaU soit 
parallèle àVQ. 

Menons d'abord une ligne droite tangente à la projection horizontal^ ACB 
et parallèle à PQ. Pour cela, nous prendrons sur cette projection plusieurs 
points a , a', a'...; par chacun d'eux nous mènerons les tangentes ai, 
a'è', a'b'. . . à la courbe ACB; nous porterons sur ces tangentes ;^ à partir 
des points de contact a, a'^ a'.. ., et d!un même côté de ces;pqipts., une 
longueur arbitraire ab = a'V = a"6" = etc. Par les . poiptç, oj^^us 
b, b[, 6". . ., nous mènerons les droites M, Vd'y Wd\ . ., parallèles à PQ, 
et nous prendrons sur ces droites, du côté où quelques-unes d'enbW elles 
coupent là courbe ACB, lés longueurs W, Vâ^ î"rf' . . ., égriés 4^ ha. 
Enfin, par les points rf; cf, if'. • . , extrémités de ces longtretIréV ttàHtt? Àiè- 
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noom^ilAiCSMrlie «ojaliidreifiW'flP'. . • : cette courbe coupera évidemment la pi. a. 
projection ACB ; et je dis que le point d'intersection C, sera le point de ''*• ^ 
Q(M9(^ ^eil^/tgngente cherchée GM. En effet , la courbe auxiliaire dd'd^. . . 
e«t,l^lif)^,d'mie suite de points df d, d\..^ qui forment avec leurs cor- 
respond^pa a et i, /»' ek Vy d' et V\ • . , une suite de triangles isosoeles 
abéif ^f?!dy^'V'd*. • •; ftr > cdiui de ces triangles qui répond à la tangente 
CM y a son angle en h nul ; donc , pour ce triangle , le point éi? de la courbe 
dd'd'^. . coïncide avec le point de contact a: donc, etc. 

Connaissant le point C, oa en déduira la tangente CM, et l'on obtiendra 
la. tangej(^te demandée (CM, CM^ , en menant par la projection verticale C! 
du point de la courbe donnée projeté horizontalement en C, la tan- 
gente CTMT (*). 

ï3i5. Troblème 5. Une courbe (ABC, A'B'C') étant donnée avec wi ^'S 3. 
fîUm (DE j EF) , on demande leurs points dîntersection. 

Pour résoudre ce problème, nous concevrons par la projection horizon- 
tale ABC de la courbe donnée , une suite de verticales; elles formeront 
une des deux snrËetces projetantes de la couAe donnée , et cette surface 
contiendra tous les points de cette courbe : donc elle contiendra les points 
cherchés. Mais le plan (DE, EF) contient aussi ces points; donc ils sont 
sur Fintersection de ce plan avec la surface en question : donc les points 
cherchés sont conmrans à cette intersection et à la courbe donnée. Or, il 
devient , d'après cela , aisé de les trouver. 

Cherchons d'abord la courbe d'intersection du plan (DE, EF) avec les- 
verticales qui ont leurs pieds sur ABC. H est clair que cette courbe aura la 
ligne ABC pour projection horizontale : construisons donc sa projection 
verticale. Pour cela , nous mènerons une suite de plans verticaux , comme 
(GK , KK') , dont les traces horizontales GK soient parallèles à DE; chacun 
d'eux coupera la surface qui est formée par les verticales dont les pieds sont 
sur ABC, suivant Tune (G, gC) de ces verticales, et le plan (DE, EF), 
suivant une horizontale (KG, K^'G^) facile à déterminer. Ces deux droites 
(G, gC), (KG;, K'G'), se rencontreront en un point (G, G'), qui sera l'in- 
tersection de la verticale (G, gG') avec le plan (DE, EF); donc, si l'on 
mène une courbe D^BX', par les projections verticales de tous les points 
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C) Pour bien connaître la méthode qui yient de terfîr à la réadution dw deux derniers 
problèmes , yojez la Note 3. . .. *• 
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PI. 8. obtenus comme (G, G') , cette courbe sera la projection verticale de l'intor^ 
'^ ' section cherchée. 

Nous connaissons donc maintenant deux lignes (ABC^ A^B'C), (ABC, 
VB^U)f qui contiennent les points demandes; et comme elles ont même 
projection horizontale ABC, ces points seront nécessairement ceux qui 
auront pour projections verticales, les points d'intersection des deux pro- 
jections A'B'C, D'BU. 

Dans le cas de la figure , ces projections ne se coupent qu'en un seul 
point fi', qui correspond au point B de la projection horizontale ; donc le 
plan (DE , EF) n'est percé par la courbe (AÎBC , A'B'C) que suivant le seul 
point (B, B'). 

124. Execution de T épure. La partie (ADB, A'B') de la courbe donnée 
est évidemment vue sur les deux projections : ainsi les lignes ADB, A'B'^ 
doivent être pleines. La partie inférieure (BC , B'C) de la même courbe 
est sous le plan donné , si on la considère par rapport au plan horiaontal , 
et derrière ce plan , si on la considère par rapport au plan vertical , les 
arcs BC et B'C doivent en conséquence être ponctués (56). Quant à la 
courbe D^Ti^ et aux autres lignes de l'épure , ce sont des lignes de con- 
struction. 

1^5. SchoUe I*'. Les constructions au moyen desquelles le problème 
précédent vient d'être jrésolu , auraient pu être faites au moyen de la courbe 
ABC , comme elles l'ont été au moyen de la courbe A'fi'C Alors la surfiure 
projetante employée, au lieu d'être formée par les verticales dont les pieds 
sont sur ABC , aurait été formée par des horizontales perpendiculaires au 
plan vertical suivant les points de. A'B'C^, et Ton aurait trouvé pour, résultat 
le même point (B, B') obtenu par les premières constructions. On peut par 
conséquent user , dans la pratique , de deux moyens équivalens qui se 
servent mutuellement de vérification. 

1^6. SchoUe 2. Supposons que le plan donné soit l'un des plans de pro- 
jection, le plan horizontal, par exemple. La surface projietante qui, dans 
la solution générale, coupe le plan donné suivant (ABC^ D'B'L'), coupera 
le plan horizontal suivant la ligne (ABC, EC), la ligne D'B'L' sera consé- 
quemment remplacée par EC, et les opérations qui donnaient le point B' 
donneront le point C En élevant donc par ce dernier point la droite CC 
à angle droit sur EC, on obtiendra la trace horizontale (C, C) de la courbe 
donnée. C'est ce qu'on savait déjà (86). 

127. SçholU 3. Supposons <|ue le plan donné soit perpendiculaire à l'un des plans de 
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proieçtion , par exemple , au plan horisontal ; et soit ( A.B ^ AC) le plan donné, et (MNP , PIv 8. 
M'N'P') la courbe donnée. La surface projetante verticale de cette courbe coupera le ^»8* 4- 
plan (AB ; AG) suiyant les verticales (M , MM') , (P , PP') , dont les pieds sont en M et P ;' 
ces verticales remplaceront la courbe auxiliaire ( ABC, D'BX') de la fig. 3 , et elles con- 
tiendront par conséquent les points cbercbés; donc ces points se projetteront horizontale- 
ment en M et P. Quant à leurs projections verticales M' et P' , elles s'ensuivent des pro- 
jections horiiontales , et d'ailleurs les lignes MM' et PP', qui remplacent la courbe ÏÏW 
de la fig. 3 , coupent la ligne WIS'V suivant ces projections verticales. 

Si le plan donné était perpendiculaire au plan vertical, les constructions seraient tout-à* 
fait semblables. D'oii l'on voit que les intersections d'une courbe donnée , et d'un plan 
perpendiculaire à l'un des plans de projection, se déterminent avec une extrême facilité. 

128. Problbmm ^ Une courbe et un point\étant donnés j on demande les plans nor 
ntaux à cette courbe menés par le point donné. 

Pour résoudre ce problème, imaginons qu'on prenne une suite de points sur la courbe 
donnée; que Fon mène par ces points des tangentes a cette courbe; que l'on abaisse, 
par le point donné , des plans perpendiculaires à ces tangantes ; que l'on détermine les 
points d'intersection de chaque tanjgente et du plan perpendiculaire correspondant; et 
enfin que l'on^mène une ligne courbe auxiliaire par ces points. Cette ligne étant le lieu 
des points de l'espace où chaque tangente est coupée perpendiculairement par un plan 
passant par le point donné , elle contiendra évidemment les points de la courbe donnée 
suivant lesquels les plans demandés sont normaux à cette courbe \ donc ces points seront 
communs à la courbe auxiliaire et à la courbe donnée. 11 est clair , d'après cela , qu'ils 
seront connus dès que la courbe auxiliaire sera décrite. Or, quand on connaîtra ces points, 
on mènera les tangentes correspondantes, on abaissera ensuite par le point donné des plans 
perpendiculaires à ces tangentes , et ces plans seront les plans demandés. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire les constructions. 

129. Il y aurait encore un grand nombre de problèmes à r&oudre sur 
les lignes considérées par rapport aux points^ aux droites et aux plans; 
mais il est temps de nous occuper des surfaces. Toutefois, nous ferons re- 
marquer, avant de quitter ce chapitre , que les quatre problèmes precédens 
n'exigent pas seulement que l'on trace les courbes qui servent à repr^n- 
ter les données; leurs solutions exigent encore que l'on sache mettre au 
trait f avec beaucoup d'exactitude , une courbe auxiliaire déterminée par 
des points. Plus nous avancerons et plus nous reconnaîtrons que pour opé* 
rer sur les grandeurs géométriques , il est nécessaire de savoir bien dessiner 
lés lignes courbes. D'après cela^ les conunençans doivent, par l'exercice, 
se former l'œil et la main à ce genre de dessin (912— 917)- 



LIVRE II. 

SURFACES COURBES. 

CHAPITRE PREMIER. 

Du mode de représentation des surfaces courbes.. 

1 5o. Les projections des lignes droites et les projections des lignes courbes, 
fournissent , conune on l'a vu dans les Préliminaires , des représentations 
rigoureuses de ces grandeurs. Ces représentations sont telles, que si Yon 
mène une droite perpendiculaire à la ligne de terre, cette droAe coupe* les 
deux projections d^une ligne droite, on les deux projections d'une ligne 
courbe, en deux points, qui sont les deux projections d'un même point de 
la droite ou de la courbe représentée , et qui représentent ce point (i6 et ig). 

Il suit de là que , dans le mode de repr^ntation des lignes droites et 
des lignes courbes , chaque point de ces ligues est réellement représenté. 

Il ne peut pas en être ainsi pour les sur£aices; car il faudrait pour* cela, 
noorseulement que les projections de chacun de leurs points fussent indi- 
quées sur les plans de projjsction , mais encore que les deux projections 
d'un, même point eussent des marques particulières qui indiquassent leur 
dépendance. Or, l'usagie que nous ayons déjà.£adt de la méthode des jtra^«c<- 
tions montre suiËsamment qu'un semblable mode de représentation* serait 
impraticable, et qu'il. n'aumit aucune fécondité. 

1 3 !.. Au^i.avonsi^nous représenté le plan, .qui est la plus sin^pla^des swv* 
faces, au. moyen.de ses intefôections avec ries; plans de. pro^ectîcMi |. et non 
pas au moyen des projections de.ses.points. II s'agit donc de tfpuvet9,fpoiii? 
les surfecçs- en général, im niode de représentation analogue à^celair^Um 
emploie ppur représenta le plau« C'est à quoi vont nous conduipB-lcfS con^ 
sîdérations suivantes. 

i52. Concevons une ligne dans l'espace, et imaginons qu'elle prenne un 
mouvement quelconque ; il est clair que le lieu de ce mouvement sera ce 
qu'on appelle une surface. SI la ligne en question est une droite, par exemple. 
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et que le luouvement imprimé soit tel que la dmte mobile suive une drcnte 
fixe en restant constamment parallèle à sa position (^) primitive, la smface 



autour d'un de ses diamètres ^ la surface produite aura tous ses points à iè. 
même distance du centre de ce cercle , et sera ce qu'on appelle une sphère. 

Lorsqu'une Hgne en se mouvant décrit ainsi une surface , on dit qu'elte 
engendre cette sur&ce. On donne à la ligne mobile le nom de génératrice^ 
et Ton désigne, sous celui de g^n^na^û)^^ chaque manière particulière d'en- 
gendrer une surface par le mouvement d'une ligne. 

i35. Il est facile d'indiquer sur une surface connue plusieurs espèces de 
générations. Le plan , par exemple , peut être produit par une droite mobSe 
sur deux autres droites menées par un même point, ou par une droite 
passant toujçurs par un point fixe et se mouvant sur une droite fixe, 
ou par une droite , mobile autour d'un point fixe , de manière qu'elle fasse 
constamment des angles égaux avec deux droites menées par ce point. 

I S4« Dans chacune de ces générations , la ligne génératrice est constante 
de forme, puisque c'est toujours une ligne droite; mais il arrive quel- 
quefois qu'on engendre une surÊsice par le moyen d'une ligne variable de 
figure en même temps qu'elle varie de position. 

Imaginons dans Tespace un cercle vertical, ^t concevons qu'uB cercle 
horizontal mobile ait successivement pour diamètre toutes les cordes hori- 
zontales du cercle vertical ; on voit que le cercle mobile variera de rayon, 
et par conséquent de figure, à mesure qu'il changera de hauteur, et qu'il 
décrira dans son mouvement une surface sphérique. 

i35. Concevons maintenant une surface quelconque soumise à ia loi de 
continuité {^^)^ et coupons^la par un plan horizontal ; la section sera aussi 

(*) Nous preiidrons souvent une position cTane ligne mobile on d'une surface mobile, 
pour eette tigne ou cette surface dans cette position : nous croyons que le dîscoun en sera 
tQut*à-}fhtiii plus dair et plus concis. 

(**) On dit qu'une surface ou qu'une ligne est soumise 9i\ailoide continuité j lorsque 
tous les points de cette surface ou de cette ligne satisfont à une seule et même déSnition. 
Aiufiiutie sphère est une surfftce soumise à la loi de^ continuité , paroe que tous ses poîMs 
satisfont h la condition adéquate d'être à une distance donnée de son œiltre. Un arc da 
cercle est> par U même raison , une eouxbe soumise à la loi de continuité. M«à aaaVgnei 
qui ^er^t fermée de plusieurs arcs , ne serait poini: soumise à cette loi, paroe qiMi ia. fM>BrT 
dition à laquelle satisferaient les points d*un arc, ne serait pas îdentî^i^weal la même 
que celle à laquelle satisferaient les points d'na antre arc. 

7- 
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une ligne soumise à la loi.de continuité, et cette section qui, dans des 
cas particuliers , pourrait être absolument la même , quelle que fût la hau- 
teur du plan coupant , variera en général de grandeur , selon la hauteur 
de ce plan. Or, si l'on imagine qu'elle se meuve suivant des lois conve- 
nables pour qu'elle coïncide , à chaque hauteur , avec la surface donaée , 
il est clair que , dans son mouvement , elle engendrera cette surface. 

Pour donner l'idée d'une autre génération , imaginons que la surface 
quelconque donnée ait une position fixe dans l'espace, et concevons qu'un 
point soit déterminé invariablement par rapport à cette position. Si l'on 
suppose qu'une sphère variable de rayon ait pour centre ce point, chaque 
surface sphérique individuelle coupera la surface donnée suivant une cer- 
taine ligne ; la nature de cette ligne dépendra de celle de la sur&ce donnée , 
et, lorsque l'on connaîtra le rayon de la sphère variable, la fonne et la po- 
sition de la même ligne s'ensuivront. Si donc on fait varier le rayon de 
la sphère depuis zéro jusqu'à l'infini, cette ligne, d'après les variations 
4e ce rayon , se mouvra en changeant à la fois de forme et de position , 
de manière à produire la surface donnée. 

i36. Il est clair qu'on peut imaginer pour chaque surface un nombre 
infini de ces générations, dans lesquelles les génératrices seraient constantes 
de forme , en variant de position, ou variables à la fois de forme et de 
position. 

Et queUe que soit l'une de ces générations , il est évident qu'il suffira , 
pour la déterminer, de donner trois choses, savoir : la génératrice ; la Im 
de son mouvement ; et , si elle n'est pas constante de forme , la loi de ses 
variations de foi^ne. Éclaircissons ceci par un exemple. 

iSy. Soit A un point de l'espace par lequel on ait mené une droite ver- 
ticale D (*). Concevons qu'un cercle horizontal varie de manière que son 
centre soit toujours sur la droite D, et que son rayon, à chaque instant du 
mouvement, se trouve égal à la distance de ce centre au point A : on se 
figurera aisément la forme de la surface engendrée (**) , et sa géhëration 



O n nous arrivera souvent , comme ici, de nommer des grandeurs par des lettres 
qui ne se rapporteront à aucune figure : dans ce cas on s'apercevra qu'il ne fautpasrèocmrir 
a«x planches, soit à oè que l'indication de la figure ne sera pas à la marge, ^t à ce €|«e 
des lignes^u^ des surfades, dont la désignation exige toujours plusieurs lettretsttr la gra- 
vure , seront notmoéesdans le texte au moyen d'une seule lettre» 

C"*) Ce sera ce qu'on appelle un éUim drosi(ao8). 
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se trouvera déterminée par trois conditions; i°. que la génératrice soit un 
arc horizontal; 3°. que le centre de ce cercle se trouve toujours sur la ver- 
ticale D; 5°. que le rayon de ce même cercle soit toujours égal à la distance 
de son centre au point A. 

i38. Dans la plupart des surfaces que l'on emploie dans les arts, la gé* 
nératrice est constante de forme , et la loi de son mouvement est donnée 
par la condition qu'elle soit située d'une manière déterminée par rapport à 
des lignes, des surfaces, ou des plans connus, auxquels on donne les noms 
de lignes directrices^ surfaces directrices^ et plans directeurs. 

Le plus souvent la génératrice s'appuie sur des lignes directrices, comme 
lorsqu'on engendre im plan par une de ses traces en mouvement parallèle*- 
ment à elle-même le long de l'autre trace, ou une sphère par le mouve- 
ment d'un cercle autour d'un de ses diamètres. 

Nous verrons des cas où la génératrice est une droite , et où elle doit 
toucher constamment plusieurs lignes, ou les rencontrer sous des angles 
donnés, ou toucher plusieurs surfaces, ou être toujours parallèle à un 
plan, etc. La suite fera connaître, parmi ces difierentes manières d'engen- 
drer les surfaces , celles qui présentent quelque intérêt. 

1 39. Ce qui précède étant bien entendu y on sentira qu'une définition de surface ne 
peint d'ordinaire h Tesprit l'objet qu'elle définit , que lorsqu'elle énonce une génération de 
cette surface. 

Pour développer cette vérité, soieût A et B deux points fixes connus, et soit M un 
point mobile éloigné du point A de la distance variable « , et du point B de la distance 
variable C. On peut dire que la surface qui est le lieu des positions du point M , telles 
que «égale oonstamment C est un plan ; et que *celle qui est le lieu des positions du point 
M y telles que la droite m soit constamment perpendiculaire à la droite ^ est une sphère. 
Mais ces définitions n'indiquent aucune génération , et ne donnent d'al)ord l'idée ni du 
plan ni de la sphère. 

Cependant, elles appartiennent bien à ces deux surfaces. £n effet, concevons par les 
deux points A et B un plan quelconque : toutes les positions du point M qui seront si- 
tuées dans ce plan, et qui satisferont à la première définition, formeront une ligne droite 
perpendiculaire sur le milieu de AB y et toutes celles qui satisferont à la seconde, forme* 
ront un cercle dont AB sera l'un des diamètres. D'après cela, les deux définitions précé- 
dentes équivalent à celles qui suivent : 

Le plan est le lieu d'une suite de droites perpendiculaires sur le milieu d'uoe droite AB. 
La sphère est le lieu d'une suite de cercles , ayant une droite AB pour diamètre commun. 
Ou , ce qui revient au même , le plan est engendré par le mouvement d'une droite con- 
stamment pei7>endiculàire en un point d'une droite fixe, et la sphère est engendrée par 
un cercle en mouvement sur un de ses diamètres. Or , ces dernières AM5nitions con- 
viemient au plan ei k la sphère , et les peignent à l'esprit. 
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Mftiatenwjt ^ue Ton doit «veir âm idées daires des génrffAlîoas d« suiw 
£afi0B 0t ds r«ililité da xw gooénEitioBS, jpafifioiifi à rexposition du moyen 
qu'dUbs procttc^t poiir jrepi»seQter les fiuvfaœs. 

i4o. Supposons d'abord que le mouvement d'une géa^ratricd constante 
ou variable de fdraie , «pit donné par la condition qH*i^ s'appuie sur une 
directrice connue , en nestaat constamment placée sur cette diree^ee. d'ime 
manière déterminée , oomme si , par exemple , ces lignes devaient se couper 
à angle droit , et que la tengenie à la génératrice au point d-iaterocotiofi 
dût être parallèle à un plan ^onpé. 

iOn e^punencoBa parftracer les pFOJqctionsde la directrice : à chaque point 
de cette i(ourbfi il correspondra ime position de la génératrice ; oa ntpré^ 
seiitera autant de ces positions que cela sera nécessaire , «I l'on aura la i«* 
présentation de la surface. 

Il est aisé de voiv qu'on pourra déduinç d'une telle vefH^ésentation au- 
tant de points de la sui«£Eu:e repoésentée qu'on en voudra^ et que les ppo- 
jeotions des diverses positions de la génératrice auront des formes pai496u- 
lières qui aocuseront la fonme de cette suvface. La suite nous montrera 
que ce mode de représentation se ppète li toutep les opérations posmUes , et 
que chaque projection jouit de l'utile propriété dé faire image. 

i4i- Si la loi du mouvement de la génératrice n'est pas donnée au 
moyen d une directrice qu'elle doive rencontrer; avec le secours de cette 
loi, quelle qu'elle soit, on représentera la génératrice, dans autant de ses 
positions qu'on en voudra , soit qu'elle soit constante de forme en vmMi 
de position , soit qu'elle soit à la fois variable ^e forme et dç. position '• 
d'où l'on voit que le mode de représentation dont nous nous occupons 
s ap{dique à tous les cas. 

Montrons actuellement l'usage qu'on peut faire de ce mode. Nous serons 
conduits à des conséquences importantes , et , p^r suite, à quelques moyens 
de le rendre plus propre à son objet et à l'exéçHtion de projections hifiQ 
intelligiJlile?. 

i4a> Une surface étant représentée par le moyen que l'on vient d'indi-' 
quer, il sera toujours facile de construire son intersection avec im plan 
donné. En effet, ayant un nombre suffisant de positions de la génératrice, 
on cherchera les points d'intersection de chacunç de ces positions avec Iç 
plan dqnné, et ces points appartiendront à l'intersection de c§ nQ|ênoi$ plftA 
ayec la surtsM^ en question. En menunt donc uiie première lignç courba |HUr 
toutes les projection^» verticales des points d'intersection obt^nO^ r KM 



CHAP. r. DU liOD« DB l»£Pftii8B^ltATtÔJ^ DES SURF.. 55 

rexactitude que Von pour» ^^sti^, teâ^ AMi« i$Mjé»k>iË$ dé là li^d'in- 
w r s ec tki tf chwBhée. 

14S. Si ie plan coupant était pëf^ëtfdiâïlàf^ k Fiiù êeiâeitk pktii d^ 
projftGtitto, tes' cmeitiitfetioM'die^i^éM^ âîMpfé^ Stifipo- 

sooA-krpêiféndiealâtre #ft plan vtèitiësily pAv Mtéhiple'^ c!t^ lioithVrlon's' T ^à 
èftMë TertfCÉle» Toib leB>|A>iî)to ^'il 66Atiendra se prôjéttét^onf f éHiciâle- 
ment Ml' cette traoc^; àoae élims^»!^\àft^é6^(ki f étfticàle dé rrnileVsèctioh 
^eroUwk DrfiîgBNMi& ^r Ar^ B^ 4^. • ., lèts^ pro}èctî«nd' hoVizotifalèir dels di- 
verses poatîoM its^l^i^éâiérdtrfee / e« péi^ A', BV C', . . , Ifeà ptbjerfîôtis' vef- 
tic»kki» ebrresponddntes. Le^ «bwbel^ A'y B^ G^ . . CûWr|iefWàt fô ti'dce T en 
utie suite de pdiat^' a\ b'j ^. .. ,- qui seront deS pi^6jcctîbns Vei*fiéale.V de - 
points ée Dette- icitev&ect$OiliP. Si donc on râjiporte lespôîhïi^x', b% c' .. ., en 
protection horizontale en él, byC\ . ., sur leb courbes i^àpectîvé^ A, B> G. . ., 
ei tpkim tteène la ligne abc^ . • , cette ligne sera k seconde projection- de la 
courbé cherchée (ohé . . .j a^b^c* . . . ). 

i44- D^'a^wcs cela V deux' surface^ quelconques éfaVrt représentées sur les 
plans de ppojectio»^ on poorrd détéMakfier leur infcrsection cornmuti'é. Pô'iiV 
cela, on mènera une série dé plans duiilialres quelconques, de plans ho- 
riao^taugcyf par exemple ; chacun d'eu» coupera» l'une des sutfabes doihmées 
stèivant une première courbe, Feutré surface suivàtrt une detiirième* cont*Bcf ; 
on construira' facilement ces c^^ni'bed, et les points oèr elles se réncôntréronl 
appartiendront à l'intersection cherchée. Donc, si l'oii déttrît côAyeftabîe^ 
ment une pi^mtèi« li^œ qui- contiêtine lés projections hôHzontates de* ces 
points, puis une seconde ligne qui contienne leUt** ptt)jecîfibn«vci*tî<îalétf, 
ces deux lignes représenteront cette inlet&cfction. 

• 145. Si l'on- ooBÇoit' dans Ve^ace dëUx surfaces' qui se cotfpent, si Ton 
conçoit léup interjection co^imiiie, et si rotl cherché- ar se flgùrët' leùf^ 
situations respectîvies aiiiprèig<le Cette interjection, on sera cttAtfîit k se dlé^ 
marfdef les diflEérenS'»tglw s6us4é^qttël^ elles se côtipetlt. 

Oi<, de mémo qu'tt«ie ligne- dtfîirbe quefcortqùé jièuf êtrt considérée 
commet un) polyçf^e d«tat l^î <^^ îhflhîtÀéTlV pëtïtk (89) > ôti pëiit 

aossi^'oAigidèrèi? utte< surface» côtttBtf, dotrtmé tftt pblyèdWf coiillidèë dWë 
irifinité^ dd fa€ett»dirffliii»itentî]^e*hes> telles qùë l'angle qt(fefoiit entirè"e?ïlé^ 

deu*fe«etlwii«Béftu«iwfl^V<î*ft^ Ëf sS Forf 

imagine qu'une^dcPc* fefeèftfes élértentâîrès^ ^^^ pfrôlWgtfe indéfltiîitt'etîr 
danar toust ka i^^itti/^ ili-én *^«iltéM>éYid^^!tfi^ tfnt'platk' (|tii toùiilléfA Cette 
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surface suivant l'élément qui aura été prolongé ; et ce plan sera ce qu'on 
appelle un plan tangent de la surface en question. 

On donne à l'élément qui est commun au plan et à la surface , le nom de 
point de contact ou. di élément de contact. 

146. Cela pôsé^ il est clair qu'on aura l'angle que font entre elles dieux 
surfaces en un point de leur intersection y en construisant celui que font 
entre eux les deux plans tangens à ces sur£sices en ce point. Ce moyen d'ob- 
tenir un tel angle ne peut &ire connaître encore que bien imparfSsdtemaat 
l'utilité des plans tangens; mais cette utilité sera suffisamment développëe 
par la suite. Voyons maintenant comment se construisent ces plans. 

i47- Concevons par un point quelconque d'une surface ^ ime infinité de 
courbes situées sur cette surface ^ et les tangentes à toutes ces courbes ; le 
plan tangent au point dont il s'agit sera le lieu de toutes ces tangentes. En 
effet y par cela seul que ces courbes passent par le point de contact du plan 
tangent , elles traversent la facette commune à ce plan et à la surface ; elles 
ont , conséquemment , un élément rectiligne compris dans cette fiicette : 
mais la tangente à chaque courbe est cet élément rectiligne prolongé (89) ; 
donc cette tangente est dans le plan tangent, puisque ce plan n'est antre 
chose que la facette prolongée (i45)- Donc, etc. 

148. Et conrnie deux droites suffisent pour déterminer un plan, il ne 
s'agira , pour awir le plan tangent en un point d'une surface , que de mener 
par ce point deux tangentes à deux courbes connues sur la surface et 
passant par ce même point. 

i49* Il est clair que si les deux courbes avaient une même tangente , k 
plan tangent resterait indéterminé. 

Et si ce point de contact était sur une ligne multiple , c est-à-dire suivant 
laquelle la surface se coupât elle-même , cette surface aurait ea ce pCHilt 
plusieurs plans tangens, et deux tangentes à deux courbes menées par le 
point de contact, pourraient ne pas appartenir au même plan tangent; 
elles détermineraient alors un plan coupant et non tangent (71:2 note.) 

i5o. Toutefois, de ce qu'un plan coupe une surfisice , on ne peut -pas 
conclure qu'il ne soit pas tangent à cette surface; la suite nous en doonera 
de nombreux exemples {voyez les problèmes des n*** 3oo et 5o6). Souis ce 
rapport , une portion de surface est ce qu'on appelle cons^exe lorsqû'éHè 
n est paa coupée par ses plans tangens ; et on la nomme non-convexe Cfiund 
9u contraire cca plans la coupent et la touchent tout-à4a-fois. \ 

L^ propriété qu'on vient de. vjoir n^ 147 est de kip^us grande iitipor^ 
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tance, parce qu'elle conduit (i4^)> dans presque tous les cas usuels, à la 
construction du plan tangent. 

1 5 1 • Supposons , par exemple , qu'il s'agisse de ooiener par un point d'une 
sphère un plan tangent a cette sphère. On concevra qu'elle soit engendrée 
par un cercle mobile autour d'un de ses diamètres , et l'on remarquera que 
chacun des points de la génératrice décrit, dans le mouvement qui pro-< 
duît la sphère , un cercle perpendiculaire à la charnière. D'après cela on 
conçoit qu'il sera facile de mener par le point de contact donné , i^. une 
position de la génératrice; 2^. le cercle, perpendiculaire à la charnière, 
correspondant au point de contact. On aura donc deux lignes qui se croise- 
ront en ce point ; on leur mènera des tangentes par ce même point , et le 
plan tangent cherché sera déterminé. 

i5:2. Les plans tangens oBrent un moyen graphique de mener des tan-, 
gentesaux lignes d'intersection dés surfaces^ car un point de l'intersection 
de deux surfsices étant sur un élément rectiligne de cette interseçti<Hi , et 
cet élément étant lui-même l'intersection des deux facettes correspondantes 
de ces surfaces , l'élément rectiligne prolongé est l'intersection des facettes 
prolongées ; c'est-à -dire que la tangente en un point de Vintersection de 
deux surfaces est la Ugne drvite suivant Ifiqûelle se coupent les plans tan-^ 
gens à ces surfaces en ce point. 

i53. Parmi les intersections de sur£sices , il y a une classe de lignes dont 
on fait un grand usage dans la Qéométrie descriptive : ce sont leurs inter- 
sections avec les plans de projection. On donne le nom de traces à ces in- 
tersections. Ces traces n'étant autre chose que la suite des point§ où les 
diverses positions de la génératrice percent les plans de ppdjectioti , elles 
s'obtiennent avec une grande facilite (1^6). Et comme c!est à ces plans qite 
l'onî rapporte les positions de toutes les grandeurs, les traces, en général, 
aident puissamment à se bien figurer la situation d'une surface représentée. 

Cette fonction les rend très utiles, aussi les indique-t-on toujours sur 
une représentation soignée. On verra qu'il y a de^ cas simples où elles pour* 
raient suffire seules pour représenter une surface, et pour qu'on put faire 
sur cette surface toutes les opérations possibles (210 et 606). 

i54* Les contours qui enferment les projections des points d'une surface 
jouissent, encore plus pleinement que les traces^ de la propriéiié de suffire 
quelquefois seuls à la représentation de cette surface; ce sont des; espèces. de 
profils qui dessinent les formes représentées , et qui , jusqu'à un certain 
point , en donnent le sentiment (ao4) • i 

8 



Puisque eo» «cviloiim en&ment sur dioqne plan de. prajcctiDiif Fespice 
où se projettent les points d'une surface, il est£Kdle:en géarfral deks dé*- 
terimiw>r eoia^K^t f^y^i^ rapresttitè là génàratricellana ua nooibnr suffisant 
VI. 9. de ses pcMsitioos , lea Ugaea telks.qme nnl^'n'"^ qui toiKheront et tnfennie^ 
F*g- * roat les pioJMtîoiifi m/t^ , mldpt^wKd'p' • . • , corcespoodanilea à ces positions , 
seront le6 oontouro diercbés. Nona yerrona dans la suite: (S87) an autre 
moyen de les détermiiifir. 

Ce9 conUMU») aont (fuetqiiefiMS de» lîgnea dnaites , et, pour rordinâi»^ 
iU a'^âlHûmnenH alors fonri aÂseflaentM 

i55. Lors^pe la génàrateice: d'une s«r&K^ est composée de bcaodifla iié^- 
panaea,. oomme celle» d'une hypeirboU>. par exemple., sa smrfoce est aoutent 
formée de parties distinctes, ou métine: isolées,. ifûLûn nomme nappée 
( aa8 note,, et 897), et il en réauUe naturellement.. fu'ii y a pou cbéque 
nappa un contour particidier; maîa cette, circonstance ,. eomm& on L'i^ 
prendisa par la suite , ne change rien à. la manière de oonstniice les oon- 
tonrst 

i56. Noua oQocluro&s. de tout c&jqni précède, qu'en général pour reprén 
senter une surface , il &iit^ 

Firemièrement , oonstruim les: projection» d'un nombre* sufiisant de fmk^ 
lions de sa génératrice. 

Secondement, construire las tcœea de cettB. surface, (f est»4Hline , la série 
dea pointe où. les divenes positions^ de fat générattâce percent le^ plans de 
projecti<Hi«t 

Xroiaièniement , constcuira sur obaquef plan de projection le oentour qui 
enfiermn4^^s]^îfeak;0tts«ipcojettentlea points de faustoriace, a» , ee qui MnetH 
anamsèaitt,. la UgoAi/tnlW^iif'^ <p]i cruyeloppe sur ce pla» tcmtes lea poaMônS 
pomUsa mu/?, mi^/tV'^''>^7'^*'^*»cdelagénéra(lrtc&'(t&4). 

On s^ooie otdinaiQsmeat.àilieflet de. la: mpcéseiitatîott', en indîq3|iaa*ltt 
Ugnea mullîples-()i49|*» les ouSùbs.^ rebraassement (^Si)*) et^énerattraiënt 
les points etlesligoefkqiiijoDissontdeproprîéCés mmarqoableS'Sttr IfsSîisar^ 
&ces, et que, par cette raisoia, an.appeUe ïnxps points singulien^ eVlexu^ 
lignes singidièresi 

Bbia dana hganoqfupi dagosy on mboÊim à. oonstmire les:coiitoumlea pro- 
jealioBa>^ oiLfasta.lea'C0nt0B93i,.lea^tiaQB9, et les posîtiona les* plus impoir'* 
tantes dit lagénécatricc* 

iSj* Ce qal donne au modee de. représentation deoft iu>os>nt)Pa9 occupons 
un de ses principaux avantages, celui de rembe les. projections profihreaà 
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ùAre iteage p c'est k mémore de mettre an îtrak les iÊgacB ûes épiores. COe 
découle des principeiqueTiKmsvvûiisexpoiésdansles PreUminaires (So'^SÔ)^ 
. mais elle exige ici quelques developpemens qui vont nous conduira m des 
règles générales. 

Lorsqu'une surfaioe hit par^ des données m des Tësidtats li'vne «épure ^ 
ou lorsqu'elle en eA ïiobjtt h plusmarquast^ tm (doit la considérer comme 
existant réellement dans Téspace (56); or^ d'après celai les ditertes parties 
de cette surface devienncait susceptiUes de se cadier les unes les autres , et 
les lignes qui servent à la représenter, et qui doivent être pleines ou 
ponctuées selon qu'elles sont vues •oa cachées y se trouvent , «qusmt à kur 
mise au trait , tout-à-fût subordonnées k la manière dent k smfsee est 
vue , c'est-à-dire , à son effet sur l'œil, en sorte ^jue cet effieK ^est souvettt 
rendu par l'exécution des lignes des épures. 

t58. Il suit de là que la détermination des parties vues etcadhees d'une 
surface est un problème important de la Géométrie descriptive. Pour indi- 
quer le moyen de le résoudre , soit MNP un plan quelconque de projec- pi. g- 
tion, SîiinpqK une surface quelconque située au-dessus de ce plan, et ^^ ' 
nt!ri!p*(j[ le contour de la prdjection de cette surface. Il est clair qu'il y aura 
sur SmnpqK, une ligne mnpq, dont la projection sera le contour donné 
m'n'p'q' ; or , cette ligne partagera évidemment la surface en deu» parties , 
l'une Smnpq , vue, parce qu'elle sera située à l'opposé du plan de projec- 
tion par rapport à miipq ; l'autre mnpqR , cacbée , parce qn'elk sera du 
coté du plan de jMX>}ection par rapport à la même ligne mnpq. 

Ce qui précède s'applique aussi bien à toute portion de aurfiice qvd aenit 
située au-dessus du pkn M^, <|ti'à k surface SmnpqR ; ainsi nous «n 
conclurons que lorsqu'une portion de surface est seule dans l'espâce^on, 
ce qui revient au même , lorsqu'elle ne peut être cachée par aucune autre 
portion de sur^sice , elle se trouve divisée par k ligne ynnpq, <fn à pour 
projection le contour m'nfp^q' de k projection de cette sui^Cd, en deux 
parties, 1 une vue, parce qu'elle est à 1-oppOisédu ptan de pr^^^iicn MNP ; 
l'autre cachée , parce qu'elle e9t située 'Vers ce plan. 

iSg. On remarquera aus^, qu'en supposant toujours que k pCMiiM de 
saifaée dont il s'agit soit au-dessus du pian de projectîoti, et Sôiineuie 
dans l'espace , ou qu'elle ne puisse être cachée par ancutie au4^ ]pOftiou 
de surface , le 'Contour m'n'p'q' est entièrement vu. Nous ferons pttT la suite 
wi fréquent usa^e de cette conséqiience et de k précédente. 

i6o. Maimemûit , nous sllcms passer à l'examen et A k* r qfti ^ famt nien 

8.. 
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il«> divenw* Hurracn qui, pir leurs popriétés particulières, par U simplî- 
tnl(t (la loun fféaintiota » ou pir l'usage qu'on en fait dans les arts, offrent 
lin Yiniérét. 

lia iroû chapitres ci-après vont être consacrés à cet objet. lies sur&ces 
y wnint thmén par familles , genres , espèces et variétés. Nous range- 
roM dans nœ même &iniUe toutn celles qui seront soumises au même 
mode de eéoération , et nous diviserons les familles en genres , eu espèces 
s , seloD les diverses particnlarite's qui pourront modifier ce 



s les livres soivans, nous construirons les intersections de surfaces » 

I0 db^ bneem, et les taogeotes aux intersections de surfaces , d'après la 

~ 'i rT*>^ plus haut. Il était nécessaire qu'elle fifit un peu 

r à Texaniea et à la représentation des surfaces qui vont 
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,<iiî<ul»yMffT , coniques , et de révolution . 



I fnk. -iujL^ inaft-.. <èwt on s'occupe dans les élémens de Géomé- 

»jwriW^te«N. •>•• V'*" '^ ^® '"*''■» ^^ espèces particulières 

j -, ^;^ ,^^.^ iMMifiM»* «t do révcdntion ; ce qu'on a appris des 

j ^ ifc iihln» M^ «MUdOttent rinlelligencc de ce que nous 



trie, «rt r**- 
trou <**^ wwfr 

,6,. msîirwro^«5 




,0u appelW suij(wes cylin- 
irtrÊHjes qui sont engendrées par le 
iirbs donnée, et qui, dans toutes 

. iliielle suit est la ilirec- 
t ce qu'on appelle les 
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le rapport de son étendue ou sous celui du volume qu elle renferme , et 
celle de surface cylindrique , quand on conçoit la surface indéfiniment pro^ 
longée et qu on la considère sous le rapport de sa génération. 

Lorsqu'on emploie le nom de cylindre on substitue ordinairement au 
nom de directrice celui de base du cylindre. 

i63. Cela posé^ prenons pour directrice d'une surface cylindrique, la 
courbe qui se projette horizontalement suivant l'arc de cercle rstu, et Pi- >o. 
verticalement, suivant le cercle i^s^t'uVoc'. Prenons pour génératrice la '^* ' 
droite (JcX, or'X'), et proposons-nous de représenter cette surface. Pour 
cela, nous mcnerons'^par une suite de points (r, r'), (s, s'), (f , f'), etc., de 
la directrice (rstu, yHuWaf), les droites (rR, rOl'), (^^S, ^S'), (^T, 
^'T'), etc., parallèles à (a:X, ^'X'); ces droites seront des élémens de la 
surface dont il s'agit, c'est-à-dire des positions de la génératrice, et ils ser- 
viront à indiquer la forme et la direction de cette surface. 

164. Connaissant ces élémens, on construira les points (R, R'), (S, S'), 
(T, T'), etc., où ils percent le plan horizontal; par ces points on menem 
la ligne RSTUVX, et cette ligne sera évidemment la trace du cylindre 
donné. Cette trace aidera non seulement à dessiner le cylindre^ mais comme 
elle sera elle-même sa propre représentation, et qu'en conséquence il sera 
plus facile de se la figurer que toute autre ligne de ce cylindre , elle offrira 
généralement cet avantage, qu'en la prenant pour directrice, on aura la 
génération la plus propre à donner l'idée du cylindre. 

Il serait aisé de construire au moyen des élémens (rR, /^R0> ('^S, ^S'), 
(/T, ^T'), etc. , la trace verticale du cylindre donné; mais comme elle est 
sur la partie inférieure du plan vertical , il en résulte qu'elle n'est pas vue , 
et qu'elle compliquerait assez inutilement la représentation. 

On voit, planche 16, un cylindre dont les traces , horizontale et verticale, 
sont entièrement situées sur les parties antérieure et supérieure des plans 
de projection. Elles contribuent beaucoup dans ce cas à dessiner le cylindre, 
et elles doivent par conséquent faire partie de sa représentation. 

i65. Cherchons maintenant les contours de la surface donnée. Pour cela, 
menons au eercle r^s'lfu's^'x' 9 les tangentes /r', i/w', perpendiculaires a la 
ligne dé tenre; elles détermineront sur la directrice donnée les points 
(r, i^i (w, w'). Par les projections horizontales r et w de ces points, ima- 
ginons les droites rR, 2/U, parallèles à ;rX; je dis que ces droites compo- 
seront en projection horizontale le contour du cylindre donné. £n effet , 
elles comprennent la projection hwis(»itale rstu de la directrice ; or, il n'y 
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IM. 10. I><^ d^ poiat %f de rstu, par lofiiLel <m ne puisse mMsr la projection bori- 
hM« i« tantale vV dW élëment indéfiai du cylindre; donc il u'y a pas de pcnnt 
(X)mpris entre les droites HH et i4Jy qni ne soit U pi^ojection horizoolade 
d un point du cylindre en quciHi^ai C^)« De pluSt U ^t dair que ce cylindre 
u*a pas de points au dehors des plans verticaux qui passent parles droites 
fHi uVi donc ces droites formant sur le plan hodwutal ie contour de- 
mandé. 

, Pour avoir le contour analogue sur le plan vertical^ on mmsiqneni 
qu il n'y a pas de point de la ligne l'^i^vfx* , par leqwl on ne pnisse 
mener la projection verticale d'un élément du cylindl^, et Ton en oondora 
que les droites s'S', i/\\ qui sont p»^lèle^ à x'X% et qui comprennent la 
courbe f^s'i'iisfx\ enferment les projections verticales de tous Içs poiats de 
ce cylindre, et sont par conséquent le contour demandé. 

Ces contours HR, wU, /S', /V'i étant les projections delémem (/fi^ KRO» 
(«U, «'U'), (^S, yS'), {y^f snf')f qui ont, par rapport aux pUos de pro- 
jection^ une position remarquable^ il convient de préférer ces élémens à 
tous les autres 9 quand il s'agit de représenter une surface cyEndrique. 

i66. On doit conclure de ce qui précède que pour représenter une sur^ 
face cylindrique 9 il &ut, premièi:tement^ représenter la directrice et un 
nombre suffisant de positions de la génératrice ; secondement ^ constitiire 
ses traces sur les parties antérieure du plan h^izontal et supérieur du 
plan vertical ; troisièmement enfin , représenter les élémens qui , en pro- 
jection horizontale ou en projection verticale^ fioirmeQt les contours des 
projections de cette surface. 

167. Ck)mme un cylindre est déterminé par sa directrice et sa généra^* 
trice j nous le désignerons ordinairement par les noms de oes deux lignes ^ 
renfermés dans une accolade. Ainsi, la sur£aice cylindrique {(rfto, r'jYwVjc'), 
(.rX , iT'X') } sera celle dont nous nous sommes occupés. 

Lorsqu'un cylindre aura pour génératrice une droite perpendicuhnre à 
Tun des plans de projection, il ne rencontrera qu'un de ces ]^ans, et nous 
nous contenterons, pour le désigner, de nommer sa tnace sur ce plan. 

1 68. Il est clair que les surfaces projetantes d'une Kgae courbe quiconque 
(rrto, r'/^V^'x'), sont des surfaces cylindriques , dont les générârtrices sont 
respectivement perpendiculaires aux deux plans de projeedon. D'après cala. 



ww 



(*) Oii pourrait dire.de deux points, car toute verticale qui a son pied entre /R et wU, 
raaeontra érideiaBieat le cjlinâre en deux points. 
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ha dira, eu se cooformant à la notation que l'on vient d'exposer, que la pi. k 
etMrhe(rstu, i'/t'u'v'jc'),e9tYintenecûonde$dsnxcyïittdTesrsiu,i^s't'uVx'. ^'*- ' 

i6g. Les cylindres, comme le dernier que nous venons de nommer, 
dont les bases sont des cercles, s'appellent cjUndres à bases circulaires. 
Lorsque la base est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, le cylindre 
prend le nom de cjUiidre à base elliptique, hjperboliqiœ ou parabolique. 

Ces différentes espèces do cylindres reçoivent la dénomination générique 
de cylindres du second degré (*). 

On verra plus loin (606) que les Cylindres à bases elliptiques sont tous 
des cylindres à bases circulaires. 

Nous réservons pour un autre endroit (aoS) ce qu'on pourrait dire ici 
des cjlindres droits ^ qui sont nne variété de cylindres à bases elliptiques. 

170. Exécution de la^g. i", pi. 10. Commençons par ee qui est relatif 
au plan horizontal. 

D'après ce qu'on a vu {M'écedemnlent (rSg), les lignes rR, aU, qui 
ferment le contour delà projection horizontale du cylindre, devront être 
vues,, tsant qu'elles seront situées au-dessus du plan horizontal : or, les 
tanow boriMiittales de ces droites sont les points (R, R'),.(U, U'); dmicles 
projections rfi, nU, des mêmes droites , doivent être marquées pleines jus- 
qu'aux points R et V. Si on les prolongeait au-delà, elles devraient être 
ponctoées. 

- iyi:. La pTOJDCtîon horizontale rstude la directrice, comprise entre le.s ' 

B vtis iRf ulT, est anssi nécessaire ment vue. En effet , chaque point 

r «A la proJBCtîori de deux points de celte directrice, l'un (/, t') 

éinrl'»itCsa!péTi«nr(rstu, //t'u'), raiitre(i, «") situé sur l'arc inférieur 

^r^^^'f)'rOf, de ces deux pmnts, celui ((, t') qui appartient à l'arc 

néaf, est, jtar rapport an- plan horizontal, sur le dessus de ta surthce; 

'JCe BOiQ appartient à VAn>I;ieapp1îijuéeptut<]tt|u'à [a Gcomélrîe; il vîeol ilececiue 

U)'''<ndecc<f cflintlret e*t dû second Seffk. Ln équations de l'enipscdcl'hyperlwle 

rabole, étant aussi da second degré, on appelle ces lignes des coiirl/tsdii second 




^ii degré de l'Équation d'une courlieou d'uue surface t^st le niëuleque le 

^^ 'ilraat lesquels mltecourlieoii cette surface peut être rencontiée par 

msSquent U seule ligne, et le plan la seule surface, 

iufiùcbl itA^pcttùlet et du second degré équivalertt k 
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^1. 10. donc il est vu en projection horizontale : donc il n'y a pas de point de rstu 
*'^' '' qui ne soit la projection d'un point vu de la directrice. La ligne rstu doit 
en conséquence être pleine (56). 

Puisque chaque point ^de rstu correspond à deux points(^| 0> (^» O ^^ 
la directrice, le plus élevé (^, t') cache évidemment l'autre ; d'où il suit que 
tous les élémens qui passent par des points de l'arc {rstUy r's^t'u')^ sont vus 
en projection horizontale; et que tous ceux qui passent par des points de l'arc 
(rstUf ;^xVm'), ne le sont pas. Donc les élémens (jS, /S'), (<T, ^'T'), qui pas- 
sent par les points (^, s')y(ty i^)y de la directrioe, ont leurs projections ^S, ^T, 
vues, et par conséquent pleines; tandis que ceux (i^V, i^'V), (^X, JcTt'), qui 
passent par les points {y^ i^'), (x, x'), de la même directrice , ont leurs pro- 
jections i^V, xX, cachées, et par conséquent ponctuées. 

172. Il suit de là que depuis l'élément (rR, f^R% qui passe par le point 
(r, r'), jusqu'à l'élément («U, w'U'), qui passe par le point («, i/), tous les 
élémeas de la partie supérieure du cylindre sont vus ; et, qu'entre les mêmes 
élémens , ceux de la partie inférieure ne sont pas vus. Ce résultat était déjà 
connu , car les éléinens (rR , r'R') , (uU , m'U') , ayant pour projectiops les 
contours rR, wU, du cylindre, ces élémens partagent ce cylindre en deux 
portions; l'une supérieure, dont 1,ous les élémens so^t vus; l'autpe infé-r 
rieure, dont les élémena sont cachés (i 58) V 

Toutefois, comme les élémens vus ne sont pas entièrement aur^iessus du 
plan horizontal , il est clair qu'ils cessent d'être yx\s à l'endroit où ils tra- 
versent la trace RSTU, et qu'au-delà de cette trace ils doivent ^tre ponctués. 

173. Quant à la trace RSTUVX, il est évident qu'elle se compose de 
deux parties ; l'une RXVU, suivant laquelle les élémens cachés du cylindre 
percent le plan horizontal ; l'autre RSTU , suivant laquelle le même -plan 
est percé par le^ élémens vus. Or , il est évident que les élétuens cachés per- 
cent le plan horizontal suivant les points d'une trace cachée, et que les élér 
mens vus le percent suivant les points d'une trace vue; donc, l'arc RSTU 
doit être marqué par une ligne pleine, et l'arc UVXR par une ligne 
ponctuée. 

174* Passons maintenant à la détermination des lignes pleines et ponc- 
tuées de la projection verticale. 

On remarquera d'abord, que toute la partie du cylindre située au-dessus 
du plan horizontal est en avant du plan vertical , et que les côritoui's s^S' , 
y'Y^f de cette partie de cylindre, sont par conséquent vus (159). 

On remarquera ensuite que les élémçns (^S, s'S'), (yV, ^'V')> étant ceux 
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~ OU ce qne Fod appelle un élément de la surface conique, et les divers ele- 
inens représenta indiqueront la forme et la position de cette surface. 

178. Ces éle'mens (Ar, AV), (Aj, A'^), (Aï, A'/'), etc., perceront le pian 
horizontal suivant les points R , S , T, etc. ; on construira ces points , et ils 
serviront à décrire l'intersection RSTUVX, du pian horizontal et de la sur- 
face donnée. 

Lorsque cette intersection se trouvera, comme dans le cas de la Bgure» 
sur la partie antérieure du plan horizontal , elle aidera sensiblemennt à ac- 
cuser la forme et la position de la surface , et par cette raison elle devra 
toujours, dans ce cas, être marquée sur la représentation. 

La trace verticale s'obtiendra comme la trace horizontale; elle sera en 
général de la même utilité que cette dernière, et l'on devra l'indiquer sur 
l'épure , toutes les fois qu'elle se trouvera située sur la partie supérieure du 
plan vertical. 

179. EnHn, pour que la représentation d'une surface conique fasse 
image, il faudra mener les clémens (Ar, AV), (Su, AV) , dont les [Mojec- 
tions horizontales Ar, A.11, comprennent la directrice; et ceux (As, AV), 
(Af , AV) , dont les proj ections verticales A V et A V , comprennent la pro- 
jection verticale s'a^ de la même directrice. Ces élémens, comme on le 
voit à l'inspection de la figure, servent à dessiner tes projections de la sur- 
&CC conique; il convient par conséquent de les marquer avec soin. 

180. Les surfaces dont nous nous occupons présentent une particularité 
remarquable : c'est qu'elles sont composées de deux parties distinctes, que 
sépare le point fixe par lequel passe constamment U droite qui les engen- 
dre . On donne le nom de nappe ( 1 55) à chacune de ces parties ; et Ton ap- 
pelle centre le point qui sépare les deux nappes. 

i8r. Une surface conique prend souvent le nom de cône, surtout lors- 
qu'on la considère comme limitée , et qu'on a égard au volume qu'elle ren- 
ferme : ordinairement on désigne alors la directrice par le nom de base , 
et te centre par le nom de tommet. 

182. Nous indiquerons toujours une surface conique au moyen des 
noms de sa directrice et de son cenire, écrits entre les branches d'une ao^ 
colade; aindi, par exemple ,^ s'il s'agit de celle que représente la figure, nonï 
l'appelle lïi surface conique { (A, A'), (rstuvx, j'O}- 

i8$. 'îClfioe (rstuv3c, /c'), d'un cône, ayant une position détermi- 

née, ■â I '^jït que le sommet (A, A'), qui est le point de coucours 

des éltJni ' ■ ^Vloigne à l'iofitti : il est clair qu'à mesure que l'éloi- 
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çnemént augmentent les éiëmens approcheront de plus en plus d'être pin- 
rallèles, et que> lorsqpoi'ils concourront k Tinfini^ ils formeront imesift&qe 
cylindrique. 

Il suit de là que k Êimille des sur&ces cylindriques est comprise dans 
celle des surfaces coniques , et que les cylindres à bases circulaires , à bases 
elliptiques, à bases hyperboliques , etc. » ne sont autre chose que des va^ 
riétés d'espèces de cônes , qui ont pour bas^ des cercles , des ellipses , des 
hyperboles, elc. 

184* Ces deux familles de surfaces ont entre elles la plus grande analogie, 
et on leur applique la même nomenclature. Ainsi, les cônes qui ont des. cercles 
pour bases , s'appellent çânes à bases circulaires; ceux qui ont pour bases 
des sections coniques, s'appellent cônes du secofèd degré (i6g note); et ces 
derniers se divisent en cônes elliptiques ^ cônes hyperboliques et cônes pa-^ 
raboliqueSj selon qu'on les considère comme ayant des ellipses, des hyper- 
boles ou des paraboles pour bases (^). 

i85. On doit conclure de ce qui a été dit plus haut que, pour repré-^ 
senter un cône quelconque, il faut premièrement, représenter sa directrice ; 
secondement, son sommet; troisièmement, un nombre suffisant de posi- 
tions de sa génératrice; quatrièmement, les traces de œ cône sur les par- 
ties antérieure du plan horizontal et supérieure du plan vertical ; cinquiè^- 
mement enfin , les élémens qui, en projection horizontale ou en projection 
verticale, forment les contours des projections du cône. 

Mais pour que la représentation d'une surface conique fasse tout l'efiet 
dont elle est susceptible, il faut encore que les règles convenues sur Texé- ' 
cution des lignes (56) soient parfaitement observées. Pour édairdr cet 
objet f nous allons déterminer les parties vues et cachées de ht directrice ; 
nous nous occuperons ensuite successivement des parties vues et cachées des 
contours, des élémens et des traces. 

186. Exécution de lajig. 2, pL 10. Lsl directrice (rstm^x^ s^s/)j est conv- i'\. 10: 
posée de deux arcs, l'un (srxsf, /i/), antérieur par rapport au plan verti- *'*s- »• 
cal; l'ratre (stuf^, ^^)f postérieur par rapport au même plan. Or, de ces 
deux arcs, le premier (srxs^^ ^V)f a sa projection verticale sfs/ vue; car il 
n'y a rien , en-**deçà des points qui le forment, qui puisse cacher ces points : 
la ligne sfi/ est en conséquence jdeine. 

Le second arc {stu\^ , /i*') est caché par le premier ; il devrait par cette 



H I éwm^m^^immmmmmmmmmmmmÊmmmm^a^mm 



Ç) Oo démontrera (6o5) que toiu ces oftnes toDt des cfines à bases circulaires. 
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^\- 10 raison avoir sa projection s^v' ponctuée : mais cc»nine cette projection est 
*^'^ la même que celle de Tare (srûo^, s'i^, et que des points ne peuvent pas 
paraître sur un trait plein ^ on se trouve dans l'impossibilité d'exprimer 
sur l'épure que l'arc (stuv, /(/) n'est pas vu en projection verticale. 

Par rapport au plan horizontal , les contours rfi^ ùlj, divisent la direc- 
trice en deux arcs^ l'un (rstu, /s^^u'), qui est évidemment vu, cômine 
étant sur le dessus du cône; l'autre (ui^xr^ u'/xV), nécessairement caché» 
conmie étant sur le dessous. Donc l'arc rstu doit être indiqué par un trait 
plein , et l'arc ui^xr par un trait ponctué, 

187. Quant aux contours AR, AU, AT', A'S', ils sont les projections 
des élémens (AR, A'R'), (AU, A'U'), (AV, A'V'), (AS, A'S'), et ils doivent 
être pleins, dans la figure i»ise pour exemple, k partir des points (R, R') , 
(U, U'), (V, V), (S, S'), où ces élémens passent aunlessous du plan hori- 
zontal. 

188. D'après ce qu'on a vu précédemment (i58), ces mêmes élémens 
(AR, A'RO, (AU, A'U'), (AV, A'VO, (AS, A'S'), divisent le cône en par- 
ties vues et en parties cachées. Ne considérons d'abord , sur la surface cor 
nique, que la nappe qui contient. la directrice; on pourra aisément se 
convaincre, i^. qu'en projection horizontale, la portion de surface qui 
correspond à l'arc vu (rstu , r^s't'u') de la directrice , est vue , et que par 
conséquent les projections horizontales AS, AT, des élémens (AS^ A'S') , 
(AT, AT'), qui passent par des points (^ , ^')> {^9 0> ^® (rstu, r^s't'tj!)^ sont 
vues; 2^. qu'en projection verticale, la portion de surface qui correspond 
à l'arc vu {yxrsy i^orV/) de la directrice, est vue,^ et que par conséquent 
les projections A^X', A'R', des élémens (AX, A'X'), (AR, A'R'), qui passent 
par les poi^^ (jc, x'), (r, r'), de l'arc Çyxrs^ i^'arV^), sont vues; 5**. qu'en 
projection horizontale, la portion de surface qui correspond à l'arc caché 
{uvxr^ wV'arV) de la directrice, est cachée ; et que les éléntens (AV, A'V), 
(AX, A'X') , qui sont sur cette portion de surGace , et qui passent par con- 
séquent par des points ((;, i/), \xy x'), de l'arc (us^xr^ vl^x'r)^ ont leurs 
projections horizontales AV, AX, cachées; 4°* enfin, qu'en projection ver- 
ticale , la portion de surface qui correspond à l'arc {stus^^ /?i/v^) de la 
directrice, est cachée; et que les élémens (AU, ATQ')^ (AT, A^T), qui 
passent par des points de cet arc, ont par conséquent leurs projections ver- 
ticales AU', A'T', cachées. 

i8g. Nous pouvons conclure de là cette règle générale : c'est qu'ayant 
distingué sur une projection la partie vue de la directrice d'un cône de sa 
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i(}3. Pour représeotcr une surface de révolntion y il faudra décrire QA 
cei'tain nombre de posïtioos de sa géDÔ^trice; or, sdpposons qu'on de- 
mande celle que la courbe (CD, CD^ occupait, lorsque les arcs décrits par 
ses difiërens points étaient de n degrés. Pour obtenir cette position, on 
abaissera de plusicure points (M, M*), (N, N*), etc., de (CD, CD'), des 
perpendiculaires à l'aie (AB , A'B^ ; on déterminera les pieds de ces per- 
pendiculaires ; on coostruira les distances de chaque point (M, M') 
(N , N'} , etc. , aux pieds correspoudans , et ces distances seront les rayons 
dos cercles décrits par les points (M, M*), (N, N*), etc. Par les points ob- 
tenus ou élèvera , perpendiculairement à l'axe , des droites qui fessent avec 
les rayons dont les longueurs auront été construites , l'angle de n degrés (*) ; 
on portera ensuite sur ces perpendiculaires, à partir de (AB, A'B'), les 
longueurs des rayons con-espondans (**) , et les extrémités des longueurs 
uorléfs seront des points de la position cherchée de la générattice : en 
nu'iiant donc une ligne par ces points, on aura cette position. 

Avoi: un axe (AB,' A'B') , dont les projections se trouvent placées d'une 
*iiiairièr»î quelconque par rapport à la ligne de terre, ces constructions se- 
raient il'inH! pratique Iras pénible : la simplification des données va obvier 
il ccl liu-onvtfiiivnt. 

n\/i. On <;lioi«it ordinairement les plans de projection de manière que 

J'axù do révolution «oit perpendiculaire au plan horizontal, alors il se 

triMivo nrojcItS mir «> plan suivant un point 0, et verticalement suivant 

' tiriti (Iroitr ()'(>'' piirpi-nilicnlHire h la ligne de terre ; ce qui, ainsi qu'on va 

1(T voir, nuid Ionien li't oiMirations fort simples. 

Soil (AIICIU'I, A'H'C'iriî'), lu génératrice d'une surface de révolution 
dont (O, <l'0") wtil Ttnn'î 'i '■'"''1'"-' H"' (^> *')' (B, BO, (C, C), etc., 
iU CAHCnK. A'Il'C'D'I'") . il correspondra un cercle (AVA"Q, V'QO, 
^llXirH X'Il') (fiVli'S, VS'),elc., cl l'cnsemhle de ces cercles corapo- 
„,n. I« «ûrf-ui» ilun'il.' |«ir i.i ^rfnératricc (ABCDE, A'B'C'D'E'). Si l'on veut 
«voir iirin |,....H»m ■!<' ■■«tla ||fi"'?i- a'n«t , cellegu'elle occupait, par exemple, 

,.,, wu^^^^^lAI^i A'B), et perpendiculaircnimt a 
(., ,> |„„l,l ,.,. . I."r ,.,■ ^J^«L_„«il.i„ .a „«,..„., coc 
]iHr l»t llt'inn If'ln' . -" ^^^^^^Bpoutra servir r es o 
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lorsque l'arc parcoum par chacua.de ses points était de n degrçs, pi. n 
il ne s'agira que de prendre sur lea cerdes horizontaux (AKFV, A'V), 
(BLGX, BTC'), (CMSY, C'Y'), etc., des arcs (AKF, AT'), (BLG, B'G'>, 
(CMH, C'H'), etc. , de n degrés chacun, et les extrémilés (F, F), (G, G'), 
(H, HO, etc., de ces arcs, détermineront la position cherchée (FGHIJ, 
F'G'H'l'J'). 

195. On pourra déterminer ainsi autant de positions de la génératrice 
qu'on en voudra, et l'ensemble de ces positions représentera la surface en 
question. On peut voir sur la figure 1", pi. 12 , l'efTet de la représentation, pl ■: 
La génératrice est sur cette figure, comme sur la pl. r 1 , une hélice à base ^'8' ' 
circulaire (i 10); on a représenté cet^e hélice dans douze de ses positions; 
chaque position a pour projection horizontale un cercle , pour projection 
verticale une sinusoïde , et la disposition de ces lignes sur le dessin fait 
parûiitement sentir la forme de la surface. 

Pour rendre la représentation plus intelligible , on a marqué, sur les 
plans de projection , les contours uvxjrzo, rst, abcdef, a'b'c'd^f, de cette 
surface; on voit clairement que la seule condition d'enfermer toutes les 
projections de la génératrice, les détermine complètement, et qu'elle 
fournit le moyen de les décrire (i54). 

iq6. Mais, comme il est difficile de mener avec exactitude des lignes 
uvxjrzo , abcdef, définies par la seule condition d'être tangentes à plusieurs 
autres lignes, il est bon d'avoir un moyen de déterminer plus rigoureuse^ 
ment les contours des projections d'une surface de révolution. 

Pour la projection horizontale, on remarquera que ces contours sont 
toujours circulaires. En effet , chaque point de la ligne (ABC .- . . , A'B'C • • ■ )' '''' " 
décrivant un cercle lorsque cette ligne engendre la surface , il est clair 
que les cercles AKFVA"0, EPJWcU, qui répondent aux points (A, A'), 
(E, E'), les plus rapprochés ou les plus éloignés de l'axe, enferment Icj 
projections de tous les autres cercles ; donc ils sont tes contours en question . 

Pour la projection verticale , voici comment ils s'obtiendront. On prendra 
sur la génératrice plusieurs points (A, A'), (B, B'), (C, C), etc. j on mè- 
■nera par leurs projections hcuàzontales A, B , C, etc. , les cercles AVA"Q, 
BXB"R, CYC'S, etc., et par leurs projections verticales A', B', C, etc., 
les droites V'Q', X'R', Y'S', etc. , parallèles à la ligne de terre nw. Cçla 
feit, à chacun de ces cercles on mènera les tangentes VV et QQ', XX' et 
I BR', YV' et SS', etc. , perpendiculaires Ji mn. Ces tangentes cOuperont les 
i correspondantes V'Q', XIV', YS', etc., suivant des points V, X', 
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PI. II. ^'9 etc. y Q', R'y S', etc.» et ces points détermiaeront évidemment deux 
courbes VX'Y'Z'W, QTV'S'TU', symétriques par rapport à O'O", et for- 
mant les contours cherchés. 

197. Il est évident que les cercles qui ont en leur centre commun 
sont touchés par des droites perpendiculaires à la ligne de terre suivant 
des points de contact \,^,Y..», Q, K,S, etc. , situés sur une même 
droite WU parallèle à mn. Or, les points V, X, Y, . ., Q, R, S, etc. , sont 
les projections dune suite de points (V, V), (X, X'), (Y, Y'). . •, (Q, Q^, 
(R, R'), (S, S'), etc., qui-se projettent verticalement en \', X', Y'..., 
Q', R', S', etc., c'est-k-dire sur le contour V'X'Y'Z'W', Q'R'ST'D'; donc 
la ligne de la surface qui a ce contour pour projection verticale se pro* 
jette horizontalement suivant WU : donc cette ligne est dans le plan WU, 
mené par l'axe de révolution parallèlement au plan vertical. 

Et comme le contour VXY'Z'W', QU'S'T'U', est composé de deux 
parties symétriques par rapport a O'O'', il s'ensuit que la ligne qui se pro- 
jette suivant le contour de la projection verticale, ou, ce qui revient au 
même, la section de la surface avec le plan WU, est composée de deux 
branches (VW, VX'Y'Z'W'), (QU, Q'R'STHD'), symétriques par rapport 
à l'axe (0, O'O"). 

Nous ferons remarquer que si l'on fait tourner cette section UW, autour 
de l'axe de révolution, chacun de ses points (V,V') ou (Q,Q^i: (X,X') ou 
(R,R')^ (Y, Y') ou (S,S'), etc. , décrira le cercle engendré par le point cor* 
respondant de la ligne donnée (ABC • ., A'B'C .•); ainsi, la section WU 
produira dans son mouvement la surface dont nous nous occupons. 

198. On peut donc considérer cette section comme une nouvelle généra* 
trice de la surface donnée ; et comme toutes ses positions sont comi^irises 
dans des plans verticaux, dont les points se projettent horizontalement sur 
des droites passant par le point , nous en conclurons que les sections £aites 

^ur une surface de révolution , par les plans qu'on peut piçner par son axe, 
sont toutes égales entre elles. 

On donne à ces sections le nom de méridiens ou celui de méridiennes» 
On affecte plus particulièrement le premier aux plans des sections » et le 
dernier aux lignes d'intersection des plans et de la surface; mais souventoa 
les confond tout-à-fait. 

199. Si l'on imagine qu'une des deux branches (WV, WV), (QU,QTJO» 
de la méridienne WU, la première , par exemple , se meuve autour de 
l'axe (0,0'0")j il est clair qu'après une demi-révolution^ ^ pQinçi4en 
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avec la dernière branche ; qu'a{»'ès une révolution entière , elle sera dans 
sa position primitive , et qu'elle aura engendré à elle seule , la même sur- 
face que si les deux branches se Aissent mues à la fois d une demi-révolution , 
ou que si la génératrice donnée (ABC, . • . A'B'C. . .), se fût mue d'une ré- pi. m. 
volutîon entière. 

Il suit de là qu'une des deux branches de la méridienne suffit pour en- 
gendrer une surface de révolution, et que la seconde est surabondante. 
C'est par cette raison qu'on donne souvent à une branche , considérée isolé- 
ment , le même nom de méridien ou de méridienne , qui appartient à 

• • • • 

l'ensemble des deux branches. 

200. La construction d'une méridienne quelconque est extrêmement 
aisée. En effets supposons qu'on demande celle que contient le plan nié*: 
dien OP : on remarquera que ce plan coupe les cercles (AVQ, V'Q') , 
(BXR, X'R'), (CYS, Y'S'), etc., suivant des points qui se projettent hori- 
zontalement en K, L, M, etc.; on construira les projections verticales 
K', L', M', etc.^ de ces points; on décrira la courbe KIjTVI'NT', et l'on aura 
la méridienne cherchée (KP, K'LWNT'). 

201. Nous donnerons au plan WU, qiji passe par l'axe de révolution, et 
qui est parallèle au . plan vertical ; le nom de plan méridien principal ^ où 
simplement celui de méridien prinçipi^t. I^a méridienne qu'il contient, et quj 
a pour projection verticale le contour de Ifi surface , recevra ordinairement 
le même nom. de méridien principal^ ou celui de méridienne principale. 

202. Il résulte de ce qui précède qu'une surface quelconque de révolu^- 
tion est susceptible de trois générations remarquables. 

Premièrement , elle peut être engendrée par le mouvemeiit d'une courbe 
(ABC. . ., A'B'C. . .), donnée dans l'espace, ou déterminée comme on vou- 
dra sur la surface , et assujettie à tourner circidairement autour de l'axe 

(0, ao"). 

Secondement , par le mouvement circulaire, autour du même axe, d'une 
méridienne (KLMNP, KTi'MTXT'). 

Troisièmement, par le mouvement d'un cercle horizontal dont le centie 
suivrait Taxe (0,0'0"), et dont le rayon varierait de manière que la circon-r- 
férence s'appuyât toujours sur une méridienne (WV, W'V), ou sur la courba 
donnée (ABC . . . , A'B'C . . .). 

On reinarqnera qu'il y a daxis cette dernière génération deux directrices , 
îa droite (0, O'O") d'pne part, et d'autre part la méridienne (WV, WT), 

10 



Pi. II. ou la eooErbe(ÀBC. • «, A'B'C . .)^ et que la gsoérattke cA «ne %tie varia- 
ble de grandeur. 
PI. 17. 2084 il correspond k ces trois sorMs de gëaëralions, troÎB systèmes de 
^'^' '' rqnréseatation cfessinés sur la (danche la. La figure i ^ cxisime nous rayons 
déjà vu, est faite dans la supposition que la génératrice . soil une faiélice 
donnée* La figure 2 représente k surÊEKse, en là supposant prodoile par le 
mouveiaelit de la méridienne. Enfin , la fi^re 5 est la représentation dans 
laquelle on prend le cercle korizontal^ variable de ra^on, pour ligne gêné-» 
ratrice^ Taxe de révokitiOB fovtt diinectrice du centre de ce cercle^ et la 
méridienne principale pour directrice de sa circonférence. 

Chacune de ces représentations est formée par les projections d'un certain 
nombre de positions de la génératrice et par les contours des.projectîons de 
la surlace. 

La disposition des données est telle , que les traces de cette surface ne 

peuvent rien s^outer à ses représentations ; car elle n a pas de trace verticale, 

et sa trace horixontale est déjà marquée comme contour* 

PI. 13. Sur la figure 2, on a eu soin d'indiquer les projections verticales i/H'O", 

^''^' "•• mV, des lignes (MNOP, IVT'O"), (nmop^ mW), qui se projettent horiasonta- 

lement suivant les contours MNOPj mnop. 

2Ô4- Nous emploierons communément le système de représentation de 
la figure 2, parce qu'une surface de révolution est presque toujours donnée 
au moyen de sa méridienne-; mais nous-nous dispenserons, pour rprdinaire p 
de représenter aucune autre méridienne que la méridienne principale. Cette 
convention , en réduisant le dessin aux contours des projections de la stjrûiûe, 
économisera souvent 1)eaucaup de travail. 
PI. M. 2oS. Lorsque h génératrice «era une courbe à doid^le comèwre, 3 ndus 
arrivera, comme dans la planche ï 1 , de représenter des mériifiennes, d» 
cercles et des positions de la génératrice. Toutes ces figues cottcemmit m 
même but, qui est de donner l'idée de la surface. 

Si k ligne de terre mn est risncoirtfée par les projections borivMMkles 
EWeU, DZkT, etc., du cercle générateur, on en eondura q«i7i!«dMe«Be 
trace verticale ; on déterminera les points (e, eQ, f,k,ip etc. , où bai eencles 
(EW^, WTJ'), (DZArT^ZT^, el5c., perceront le j^anverticrf 4 p«reéspofe«i 
on mènera tme ligne e'fghi, et cette Bgne sera la trace verticale de là 
surface. 

206. Ptfur désigner une surface de révoihrtîon, jtons indiqtiermia^ etftre 
deux accolades , son istxe et sa géoératricefainsf/partfteti^, iiOM^ 
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rQDSceUeqne produit |%âioe (ABC» • .^ A^B^^. « .),hi6a<r&ioedeféfoiutioii pi 

{(O, (yO^ (ABC. . • , A'B'C . 0}^ 
aoj. QcMiq«efo» la ÊiimHe dee «ii]'6tc»:de revokition renlue daas les decut 

familles de snrfaœs préeëdemment examinées} nous alkms exiK»^ dans 

quels cas , «t faire oomaltre les genrB» et les espèoes de surfitees dd F^(du- 

tîon qui présentent de l'tiitérét. ^ 

Lorsque la xn^ridienne d'une d« cw surfaces est mue droite, cette rarfaee 
devient un cône ou xm c^iindl^. En eflet > .toutes les méridiennes étant pkicées 
de la même manière par rapport à l'axe, il arrirera que si eittea vettcon- 
trent cet axe, ddes le rencontreront «n un même point: alors elles formeront 
un cône; et si elles ne les rencontrent pas , elles lui seront toixtes pandlèks , 
et formeront un cylindre. 

Et comme il n'y a pas de point de la méric^nne auquel il ne corresponde , 
sur la surÊice , un cercle dont le cetubre soit sur l'axe , et dont le plan soit 
perpendiculaire à cet axe, il s'ensuit que les cônes et les cylindres de révo* 
lulion sont éss cônes et des cylindres à bases circulaires. 

:»o8« On remarquera que ces cylindres ont leurs élâtneps perpendicu- 
laires au plan du cercie-qui leur sert de base. On les nomme , par cette raison , 
cylindres droits; et soit qu'on les considère comme des surfaces de rérolu* 
tion , ou comme des surfaces cylindriques , on donne toujours le nomd'ox^ 
à la droite âevee par le centre de la base , peppendiculairement au plan de 
cette base, c'estnànlire parallèlement aux élémens de la sur&ce. 

Dans un cône de révolution , la droite menée par le soamiet et par le 
centre de la base , n*est autre chose que l'axe de révolution. On donne à cette 
droite le nom d'aa:e du cône; et connue elle est perpendiculaire au plan ^é 
la base, il s'ensuit que la sur£EM:e est symétrique par rapport à cet axe, en 
sorte que le cône s'élève verticalement lorsqu'il a pour base un cercle horik 
zonlaL On appelle, par cette raison, cônes dr€fvùs/les cônes de révolution. 

aog. Les cônes droits , les cylindres droits , et toutes les aurfaees de ré- 
volution engendrées par des ellipses , des hyperboles ou dea paraboles , 
en mouvement autour d'un de leurs a^es principaux , forment i^i genre 
dfe surfeces de révolution qu'on appelle surfaces de révolution du àecond 
degré {iQ^vsoXe). 

Les espèces que comprend ce genre, sont : les ellipsoïdes de révolution y 
ou. les surfaces engendrées par une ellipse , mobile autour de son grand axe 
00 autour de iKm petit axe:; les hyperbokides^ de révolution à une nappe ^ ou 
les SMrfibeesTeugendbées par une hyperbole mobile autour de son axe imagi- 



if. 
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iiiiiit.'; les fiyfierboloïdes tic révolution à deux tu^pes , qai sont ceux où 
r)i^]H.*rl»oIc gcnéralricc tourne autour de son aie réel; les paraboloïdes de 
iviiilution , on les surfaces engendrées par une parabole mobile autour de 
Non iixc; !(>.'! oûncs droits, et enfin les cylindres droits. 

■210. l'armi les ellipsoïdes, il y a une variété qne nous connaîiisons : c'est 
1.1 sphère. Quelque diamètre, d'un quelconque de ses grands cercles , que 
l'on pn^nne pour axe, ce grand cercle la produit en tournant sur cet axe; 
vu soi-tu qii'i'tlt! cKt de révolution par rapport à tous les axes qui se croisent 
pai- Kon iHintnr, ou bien qu'elle est circulaire en tous sens. On emploie très 
lii-ipK-innu'ut ft'tte surface, et on la représente tout simplement au moyen 
[h'H ciïii'lisMM*, QHS, qui forment les contours de ses deux projections. 

Si l<> ivntii^ i\v ta splière était sur la ligne de terre, les mêmes cerclei 
>.!< cniifoniIrHii'Ut en un seul, qui serait tout à la fois la trace horizontale 
•'I la Initf vi'rtîcaU' delà sphère, et qui suffirait pour que l'on exécutât sur 
n-rri- ,Hin-('mv tontes jwrtcs de constructions. 

III. l-'.kWtilivn tli' la platiche ii. Les arcs AB, BC, QB, etc., ayant été 
|iii'i do luAnii' grandeur, les points A', B'^ C, etc., ont été déterminés de 

I iin«i|iii>i'ha(:uii d'eux se trouve au-dessus de celui qui le précède d'une 

iLiiilriM nliinti'/M/; donc la génératrice (ABC . . ., A'B'C. .) est une hé- 

llli:IIIM.) 

l'util i|iiti lii liffiiiiT Roit peu comjdiquée, on n'a représenté que l'arc de 
ii:|liilii:li> t:iiiinpi'iH entre les points (A, A'), (E, Ë')j mais, pour indiquer 
tiw. 1 1.1 •III nu M'iirri^le pas à ces points, on a un peu prolongé ses projec- 
\umt> tu liltiiMMittt iiiti'rrompustelscpieceux qu'on emploie pour figurer les 
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tuée en arrière du même méridien et caehëepar la première. Or, lespo- Pi- n- 
sitions (ABC. . . , A'B'C. . .), (FGH. . . , FG'H'. . .), de la génératrice, et 
la méridienne (KP, K'F), sont en avant du méridien WU; donc les pro- 
jections verticales de ces lignes sont vues. 

Quant aux cercles de la surface , chacun d'eux se trouve composé de deux 
moitiés qui ont même projection, et dont Tune est vue et l'autre cachée : 
il s'ensuit quelles doivent être indiquées par des lignes pleines V'Q', 
XTl', etc. 

Il nous resté à parler de la trace e'fghi} il est évident qu'elle est sur là * 
partie cachée de la surface : donc elle doit être ponctuée. 

D'après 08 qu'on a vu précédemment (^^9), il lest sans doute surabon- 
diant de faire observer que les contours eïEU, VAQA", WV', U'Q', doi- 
vent être formés par des traits pleins. 

^i5. Exécution de la planche 12^ On voit par la figure a , que la sur- Pi. n. 
face donnée est composée de zones m'M"0 V, M Wo'O", m'M'OV, qui sont ^'8- >• 
toutes cachées par celle qui couronne la portion de surface représentée , et 
dont chacune est comprise entre deux cercles pix)jetés horizontalement eh 
mnop et MNOP. 

Les demi-révolutions d'hélice, telles que (rmjTy r^nïn)^ qui forment la Kg- »• 
zone supérieure dans la figure i , sont nécessairement vues en projection 
horizontale, en sorte que chaque cercle rmjrhr^ doit être marqué, dans sa 
partie rmjr^ par un trait plein. La partie rhjr du même cercle, répondant 
à des zones cachées, doit évidemment être ponctuée. 

Pour la projection verticale, on sait que toutes les hélices ou parties 
d'hélices, qui sont en avant du méridien principal , sont vues (212). D'après 
cela, les projections verticales des hélices qui s'élèvent des points (x, a?'), 
(j'yy)f (z, zf), du plan horizontal , doivent être indiquées en lignes pleines; 
celles qui s'élèvent des points (A:, i^'), («, u'), (v , v'), (w, w'), (/, t), 
(o, w/), ayant des arcs en avant du méridien principal et d'autres en arrière, 
seront composées de lignes pleines et de lignes ponctuées; enfin , celles qui 
partent des points de l'arc x"z" seront entièrement ponctuées. 

Il est facile de voir d'ailleurs que les points où la projection verticale 
d'une position de la génératrice touche les contours ahcdefyféddh'd y 
sépare sur cette projection les arcs pleins des arcs ponctués. 

L'exécution des figures 2 et 5 ne présentera aucune difficulté. f.-,g. ^ 

Cl 3. 



fê UVBB II. SURFACW COUBBES. 



%>»»»l % »»%^ r >^%w% w ^w^M<^M ' ^^^^É^^>»»»»^^^<w»l^^^% » ^l p wMMM^MM»<l^<^^»^<»^^ ty^f^^Ê H HNit 



CHAPITRE ïïï. 

Des surfaces gauches. • 

' 914* ^N appelle surfaces gauches les surfaces <p<i ^ant engendrào^ par le 
mouvement d'une droite dont deux positions çoBséçutives nc^ 4pat pas ea 
général dans un même plan. 

âi5. Il résulte de cette définitîoa que les surfaces couiqd^ «et cyKii4n^ 
ques, quoiqu'elles soient produites p^r le moùyement d'u^ dfattçr» s^Qt 
cependant tout-à-fait distincte^ des surfaces gauches. Eu effets decct élé- 
mens consécutife d'une surface conique, se rencoBtrent ^n soagmet de cette 
surface; donc ils sont dans un même plan. Deux élémens C0Qsécuti& d'un 
cylindre sont parallèles ; donc ils sont aussi dans un même plan. Dtonc les 
surfaces coniques et cylindriques ne peuvent appartenir dans aucua cas à la 
fansdlle des surfaces gauches. 

Cette famille de surfaces est peut-être celle qui présente le plus de genres. 
Nous nous contenterons d'examiner les plus usuels, et nous aUcns OMQ^ 
mencer par celui qui comprend les surfaces les plus simples. 

• 

2x6. DES SURFACES GAUCHES QUI ONT UN PLAN DHlECTiïJR. 
Concevons deux courbes quelconques dans Fe^ce , et ioMgwoos ^'iim 
droite se meuve , en les touchant constanunait , de manière à être touj/cmis 
parallèle à un plan connu de position , qui sera ce que nous nommons xai 
plan directeur (i 38). Il est évident qu'à moins qu'il n'existe de relations par* 
ticulières entre le plan directeur et les deux courbes directrices, deux pûSb* 
tions consécutives de la génératrice ne sax>nt pas dans un même plan ; daoc y 
en général , la surface que décrit une droite qui se meut sur deux dsorib» 
données , sans cesser d'être parall^e à un jdan, appartient à la famAle :&es 
surfaces gauches. 

PI. i3. ^*7* ^'^ (ABjA'B'), (Q), CD') ^ les deux lignes directrices d'une telle «w^iee , 
et (MO , ON) son plan directeur. Il s'agira d'almrd de sayoir construire une position quel- 
conque de la génératrice. Supposons qu'on demande celle qui correspond au point (A p A') 
de la preinière directrice ^ il est clair qu'en menant par ce point un plan parallèle au plan 
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^ur,Uco«peralà deax«èmédirtctrîbècnuB|K>iBt(G,C),etqueIadrotte(AC A^G^y PI* i3. 
:\i par les poiats (A, A^ > (C> C) , sera la position cfaerehée. 
.is cela, on pourra construire autant d'éléifiens de la surface qu'on en voudra; 
. wmmc la méthode générale que l'on Tient d'indiquer est d'un emploi pénible, il sera 

.: d'y substituer le procédé suivant. 

218. On mènera dans le plan directeur (MO, ON) , une droite quelconque (M/i , "MfV) ; 
on coupera le plan (MO, ON) par des platis tètticaux FM, Fa , F6 , ^e. , menés par un 
même point F de la trace MO; ces plans couperont la droite {Mn^ M'M) , en des points 
(M , MO » (a, a'), (fi^ V) , etc. , et en menant par ces points, et par le point P , les droites 
(FM, F'M'), Fa, Fa ) , (F6, F^'), etc., on aura les sections du plan dii*ecteiir avec les 
plans verticaux FM , Fa , P6 , etc. Far le point (A , A'), on mènera les droites (A/? , A/)'), 
(A^, Èk!q)y etc., parallèles à ces sections; ces droites formeront un système de lignes 
parallèles an plan (MO, ON); eDes perceront le cylindre vertical CD auirant des {loints 
(j>jP')i (Çt ç')j c^ I ^'^1^ ^v*^ fikciie de construire, et par les projections //, q\ etc. 
desqttds on tracera k l^poep^q^ra^ Cette ligne et la ligne CD seront lei delilL projectioBa 
d'une courbe , intersection du cylindre vertical CD et des droites menées par le point 
(A , A')> parallèlement au plan (MO ^ OlH). Or , l'élément cherché fait paitîe de ces droites; 
donc il perce le cylindre CD en un point de (CD,/>'^W). Mais ce point est celui où 
cet élément coupe la deuxième direclriee ; donc il est situé sur (CD, Ciy) : donc enfin > il 
a pour projection verticale le point CS intersection de CD' et delà courbe auxiliaire/>'^Vs^ 
Cêia(kia%ssaat le pioiiitC, on en déduira le point C , et l'élément cherché (AG, A'C) sera 



En pr«iiant«iir (AB, à.V) de novveaùx po»t$ comme (A , A') , on déterminefra dentm^ 
velles positions de la génératrice , et l'on parviendra bientôt à représenter la surface 
gauche donnée. 

219. Si, au lieu de demander l'élément (AC^ A'C), qui passe par un point donné 
(A , A') de Fime êtê diMCtf^ices , on demandait Féléûient (BD, FD') , qui est parallèle à 
.une droite (Fa, Fa') située dans le plan directetur , les constructions à faire seraient en- 
core plus simples. En effet , il ne s'agirait que de mener par divers pointa (</ , âT) , (« , ^, 
if>f)y (gi^) ^^'f d® 1'**^® des directriees , des panJièles {dhycfK)y («, /«'), ctc , 
à la droite donnée (Fa , Fa') ; ces parallèles formeraient un cylindre qui couperait le 
jcgrlindre vertical CD suivant Ulié courbe (^^9 Ki/k%{9xiàid à déHenMMer*^ et <:omme 
le cylindre composé des parallèles à (Pa, Fa') eontiendrait nécesttLirenient Péléitteifet 
cherché, il a^ensuit qu'il contiendrait aussi le point de cet élément situé sur {CD^CTf). 
Or, ce point ayant sa projection horizontale sur CD, il est à la fois sur le cylindre parai- 
•lèfe'h (<Bir, F«'), et«nr leuk'cyiindV«(!aD;dbnc il est sur leur intersection (Jiijky Ki/k')\ 
«nia ii a sa ynt^feetion nertioale sur CD', donc cette projection est le point D', intersec- 
siondeCD'etdeA'i/ifr'. 

àaf9xA b fihit <^, o«i M déMHlftle p^àt D , puis l'élément cherché (BD , BD'). 

220. Lorsqu'une des deux directri4>âs(AB, A'B^), (<3)i €D'), il\xti!té&& 
supfeoes di^ig^SK àmnk nootfiovsoccapQm, e^ft ùné Yipjst droite^ Tindividu 
qu'elle» éétotnôftèHt a^^ifMkrtki&t è txtte' espèce particulière de surfaces gau- 



Fig. 5. 
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ches qu oa appelle conoïdes , parce que les surfaces qu elle comprend ont 
quelque analogie avec les cônes (*)• 

Si la directrice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur , Je co- 
noïde prendra le nom de conoîde droite et cette directrice celui de ligne de 

striction (**). 

221. Parmi les conoïdes il y a une variété bien remarquable, c'est celle 
où la droite génératrice , constamment parallèle à un même plan , suit pour 
directrices deux lignes droites. On donne aux surfaces de cette variété (***) 
le nom de paraboloïdes hyperboliques ^ ou de conoïdes du second degré' 
(169 note). 
PI. 9- 222. De ce que les élémens d'un paraboloïde hyperbolique s<mt paral- 

lèles à un même plan , il s'ensuit qu'ils divisent les directrices en parties 
proportionnelles. En effet, soit AC, A'C, les deux directrices d'un parabo- 
loïde hyperbolique; et soit AA', BB', CC, trois de sesélémens. Par lepcrfnt 
A, menons AD parallèle à CC; le plan A'AD sera parallèle aux deux élé- 
mens AA', CC: donc il pourra être pris pour le plan directeur du parabo- 
loïde. . " 

Cela posé, abaissons des points B, B', C, C, les perpendiculaires Bb, 
Ce, BV, Ce', sur le plan A' AD ; on aura Ce = CV, Bb = B'6'. Menons les 
droites Xbc, KVd\ elles formeront des triangles semblables qui domwront 

'Cc : B6 :; AC : AB, et CV : ^'V :: A'C : A'B'. 

D'où Ton tirera, à c^use de l'égalité des termes de$ premiers rapports, 

[AC : AB :: AC : A'B'^ 

et conséquemment , 

AB : BC :: A'B' : B'C. 

2^5. Réciproquement, si les élémens A A', BB', CC, etc., d'une surface 
gauche , divisent deux droites directrices A'C , A'C, en parties proportion- 



(^) Sî l'on imagine que le sommet d'un cône soit étendu sur une droite, les élénie|M qui 
se croisaient par ce sommet s'appuieront sur cette droite, et, s'ils sont parallèles à an 
même plan , la surface conique sera un conoïde. 

(**) Ce nom vient de ce que la directrice rectiligne renferme les plus courtes distances 
de tous les élémeos, de manière que c'est suivant cette ligne que la surface est |e pins res- 
serrée , ou en qi^elque sorte le plus étranglée. 

C*^) Ces surfaces ne peuvent être coupées par un plan que suivant une parabole ou 
suivant une hyperbole \ c'est ce qui les a fait nommer paraboloïdes hyperbçlisues. > 
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nellds y ils seront parallèles à un même plan et appartiendront à un parabo- pi 9- 
loïde hyperbolique. ^^* ^* 

Pour démontrer cette propriété , nlenons encore AD parallèle à CC , et 
abaissons les tnémes perpendiculaires Ce, Bô , CV, B'b% sur le plan A'AD. 
On aura, en formant les triangles ACc, A'CV, 

AB : AC :: Bb : Ce, et A'B' : AV :: B'è' : CV; 

et comme on a par hypothèse^ 

AB : BC :: A'B' : B'C, ou AB : AC :: A'B' : A'C, 

OQ en conclura que 

Bb : Ce :: B'è' : CV; 

mais la droite CC étant parallèle à AD , elle est aussi parallèle au plan 
A' AD, ainsi on a Ce = CV; donc 

Bb — B'b'. 

Donc tous les élémens tels que BB' sont parallèles au plan A'AD, mené par 
un élément AA', parallèlement .li un autre élément CC : donc, etc. 

!i2^. Les paraboloides hype^rboliques jouissent d'une autre propriété biea 
remarquable ; c'est que A^' et CC! ét^t deux positions de la génératrice F>g- 3. 
d une de ces surfaces, une droite , mobile sur les élémens A A' et CC de 
manière qu'elle soit constamment parallèle à un plan parallèle aux deuic 
pren^ières direcfriqss ê^C, (i'ÇJ ^ engendrera le mêmç paraboloïde hyper-r 
bolique* 

Nous aUons démontrer cette belle propriété en faisant voir que chaque 
point d'un élément de la seconde génération est sur un élément de la pre- 
mière, et réciproquement : c'est-à-dire que le paraboloïde engendré selon 
la seconde génération, n'a pas de point qui ne soit sur le paraboloïde en- 
gendré selon la première , et qu'il en est de même de ce dernier par rap- 
port au premier , ou que ces deux parabploïdes ne font qu'une même 
$urface^ 

Soit mn une position de la droite mobile le long de AA' et CC. Menons 
par les points C et C des parallèles Ce, Cd à m/i; et soient c et e' les points 
où elles rencontrent le plan AAD parallèle à CC. Enfin, menons Ac et A'c', 
et joignons les points e et e' par une droite ce'; cette droite sera Imtersec- 
tion du plan AAD avec le plan de Fâément CC et des parallèle^ Cçy mn 
ÇV ; donc; elle passera par le point n qù mn coupe AA^ 
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PI c). . Cela pdsé^ prtHonf sur mn uii pfwl qwçïcott<ïUtf 0» Qt çoacevQMi jw 
*'*^* ^ ce point un plan parallèle au plan AATD; il coupera les dir«cCkkw AC, A'C, 
de la prenuei^ géaëmtÎQn , eo 4wx pointe B et B' ; et comiiK9 le plavL AàD 
peut étf« pri& pour le plan directeur de cett^ g^oëratiou» les points B ^% B' 
détermineront l'ële'ment BB', df ccitte rnêoie pi^aiièp« g^ïieratÎQn, Or ^ If 
point apparti^ftt à cet élément : m çffet, si l'on mène les droites Bè, Vb', 
parallèles à m/2 9 elles détenhineront les triangles ABd , MVb'y semblables 
à ACc , k'Cc'i donc on aura ^ ^ 

AR î AC :î hb ; Ac, çt A'B' ; A'C :: A'*/ : A'^r'. 

Mais (222) AB : AC :: A'B' : A'Cj donc 

A6 : Ac :: K'b' : A'c*. 

Maintenant remarquons (pie )a droite m/» ëtant mobile paraUèlement à mt 
plan parallèle aux deux premières directrices AC, A'G', les plans AC^^ 
A'CV, sont nécessairement parallèks. Donc les intersections Àc, AV, de 
ces plans avec AA'D sont aussi parallèles. Et y puisque ces intersections sont 
divisées par les points b et V en parties proportionneNes y il s'ensuit qœ 
les trois points d y n et b^y sont en ligne drorte ; donc le plan des K^nes B^, 
Wb\ contient lés droites BB' et mn ; âme enfin le point , de rélémtiiKt mn 
de la seconde génération y est sur un élément BB' de la première» 

On prouverai de même que chaque point dtin élément BB* de la pre-* 
mière génération , appartient à un élément de la secondie : ainsi tout para-^ 
bolcSde hyperbdfique est susceptible d'être engendré de dieux façons par 
une droite. 

223. H* est clair, d'après ce qmî précède, que les deux directrices et le 
plan directeur d*une génération étant donnés , deux élémens de cetto 
génération,^ et un plan parallèle aux deux directrices données, seront les 
directrices et le plan directeur dte Fautre génération. Et si de la seconde 
génération on voulait déduire la première , on prendrait deux élémens de 
celle-là , et un plan parallèle aux dieux directrices correspondantes , et l'on 
aurait le plan directeur et les droites directrices de celle-ci. D'où l'bn vmt 
que les deux générations se déduisent Fune de Fautre absolument de la 
même manière. 

226. DBS SURFACES GAUCilBS qm^ (mt\ tmh direotnaes linéainef. Si 
Fon impose h h gf néra^ce k condition de toucher constamment mne troi- 
sième ligne directrice-, au^ Keu de'eeH^dJs-i^stev toujours pavaUèleà an plan 
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difectetir, il est dtàt qme ïeê suffaoeB engondrees serôtat encore des surfaees 
gauches , à moins cfuè le^ trois directHces ti 'aient ehtre elles des rdations 
conrenables pour qne deMU ëlenkens consecnliâ soient en général dans le 
même plan (214)- 

227. Soitdono(AB, A'B'), (dD, Ctf), (ÊF, È^F'), les trois directrices cFurie éùrface W. i(. 
gauche, et cherchons la f>osition de la génératrice qui correspond à tcA {rb^nt (M, M*) 
de l'une de ces directrices, de la première, par ekeinple. Pour cela nous pï^etiArôns la 
deuiième directrice (CD, CD') pour hase d'dnéôn« dont le point (M , M') soit le sommet ; 
nous construirons le ppint (N , K) , où la troisième directrice (£F , £'F} percei*a ce cône*, 
nous mènerons la droite (MN, M'N'); elle touchera évidemment les trois directrices 
données , et sera |tor conséquent la position cherchée de la gé&ératrice , ou ^ ce qui re* 
vient au même , un élément de la surface. 

Pour e3.écuter ces constructions, nous prendrons sur la deuxième directrice une suite 
de points (D, D), (a, a^,{h, V), etc. ; par ces pôitits et par le somniet (M, ÏF), non» 
mènerons les droites (MD, Rf ï)') , (JBTa, MV>, (Mè, M'3'), été.; nous constmiroiis les 
points (F, H), (i, >(/*/); etc., où ces droites percent le cylindre rertical FE^ 
nous mènerons^ ]par les projections teilicales H , », /, h\ etc. , de ces points, la courhe 
litfh'k'l„.\ elle rencontrera F'E' en un point Pï'; on déterminera le point N ocMrrespon- 
dant à N', et (N, N') sera l'intersection de la troisième directrice avec le cône dont fa 
hase icst {CD , CD') et le sommet (M , Si'). En effet , le cylindre vertical FE ert couper 
par le oône auxiliaire suivant la ligne ÇFi/kL . . , VLÎfh'H, . •)> mais ce cylindre coxitîdnt 
la troisième directrice*, donc il contient le point (N, N')) où die poK^e le côM; donc 
ce point, situé tout à la fois sur le 66ûe6t sur tecylitidre^ou , ce qui revient au même' 
sur leur intersectioti, cM commun aux deux lignes {Fijbl... , YLi/Vt . . .), (£F, £'F'): 
donc enfin , il a pour projection verticale le point N'. Ce point une fois connu , le point M 
s'ensuit , puis les projections MN , M^N' , de l'élément cherché. 

On construira, par ce procédé, autant de positions de la génâratriée qu'on en voudra^ 
ainsi la r^réseijitatioii de la surface donnée sera facile à obtenir. 

:î28. Si les trois directrices (AB, A'B'), (CD, CD'), (EF, ET'), devien- 
nent à la fois des lignes droites, la surface correspondante sera ce qU'on 
^appelle un h/perboloïde à une nofpe (^). 



« *ii irf 



' (*)- Ce nom* vient de ce qu'une telle surface peut toujotirs être fHX>duite par le moyen 
Jfilne hyperbole. En général, le nom Shypêrholôide se donne à tonte surface engendréo 
par une hyperbole, mobile autour de l'un de ses axes, de façon que les sections pèk-pendl- 
culanves'i'oetaxe soient elliptiques. Si le mouvement se fait autour de Taxe réel, la sur* 
facea deux nappes isolées; s'il se fait autour de l'axe imaginaire, elle n'en a qu'une : c'est 
le cas du n® 228. SI les sections perpendiculaires à Faie immobile sont derec^clèEf, l^liy- 
perbole généi^trice eut <^nstante de ibtirie, el lliyperfk>loïde est de nâvoltilkin & une ou 
à'dènx nappés'X^t^ iSQi 

II.. 
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Cette surÊice jouit d'ane propriété analogue à celle <}ue nous avons dé-* 
montrée pour le paraboloïde hyperbolique (224) • ^'^^ qu'elle peut être 
engendrée par une seconde droite , mobile sur trois élémens quelconques 
de la première génération . 
PI- 0- 22g. Pour démontrer cette propriété, soient AC^ A'C, A"C^ trois droites 

'*'• '^' directrices d'un hypérboloïde à une nappe , et AA", BB'', CC% trois élé- 
mens de cet hypérboloïde. Il s'agira de &ire voir que toutes. les droites qui 
touchent les trois élémens AA'^, BB'^, CC^, ont tous leurs points sur la 
surface donnée , ou , ce qui revient au même, qu'une génératrice mm", en 
se mouvant sur les trois directrices données AC, A'C, X'C, touche un 
élément quelconque 06 y de la seconde génération , successivement suivant 
tous ses points , ce qui exige seulement qu'un élément quelconque mm"f de 
la première génération, rencontre chaque élément ab de la seconde. 

Voyons d'abord comment on pourra construire les élémens des deux 
générations. 

aSo. La directrice A'C et l'élément BB" devant se rencontrer , les droites 
A'B, B^'C, sont dans un même plan, et se coupent en un point D. Mais 
la droite A'B est dans le plan AA'^C; la droite B"C est dans le plan A"C"C ; 
donc le point D est un point de l'intersection A'^C des plans A''AC, A'^CC. 
On prouverait de même que les deux droites A'B'^ BC, se coupent en un 
point E de AC". On voit donc par là que deux droites A'C, BB*, se ren- 
contrant et s'appuyant sur les côtés opposés d'un quadrilatère AA'^C'Ç, 
qu'on nomme quadrilatère gauche y parce que tous ses points ne sont pas 
dans un même plan , les quatre points d'appui A' et B , B'^ et C, forment 
un quadrilatère plan, dont les côtés opposés A'B et B'^C, A'B'' et BC, se 
coupent respectivement en des points D et E des diagonales A"C , AC, du 
quadrilatère gauche. 

Réciproquement, si quatre points A', B", C, B , du quadrilatère gaudie , 
sont tels, que les droites A'B et B'C, A'B" et BC, se coupent en des points 
D et E des diagonales A"C , AC", les quatre points A', B", C et B , sont 
dans un même plan , et ils forment par conséquent un quadrilatère plan d<Mit 
les diagonales A'C, BB", se coupent et s'appuient sur les côtés opposés du 
quadrilatère gauche. 

a3i. D'après cela, étant données les trois directrices AC, A'C, A'C; 
étant donnés deux élémens AA", CC, et enfin étant donné un point B de 
h droite indéfinie AC , on déterminera facilement l'élément BB" corres- 
pondant au point B. En effet , si l'on mène la droite A'B, qui coupe A"C 
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*^ , puis , par le point D et par le point connu C, la droite "DC, Pi* g. 
couper A"C" en un point JB", par lequel passera 1 élément ^'8* «• 
i)ii aurait le même résultat en menant par les points B et C la 
qui couperait la diagonale AC" en un point £, puis par ce 
ic point connu A'^ la droite EA'^ qui couperait A^'C au point B'' 
:ilalt trouver (*)• 
. clément mm' se construira comme BB'^ 

Et si l'on veut avoir une droite ab , passant par un point a de AA" et 
touchant les droites BB' et CC% il n'y aura qu a déterminer le point b de 
cette droite, au moyen des points B, B", et de l'une des diagonales A"C, 
AC", comme on vient de construire B", au moyen de A', C, et d'une des 
mêmes diagonales. ' . 

2^2. Maintenant on remarquera que le point B", d'unéléinent BB'^, se dé- 
duisant de la position du point B , il faut nécessairement qu'il y ait entre 
les diverses parties du quadrilatère gauche une relation qui détermine la 
position du point B". Pour obtenir cette relation , nous mènerons dans le 
plan A^AC , la droite Cx parallèle à A'A'. Les triangles AA'B et BCo:, A"AT) 
et CrD ; étant semblables , nous aurons 

A'A : AB :: Cr : BC, et DA" : A*A' :: DC : Cr. 

D'où nous tirerons en multipliant terme à terme et réduisant, 

A'A X DA' : AB x A'A' :: DC : BC, 

ou . 

A'A X BC X DA" = A'A' X AB x DC. . .(a), 

égalité qui exprime que lorsqu'une sécante DA' coupe les côtés d*un triangle 
A'^AC, ou les prolongemens de ces côtés, leé six segmens A'A et A'A', 
BC et AB , DA' et DC , sont tels .que le produit de trois d'entre eux A'A , 
BC , DA% qui n'ont pas d'extrémités communes , ou , ce qui revient au 
même, qui sont discontinus^ est le m^e q^e celui des trois autres sec* 
mens A*A', AB, DC, qui aussi sont discontinus (**) 



*-' . 



C) Ceâ oonslraotion^ s'àpplictueùritidemmikift: aa pawax4oïaè^;^j^'eriKilî^^ tout 
comme à l'hjperboloïde à une nappe. lien ^t de même (a35) dea. démonstrations qui 
suivent. 

(**) La déinônsiration qtfpn tient de toit est extraite de U^Thiorie des tranaf^ersaleit 
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PI 9- 253 . Dans le triangle A'C^ ; ; cofipé ^ là lécajAe BIT, on 'aura dOîic ; 

^'* '• en écnrant d'abord le second niémlMi'é'^ : ■ • > 

A'S" >^ ce X PG c= BT'' X ce X DA^ . . (ô). 

• • • « * 

Ce qui donnera> en miEltipltèmt led dêtax ^alités {a) et (^) meitibfe à 
membre^ 

A'A X A'B^'x C'C'X BC x DA'x DC=A'À'x B'^Cx Ç'Cx AB x DÀV DC, 

; ' - . » ■ . , 

• . ... 

OU, en supprimant !e facteur connntiii' DA* x Dt7, et ea mettant les lettres 
dans l'ordre où se suivent les grandeurs qu'elles désignent , 

• • • . f 

AA' X A'B» -xC^Gx CB= A'A" xB'C x C'C x BA. . . (c). 

w • • • • t 

Et comine cette égalité est due à la suppression du Eactear DA^ X ^ÔÇ , on 
remarquerai qu'elle n'aurait pas lieu si la sécante VC^ coupait la diagonale 
A'C en un point Jf dîflFérent du point D , car ce facteur serait alors DA* x D'C 
pour le premier membre , et DA' x DC pour le second. 

Nous conclurons de là que par cela seul que les deux sécantes DAV 
DB^, sont menées par un même point D de AX, ou , ce qui est la même 
chose , par c^ fculque les. quatre points. A^.B^ C',: V-^dun quadrilatère 
gauche , forment un quadrilatère plan ^ le produit des quatre segmens dis- 
continus AA'> A'B*, &C', CB, est égala ceîiat des quatre autres segmens 
aussi discontinus A'A% B^C, .C'C,vBA, et réciproquement (*). 

2^4' Cela posé ', nous reiùarquerons que de Quelque manière que A'C 
divise les côtéç A A'', CCT, on.^XfK fCFitjîOUfis \ t 

M' L^ jÇ^G y>v 

• I'.' J i • . .».''. -t' 



nombre 



AA' X d^r a=;) X ce X A'A', 

• ••#•.■■ ,■ ' • ■ • 

1 'J D. • -L.^.^ •, Jl ik-ài! yt ij, ' ^^^ G)C. 



cette valeur de AA' x C^C" dans l'égali t é je) ^ nous aurons 

i? X A'f^x:C;C;0< ;A^B^-<|<ffi:« X C C x BA, 

■ . --/•^. .,1.: iM. t>,li ofr:^ ■■ -y.! K>U^ .; i' » . . ■^' • 






(^) La maaièfe doptcç tjiéorème rient d'être déduit de celui du. triangle, est 
• la Correspondance ^éte Sï^Iïacîieiiej tome tll', page 6) article ^e SLChasIés. 
Le même ourrage, tome II ^ page 44^ > donne la démonstration du x&mI^ 



tlc^de 



-oui» W, )(é4ui8*»t .-r :;:,-;;■■:. .'.Kî!.- ,;:• :!■; :■•. ' ■!! ^ . ■ .1 

.. >xA'B'xCB,=:ï:J8.'C::î,c3A,- 



« .'" » 



• / 



ce qui donne Fégalîté ' 

laquelle nous apprend que le point B', où rëlément correspondant 'atr point 
B i^iq^uie sur la droite A'C*, est place sur cette droite de telle sorte que 

AB' .' . A*É' *. 

le quotient de ^^ divise par pg^. est. le même nombre p qui est le quor 

tient de -rrrru dmse par 7^777. 

Donq mm'^ étant Télement qui çorresipond au point m^ on aura, 

• ■ . ■ . • ■ ■ 

• Awi A yP' 

De même si oB est lUie droite qui tcAidhé AA'^ BBf et CC, elle sera dans 
V le même cas que BB' iKmchant ÂC, A'C'^ A'^C'^ ce qui donnera 

Aa Cb 

Tirons tes valeurs de p de ces deux dernières égalités; nous trouverons 

_ Ajn X m'C __ AaX.bC 

^ "" A"/»' X mC* f''~ CbX a\" 
D'où restât» 

Am X m'C Aa X éC" 



A"w' X,»C"~ €ô X.«A*"» 
OU ; : . 

Am X Ç* X Cm' x A'a == A<i X AW x Cb X Cm. 

Et comme cette égalité me penlf ayoir li«it (niSI) qu'autant que le qfuadrila^ 
tère formé par lea quatre pointe a, m^ b^ mf, est an quadrildère ]:dan ^ il 
9'«Mi|it que les deu^s droites oé^^ mm'^ se coupent : ce qu^ fallait démoiiM- 
tre9(âa9). 

235. Nous ferons observer que le nombre p étant quelconque, les deux 
dBoites AAi*^ CCT^. qos s aj]^9nt snr< les Im» dîrectrae8& AC y A'C^, li^\ 
sont coupées pan AfC dTwBB! zDaBièj^ arbitraire , en sorte que Feqoatîovi (^ 
WassQjettit les: droites: dottHées-àiasBCimc» ooMKtioa' spéciale. 

.Si p^f au 1b9u d'étnsr quelanufoe^ était égal h l'unité, on aurait 

• ■ > 

km ATwr 
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d'où Ton voit que la surface en question serait un paraboloïde hyperbo- 
lique (223). Ija double gehératîon^e cette surface résulte donc, comme 
cas particulier , de celle de Thyperboloîde à une nappe. 

Il est intéressant de vérifier la belle propriété que nous venons de dé- 
montrer sur une variété d'hjperbôloidé qui 'sera souvent employée dans 
•lamte*- . 

236. Concevons dans l'espace deux droites quelconques , et imaginons 
que l'une serve d'axe , et l'autre de génératrice, à une surface de révolution. 
Cette surface , ainsi qu'on le démontrera bientôt (241), sera de Fespèce des 
hyperboloïdo^ à une nappe , et appartiendra à la variété de Ces surfaces que 
l'on appelle hyperboloïdes de rçi^olution à une nappe (452 i^ote). 

237. Prenons pour plan horizontal de projection un plan perpendiculaire 
à celle des droites données qui <loît servir d'fixe ; et pour plan vertical un 
plan parallèle à l'autre droite (c'est-à-dire parallèle à la génératrice ) , et per- 

Pi. 9-^ pendiculaire au plan horizontal, D'après cela, soib(A, A'B') l'axe de révo- 
lution, et (CD, CD') U droit0 génératrice. Chaque point ^e (CD, CD') 
décrira un cercle horizontal dont le centre sera sur (A , A'B') ; l'ensemble de 
ces cercles formera la surface en question, et deux positions consécutives 
de la ^génératrice auront leurs points correspondans séparés par des f^rcs 
circulaires horizontaux ; Jonc ces positions n'auront aucun point commun 
entre elles; donc elles ne seront pas dans'hn méitie plan, car il est clair 
qu'elles ne seront pas parallèles : donc enfin , la surface engjendî^e serji 
tout-à-la-fois gauche et de révolution. 

238. Parmi les cercles de cette surface, il y en a un remarquable; c'est 
celui qu'engendre l'extrémité (L , L') , 4e la ligne de plus courte distance 
(AL , L') , comprise entre l'axe et la génératrice. Ce cercle est évidemment, 
de tous ceux de la surface , Celui dont. le rayon est le pli^s petit; sa projec-r 
tion horizontale est la circonférence iq6L\, et sa projection verticale la 
droite Vo\ parallèle à la ligne de terre» Il est évident qu'il occupe la |ûrtie 
la plus étroite de la surface, et on le nomme, par cette raison, \e. cercle de 

la gorge, 

239. Décrivons le cercle (CED, CD'), engendré par la trace horizontale 
(C , C) de la génératrice , et menons par le point (D , D") > oix ce cercle 
est rencontré par la projection DC de cette même génératrice, la droite 
(DC , D'C), qui a même projection horizontale que (CD, CD'), et qui fait 
avec le plan horizontal le même angle que cette dernière droite. Il est 
évident que l'axe (A , A'B') sera ^tué de Ig même manière pjir rapport à 
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(CD , CD') et par rapport à (DC, D^G^; donc , si Fon mène uii plan qnet ^ 9- 
coàquèperpéndicalaire k fiaxe de révolutton, il conpeira les droîtes(C3), C'D'), '^' 
(DC, jyC) et (A, A'BQ, suivant trois points , tek qne les deux premiers 
soient également distans du troisième^ et tels, par conséquent, qu'ils 
appartiennent à un même cercle , décrit de ce dernier point comme Centre. . 
Donc, si Ton fait tourner la droite (DC, lyC) autour de l'axe de révo- 
lution^ chacun des points de cette droite engendrera un cercle , déjà en- 
gendré par un point de la droite (CD, CD'); donc la droite (DC, WC), 
engendrera dans son mouvement la surface de révolution dont nous nous 
occupons. 

Cette surface est donc susceptible d'être engendrée de deux manières par 
le moyeu d'une droite. Et comme on peut supposer que les deux généra- 
trices (CD, Cjy), (DC, D'C^), soient en mouvement en même temps, et 
de telle sorte que le plan projetant CD tourne autour du cylindre vertical 
loL, auquel il est tangent, en les emportant toutes deux avec. lui, il est 
aisé de voir qu'aucune position de la première ne se confond avec aucune 
position de la seconde. 

2^0. Mais toutes les positions de la première rencontreront chaque posi- 
tion de la seconde , et réciproquement. En effet , prenons pour exemple 
1 élément (DC , D^C) de la secondé génération , et faisons mouvoir la pre- 
mière génératrice (CD, CD') autour de (A, A'B'); je dis que chaque posi- 
tion de la droite mobile coupera la droite (DC, D^C*). Pour le prouver, 
supposons en premier lieu que le point (C, C) soit venu sur le cercle CED , 

_ r • 

en un point .quelconque (E , e), tel que les lignes CD, EG, .tangentes à 1^^ 
circonférence iqoh , se croisent sur le côté droit de AA' ; la droite (CD, CD') 
jaura la position (EG , eg). Or, les deux lignes (LC, L'C^), (oG, o^g), setrou- 
•veront sur la' partie de la suii&ce située au-dessus de la gorge (oqiïj, o'i')\ 
donc elles se rencontreront en un point (/i, n'); donc l'élément (DC, D'C), 
sera rencontré par félément (EG, eg^). Supposons en second lieu que le 
point (C, C) soit arrivé en un point (I, D*) de CED, tel que la génératrice 
(CD , Cny) ait la position (IK , D'C^), parallèle au plan vertical : les élémens 
(DC, DX*'), (lit, D'^C) , de deux générations différentes, seront parallèles 
entré eux ; donc ils se couperont à l'infini. Enfin , supposons que le point 
(C, C) vienne occuper un point quelconque (E', ef) de l'arc BDGC j la gé- 
nératrice (CD, CDO aura la position (E'G'^ e'g')i les parties (DL, DT'), 
(E'Z, e'i'), des deux élémens (DC, jyÇ), (E'G'; efg'), seront sur la pprtion 
^ |5urf ape i^çjriwiffip ajui cercle de,U g<;irgft^.4pnc ces de.^x plémeps «e cou- 

1% 



i*L 9r peront en qq point (m^ m^). Donc toattt les poêitions de 'ki|tremiei^ g^onë- 
^ ratrice (CD, CD'), coupent l'élément (DC, ly'C?^ de la seconde fgéaénûoo; 
mais cet élément na rien de particulier sur la surfiice : donc, etc. 

Nous ferons remarquer en passant que le point de rencontite (Lfl/), de 
la droite (DCyD'V) et de la génératrice (CD, CD'), s'éloigne de plus en 
plus de sa position pnmitiire, en s'éleyant sur (LC, l/C) , k mesure <pie 
le point (C, G) s'avance vers le pmnt I, par les points K et £. Lorsque 
(C , C^) est en I , le point de rencontre est à Tinfini sur (LC, LC^, et à me- 
sure que ce même point (C, C) s approche par D et G de sa position pri^ 
mitive C, le point de rencontre en question , mobile alors sur (LD , Uty% 
se rapproche peu à peu de (L, L'), et vient enfin coïncider avec ce point , 
au mcMnent où la génératrice termine sa révolution entière. 

24-1 • De ce que chaque position d'une géûératrice coupe toutes les po-* 
sitions de l'autre , il s'ensuit que si l'on prend trois élémens d'une généra*- 
tion , et qu'on demande l'élément de l'autre génération mené par un point 
donné d'un de ces trois élémens , la droite qui touchera ces trois mêmes 
élémens , et qui passera par le point donné , sera l'élément demandé. Donc, 
si l'on £iit mouvoir une droite sur ces trois élémens , elle occupera suc- 
cessivement toutes les positions de la seomde génératrice ; donc enfin , la 
sur&œ dont nous nous occupons est de l'espèce dés hyperi>oloîdes a 
nne naLffjpe (22S). 

Et, comme on peut prendre les trois élémens directeurs, à volonté snr 
l'une ou sur l'autre génération de cette surface , nous en condurons (ce qu'on 
savait déjà) qu'elle peut être produite de deux manières par une droite en 
mouvement sur trois droites. 

La suite nous familiarisera encore avec les surfaces que nous venons 
d'examiner ; l'essentiel pour le présent , c'est qu'on ait une idée claire de 
leurs générations. 

24^ Des suBFàGis gauches eh Géh éhal. n est abé de Toir, diaprés ce qpi préoUe , 
^uesiroB &iflaitmoiiTcnr une droite sar deux ooorbes,defaçonqae sa partie oompriseentre 
dtet fftt d'une longEewr ioTariaUe, ou que son angle atec un plan connu fûtoonsCant, 
ou qu'élis rencontrât l'une de «s deux direetricessdusnn angle donné y ete.,ou ^Vmb 
fit mouvoir sur trois suriaoes y ousur une courbe et deux snrfiicesyou sur uneuarftcBCl 
deux courbesi ou sur deux snr£Mes en ûJsant un angle connuaTcc un plan domiAyClD. , etc* ; 
diaqne mode de mouTement de cette droite j donnerait , sauf desexceptionsparticuUères, 
un nouveau genre de surfaces gauches. 

Nous n'entrerons pas dans le» détails o& nous condotraît Pexamen de ces divers geAres ; 
h plttpartd&entpend'ifilëfl^,elilserardMlleurtquettioudamleGomplétteat(^^ 
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«[«ceux qui |ip4ionfmit nnolcpMf nUlitf ■ inai0a?ântii'allerpliialoiii| iioii»aUoAsdéaiQiQtrer 
une propriéié qUi aeea fréqjBenttieot employée par U suite. 

243. Voici cette propri^ : Si Pcn /hit tourner un plan autour ci'un élément S. d^un^ 
eurfbce gauche^ il s^ra , en général j tangent àcêtte ewfacej dana chacune des poeitione 
qu'il occupera j jmù^atU un poin$ de" l'élément JL 

Consiâ&roDSWie position P du plan dont il 8'agit. Soit K% K' , &* . • • une suite d'âémens 
delà anrfaoe gauche y situés au-^là de FélémeniK.; soit'K^.'&y 'K, elc.^ une suite d'élé- 
mens de la txime surfaoe , situés eu-'deçà deK , et i(uppoaons qpe tous ces éiémenasoienf 
consécutifs et placés sur la surface da^ns l'ordre • f • *&, 'K/KyK ,&%&'> K". •• , indiqué 
parlesaccens. 

A pioins de drcoDstances particulières , le plan P ne sera parallèle à aucun de ces élé- 
mensj ainsi , il les coupera tous, lauf l'élément K qu'il contient, suiYant une suite de 
points... "k/ k^'hfV fh" ji*.,. ^ infiniment rapprochés' les uns des autres » el i9onnan( 
une courbe . • . Vi'kk'k'if' . • . Mais les points 'k et 1/ serontdedeus c6t es opposés de l'^é- 
ment K ; donc la partie infiniment petite 'kl/ de la oonrbe. • • "k'^kk-lfl^ « • • coiipera 
l'élément K en un point 

Nommons k ce point; je dis qu'il sera le point de contact du plakk P et de la auriace 
gauche : en effet , la courbe • • • "Vk'kkVk'k'' • . • est dans le plan P \ donc ce plaajcontient 
la tangente k cette courbe en k : mais il contient aussi l'élément K, qui est lui*mème sa 
tangente; donc il contient les tangentes eakk deux lignes qui se croisent par ce point sur 
lasurfaoedonnée (148): donc, ètCé : > 

Il en sera ainsi pour les autres positions du plan mené par l'élément K; ainsi y en général f 
ce plan dans toutes ses positions touchera la surface dontiéch 

a44* ^^ comme la courbe. . • . ''k''i/kkk'i''k''» , .. Tariera selon la position dn plan P > il 
-est clair que lorsque ce plan tournera autour de l'élément K le point de contact k se 
^nouTra le long de cet élément 

2.^5. De la propriété qui Tient d'être démontrée, <^ de la démonstration que nous en 
savons donnée (^4^)} uous conclurons en général , premièrement, que tout plan tangent à 
une surface gauche est aussi un plan coupant de cette surface; secondement, que si 
J'onreut avoir un plan tangent à une surface gauche, il ne s'agira que de mener ce plan 
par un élément de la surface; troisièmement enfin , que si l'on construit l'intersection du 
plan et de la même surface , le point où cette intersection coupera l'élément sera le point 
de contact 

Jl j a toutefois des cas particuliers oà le plan tangent touche la surface tout le long de 
l'élément qu'il contient (334 ®^ ^^9) ' ^ propriété générale dont il s'agit est alors en 
défaut. 

a46. Il peut arriver aussii|tte le pUà cooptnt sent taiigent i Pînfini ; dans. oatas» on ne 
peut pas dire que la courbe • • ."k^k'kkk'k'k' • . • n'existe pas , mais seulement qu'elle est 
située à une distance infinie y et la propriété générale est véritablement satisfaite. 

Supposons, par exemple , que la surface donnée soit un paraboloïde hyperbolique (2^1) , 
wet concevons que Te plan P tourne autour de Vêlement K, à partir d'une position initiale 
quelconque. La conrbe • • • '^Vk'kkVk'^k^ ... ne sera autre chose que le* second élément 
du jMabokpde^ e| l'meiiwe qtiale^^lM P ^ppM)htim d'allé fixiiAèléiau- jpftin«ftefe«r, 
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sécutives , généralement parlant , se touchent ou se coupent sur une enye^' 
loppée, comme deux enveloppées consécutives se touchent ou se coupent 
sur Tenveloppe. 

La suite de tons ces points d'intersections consécutives , ou de contacts 
consécutif 9 forme sur Tenveloppe une courbe particulière remarquable, 
qui touche toutes les caractéristiques , comme l'enveloppe touche toutes les' 
enveloppes , et qui a reçu le nom S arête de rebroussentent. 

^5:1. Les arêtes de rebroussement sont, comme nous allons en voir un 
exemple (264) et comme nous le démontrerons par la suite (747) > des lignes 
apparentes des enveloppes , suivant lesquelles se réunissent par un véritable 
rebroussement deux nappes (i55) distinctes de ces surfaces. 

L'une de ces nappes est formée par l'ensemble des parties que les carac- 
téristiques ont d'un côté de l'arête de rebroussement , et l'autre nappe, par 
les parties des mêmes caractéristiques situées de l'autre côté des points de la 
même arête. 

253. DES SURFACES DÉVELOPPABLES. Parmi les diflFérentes sortes 
de surfaces enveloppes^ il y a un genre bien remarquable et bien utile 
dans les arts : c'est celui des surfaces dés^ehppables. 

On appelle ainsi les surfaces qui , étant supposées fleicibles et inextensi- 
bles^ sont de nature à pouvoir s'appliquer sur un plan, au moyen de sim-^ 
pies flexions, sans déchirure et sans duplicature. 

^54* D'après cela^ si un plan se nieut dans l'espace en restant assujetti à 
une loi déterminée , il est facile de voir que l'enveloppe de son mouvement 
sera une surface développable. En effet, la première position de ce plan 
sera coupée par la seconde suivant une droite; la seconde sera coupée par 
la troisième suivant une seconde droite ; la troisième par la quatrième sui- 
vant une troisième droite , et ainsi de suite , en sorte que l'enveloppe sera 
composée d'une infinité d'élémens plans, compris chacun entre deux droites 
communes à ses deux voisins. Cela posé, concevons qu'un premier élément 
plan tourne autour de son latersectloh avec'le suivant, pour se rabatbce.sur 
le plan de ce dernier ; que le plan formé par ces deux élémens tourne au- 
tour de l'intersection du second avec le troisième , pour se rabattre sur le 
plan du troisième ; que le plan de ces trois premiers élémens tourné autour 
de Imtersection du troisième et du quatrième , pour se rabattre sur le plaa 
de ce dernier, et ainsi de suite, on verra que l'enveloppe du plan nK^ile 
est susceptible d'être appliquée sur- un plan , sans qu'eUe se déchire ^t sans 
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: qu'elle se dodble ^ et que cette enveloppe est par conséquent une sur&oe 
développable (a55J. i 

• 255. n est visible aussi que pour qu'une surface soit dévelopipablé ^ il 
faut qu'elle isoit composée d^élëmens plans ^ unis par des bords indéOnis en 
ligne droite : ainsi > l'enveloppe des positions successives d'un plan tnobile 
est une surface développable; et^ réciproquement^ une surface développable 
est l'enveloppe d'un plan mobile. 

:i56. Le plan étant donc l'enveloppée d'une surface développable quel- 
conque ^ il s'ensuit que la caractéristique de ces surfaces est toujours une 
droite. Et comme deuit caractéristiques consécutives d'une enveloppe sont 
toujours sur une même enveloppée ^ deux droites élémentaires consécutives 
d'une surface développable sont toujours sur un même plan , et se rencon- 
trent par conséquent en un point. La suite des points d'intersection des ca- 
ractéristiques consécutives forme sur chaque surface développable une 
courbe particulière , qui est l'arête de rebroussement de cette surface. 

25 j. Cette arête touche les droites élémentaires de la surface^ comme la 
surface touche les positions du plan mobile ; car chaque caractéristique 
ayant deux points consécutifs communs avec l'arête de rebroussement^ sa- 
voir : celui où elle est coupée par la caractéristique précédente , et celui où 
elle est coupée par la caractéristique suivante^ il en résulte que chaque ca- 
ractéristique ^ ou^ ce qui revient au méme^ chaque droite élémentaire de 
la surface^ est tangente a l'arête de rebroussement. 

258. Chaque élément est divisé en deux parties par l'arête de rebrous- 
sement ; et toutes les parties situées d'un même côté de cette arête for- 
ment une nappe de l'enveloppe. D'après cela , toute s ur£ace développable 
est^ généralement parlant, composée de deux nappes, qui se réunissent 
suivant ce qu'on appelle son arête de rebroussement. 

25g. La loi du mouvement du plan mobile peut être donnée d'une infinité 
de manières : ainsi , on peut assujettir ce plan h être constamment normal 
à une courbe donnée , ou tangent à deux surfaces données, ou k to^cher 
une surfiaice donnée suivant les points d'une courbe connue sut cette sur7 
face , etc. , etc. 

260. On peut concevoir aussi qu'une surface développable quelconque 
soit engendra indépendamment de son enveloppée : car si l'on fait mou- 
voir utie droite de façon qu'elle soit constamment tangente à l'arête de re- 
broussement i» cette saiface.> deux positions conséditives de la droite 



gS mVBE II. SURFACES COURBES.* 

PI. i5. êîtioD qae la cooAe ëupérieareGHIJA est ^ue, aitisî <|iie la nappe corretpondaiite àxsette 
courbe. La distinction des parties pleines et ponctuées 4es iigoes del^puve» en profeotion 
horizontale , s'ensuit tout ^natuf élément. Quant à la protection Tertîcale^>elle ne:pré«Qnte 
aucune cliffî<^lté. 



268. DE LA REPRÉSENTATION des erwehppes; des surfaces de 
tion comme enueloppes ; etc. ^Nous n'avons -pas parle joaqu ici des moyenft de 
Tepr^9enter une enveloppe; mais 3 est facile de voir qu'on doitconsid^r 
^ la caractéristique cconme une génératrice , construire un nombre suffisant 
de ses positions , et en déduire les traces de l'enveloppe et les contours de 
ses projections, 

La planche 1 5 et les figures 2 et 3 ^ pi. 12.^ ofirent troiis exemples de re- 

•présentations d'enveloppes. Ce qui a été dit plus haut (265-^1167) éclaînài 

isuffisamment ce qui est relatif au premier; et pour que Fou entende bien 

ce qui concerne les deux autres , il nous suffira de faire voir comment chaque 

surface de révolution est susceptible de plusieurs générations à la manière 

des enveloppes. 

PI. 12, 269. Soit (0, O'O") Taxe d'une surface de révolution, et soit (j^', 

F)g>3. liifiifxn*. .nfx'v'mfu') la méridienne de cette surface. Menons par un ipoint 

tot une tangente mq k cette méridienne , et imaginons que la courbe^ la 

tangente se meuvent en même temps autour de l'axe de révolution ; il est 

clait que la courbe engendrera la surface donnée ; que la tangeiite eiigen- 

drera une surface conique droite , dont le sommet sera en (0 , q) , et.gue 

ces deux surfaces se toucheront suivant le cercle mm'. Or, si l'on imagine 

que le point m se meuve sur la méridienne ,. il est évident qu'il .correspondra 

à chacune de ses positions une ^sarface conique droite , analogue à cellerdont 

le sommet est en (0, ç);'que deux surfaces coniques consécutives «e- con- 

|terônt suivant une caractéristique circulaire mm',' et que l'ensembfe de ces 

caractéristiques formera la surface donnée. Donc cette surface n'est autre 

chose que l'enveloppe du mouvement d'un cône droit, dont l'axe est Taxe 

de Tévolution>, eX dont la génératrieeest la tangente m(/ de la méridieojoe* 

270. Far un poiiit quelconque . ?/ de la. méridienne,, meuoœ Jba iMirtiMle 

nfrde cette méridienne, et duipoint r, intersection de nVxetde.OTO^ 

cenume centre, avec nfr'c&mxne wiyon, décrivons le cercle nsthf.îSïf^ 

dair qu e c e x:etcle-et la. méridienne lam txn^^.iùc'v'nù/.f se tûucheiûnkeji 

7% et n' i donc, si l'on imagine que le système du cercle et de la méridienne 

tourne autour4e l'axe de rëvi^lution , le cerde engendrera une spbère^ la 

méridienne engendrera la surface donnée ,, et ces deux sut&ces se touche— 
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ront stiÎTstht le cercle nri. Si donc on snppbse que le point il' se menvc 
sur lim^s/x^n! ^. il correspondra une surface spbérîque à chacune de ses 
positions ; ces surfaces consécutiyes se. couperont suivant i.^. caroctéria^ 
ticpies circulaires nri^ et Feaveloppe de ces surfaces sphériqueis sera<la sfiùo 
&ee donnée» 

27 1 . Imaginons maintenanl: que k mériifienne (7^, umvxn . . . nfûcfv^mfu!) 
soit k base d'un cylindre droit , dont k génératrice soit une ligne droite 
constamment perpendicukîre au plan yj^; il est clair que ce cylindre et 
k surface 'donnée se toucheront suivant la méridienne jk^*'. Or,. ijBiaginons 
que cette méridienne se meuve autour de l'axe de révolution , et (fu'elle 
emporte axec efle le cylindre ea question ; il est évident que ce cylândre 
prendra une infinité de positions, qui se covperoni! consécutÎTement d^rast 
à deux suivant des méridiennes : donc l'enveloppe décrite ne sera autre chose 
que l'ensemble de ces méridiennes, c'est-à-dire. que la surface donnée. 

:272* Il nous arrivera souvent de considérer une surface de révolution 
comme l'enveloppe d'un cône droit, vertical et variable. deibrme,.nKobile: le 
long de l'axe c<mimun à k surface et au cône ; ou comme l'enveldppe! d'une 
sphère mobile sur l'axe de révolirticm^ et varkble de rayon ; oh enftn 
comme l'enveloppe d un cylindre horizontal constant de forme et mobile 
circukirement. 

Dans quelques problèmes, on pourra substituer à une surface de révolu- 
tion son enveloppée, conique, sphérique ou cylifldri(|ue ; et comme il sera 
facile d'opérer sur l'enveloppée , on se trouvera conduit , par les propriétés 
des enveloppes , à mx moyen de solution extrêmement utile (354 — 556, 
375-377). 

373. Quoique la génération des enveloppes paraisse îoft abstMte, ellb est oepeodafdE 
employée par beaucoup d'artistes, particulièrement par les tourneurs et par les fer- 
blantiers. 

Les derniers savent courber une feuille de fer-blanc autour d'une suite de droites, 
situées sur cette feuille, et tellement disposées que le plan de la feuille se cbange en une 
surface développable, dont ce plan, pendant le travail, est l'enveloppée mobile. 

Les tourneurs finissent leurs ouvrages avec un instrument dont le taillant est une 
droite. Lorsqu'ils travaillent, ce taillant décrit, par rapport à la surface de révolution 
qu'ils veulent exécuter, une enveloppée conique de cette surface, et c'est en variant con- 
venablement la direction de l'instrument, que les différentes zones des enveloppées se 
fondent imperceptiblement les unes et les autres avec la surface à faire. 

274* n est clair, d'aprës cela , que l'habitude doit donner aux ouvriers tourneurs et 
ferblantiers quelque idée de la génération des enveloppes ; mais ce qui paraîtra peut-être 

i3. . 
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surprenant^ c'est qu'ils en ont un sentiment très délicat, et que c'est ce sentiment qui 
leur fait connaître, à la simple inspection d'une surface, s'ils peurentou non l'exécuter. 

Ainsi y en supposant qu'on ait rassemblé des modèles de surfaces déyeloppables , de sur- 
faces de révolution, et de surfaces gauches (^) , et qu'on demande à des ferblantiers et à 
des tourneurs intelligens de trier toutes celles qu'ils peuvent exécuter, on conçoit que le 
ferblantier mettra de côté toutes les surfaces développables, le tourneur toutes les surfaces 
de révolution , et qu'aucun des deux ne se chargera des surfaces gauclies. 

275. Or, les surfaces gauches sont le résultat du mouvement d'une droite, comme les 
surfieices développables : à quoi donc le ferblantier distinguera-t-il les premières des der- 
nières? le voici. Dans les surfaces gauches, la droite mobile n'est qu'une simple généra- 
trice, et, dans les surfaces développables, c'est une caractéristique placée sur une petite 
zone plane infiniment étroite , qui donne le sentiment de l'enveloppe , et qui indique au 
ferblantier qu'une enclume cylindrique ou conique pourra être substituée à cette enve- 
loppée, et servir à ployer une feuille de fer-blanc convenablement pour en faire une 
surface dévdoppable. 

De même, une surface de révolution peut être produite par le mouvement d'un cercle, 
comme toutes les surfaces cylindriques et coniques à bases elliptiques (**) : mais le cercle 
mobile n'est, dans ces surfaces, qu'une génératrice ordinaire, et, dans la surface de ré?o- 
lution, il est la courbe de contact de l'enveloppe et de l'enveloppée, c'est-à-dire une 
caractéristique. Or c'est cette caractéristique qui indique au tourneur <}u'en faisant 
décrire à son ciseau , par rapport au corps à tourner, des surfaces coniques droites, œ 
ciseau> conduit avec intelligence, produira leur enveloppe, et pourra oonsèqaemment 
servir à exécuter toutes les surfaces de révolution possibles, tandis qu'il ne peut pas servir 
à exécuter des surfaces développables qui ne seraient pas de révolution. 

On conçoit par là que le nom de caractéristique ^ choisi par M. Monge, aaqvel on doit 
ces observations, est tout-à-fait convenable. 



{*) Nous «apposons qaMl n'y aie pas, parmi ces modèles, de sarface à Ja fois gauche et de réfolodon, on 
à la fois développable et de revolation. 

{**) Une sarface conique ou cylindrique à base elliptique peut toujours être coupée mîvint des cercle 
par deux systèmes de plans parallèles (6o5 et 5}i). 
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376. D'après ce qu'on a ra précédemment, il est facile de concevoir qu'un 
plan tangent peut être mené par son point de contact ^ supposé donné ; 
par un point pris arbitrairement dans l'espace j parallèlement à une droite 
donnée ; par une droite donnée ; par un point donné et tangentiellement à 
deux surfaces données ; tangentiellement à trois surfaces , etc. , etc. 

Il suit dé là que la question, de mener un plan tangent se présente sous 
plusieurs formes , selon qu'on donne , premièrement , le point de contact 
du plan cherché ; secondement, un point qui appartienne à ce plan; troi- 
sièmement , une droite à laquelle il doive être parallèle ; quatrièmement , 
une droite qu'il doive contenir ; cinquièmement enfin , plusieurs surfaces 
^ qu'il doive toucher. 

Chacun de ces cas, qui sont les plus usuels, va faire l'objet d'un des cha- 
pitres suivans.. 



*MA^^^«W^«WM1 



CHAPITRE PREMIER. 

Des plans tangens dont le point de contact €st donné. 

277. JNous nous donnerons ordinairement lé point de contact par l'une de 
ses projections , et nous déterminerons l'autre projection de manière que 
ce point soit sur la surface donnée. 

2j8. On a vu, n? 147 , qu'un plan tangent en un- point d'une sur&ce 
passait par toutes les droites tangentes en ce point aux lignes quelconques 
situées sur la surface. Oir , si parmi ces lignes il y a une droite , cette droite 
sera elle-même sa tangente ; donc elle aura tous ses points compris dans le 
plan tangent. 

ajg. Nous coaclurons de là que lorsqa'tiiie auriace ert engendrée par 
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le mouvement d'une droite j comme les surfaces cylindriques , les surfaces 
coniques , les surfaces gauches et les surfaces dëreloppables, le plan tangent 
en un point de cette sur&ce passe toujours par la position de la génératrice 
qui correspond à ce point. Cette propriété est d'un usage fréquent ^ et l'on 
en va voir l'application dans plusieurs des problèmes qui suivent. 

a8o. Problème i''*'. On donne une suif ace cjrlindrique , on donne la 
protection horizontale dun point de cette surface j et Von demande le plan 
tangent qui correspond à ce point. 
PI. iG. Soit Qnnpq, m'n'p') la directrice de la surface donnée , (arf, aVf) sa gé- 
nératrice, et g la projection horizontale du point de contact par lequel il 
faut mener le plan tangent demandé. 

Il s'agira d'abord de construire ce point : or , il sera situé sur un élément 
de la surface , et cet élément aura nécessairement pour projection hori- 
zontale la droite gk parallèle à ad. Ce même élément sera donc dans le plan 
vertical gk, mais ce plan coupe la directrice en (m, m!) et (n, n'); donc, si 
l'on mène par ces points les droites (ng, ^'s)^ (P^Sf ^'S^y parallèles à 
(adf a'd), l'élément qui contient le point cherché sera l'une de ces djpoiles : 
donc le point cherché ^era l'un des deux points (g, g'), (jg, g"). 

Ces deux points satisferont également aux données du problèaie pcoposé, 
et ce problème aura conséquemment deux solutions. Comme elles s'obtien- 
nent de la même manière , il nous sufBra d'en construire une , celle par 
exemple qui correspond au point de contact (g, g'). 

On sait déjà (279) que le plan tangent cherché passe par rélément(/ig', n'g') 
mené par le point (/^, n'), et l'on en conchira que la trace horizontale de 
ce plan passe par le point k, et sa trace verticale par le point /'. 

281. Maintenant, je dis que tout plan tangent en un point d'une surface 
cylindrique est tangent à cette surface tout le long de l'élément qui passe 
par ce point; c'issl>-à-dirs que le plan tangent d'une surfece ejrHndriqiije a 
une kifimté de poînts- de csontact qui sont tous les points de tVJlmieBt qu'il 
contient. 

' Bu-effial, Boit'S une surânee c^lmd^ique quelconque; ^t 9 sa'cBrec- 
trice ^vsoit K un^pomli quekoiiq«e de la directrice t T k tangents Si ceMe 
dinefdiriee suivant le point. K;* E Mément indéfitm de ht MrAicé'8, itfëilé 
par fe|Mnqt K ; et soît en(k» P le plan cpi passe pa,r FélémetltSeé parla 
tangente T. Le plan P sera tangent en K à la surface S (148^ et 1*79}*; là 
directrice I^ et satangimte T Mppoaf m élément Unéam^ iAAË&Qent petit 
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commuii >OTilara dU»;^)*} tdonc >toulmi les fM>sitioi^ de h^néhfttrîce, qui pi >^* 

^Irac cette sucfâce icft ce pilm «ie t^ucheraâft tscdyant nmè zeûe infitument 
lébNÛle y situeé^l^ long jde Ëâ^nMat E , et ^jrazM; eonutee ^t dément une 
AoDgtteor ÎMiéfliue. fiittis -Cdtte zione ne «éra autre chese qu'une -svAie ée 
dBfiicettes de ia.9iiitfa€ii^'S> «:kuée$ le'loûg ^ Tëléàieirt E ; donc le plan P sera 
^asgent k cette sqrfeet >8urfailt Mvs les peints ^è Telément E {i4^) : ce 
qu'il fallait démontrer. 

!&2^ U^vàlt de oeftie ^rajftriélé ^pud pour airoir le f>Iam tangent demandé^ 
il »e :s!si^n f^iie de jnener ip^r la dmUe (ng^ ^'g^)'9 ^^ f^^^ tangent ^en 
(^ .n!)ik la auc&ce^dfinnee; lor te plan passera par la tangente (/^^ ^^«^0» 
menée jcn (n^ n') ik la directrice ,(mmpq, jnfnfp'}^ cette <tangente peree 4e 
{Jan honaontal' en is : don^ la Iraoe iiarisontale du plam chevck^ est la. 
dyoite ^. 

£n «menant par le point (g,, ^) tme parallèle (^r, ^r^) à da trs^» Jts , ce*te 
parallèle sera dans le plan demandé^ elle percera le plan Tertical en «npi 
point (r, r'),, et la ^droit^ r^Z'^ m^B^e par,^ poipt et par Ijl^oiiit If, ^era la 
trace verticale dM pLan tangent cherché (h,f v^l')* . 

^83. Nous ferons ici une rei^Arque i^ipprtayït^, ,c'est ^e te3 fe^eea k^^ 
r^V y du plan tangent., sont tangentes en k et V aux traces akch , ef Z'to , de 
la surface donnée. En effet, ce plan est tangejlt en (A:, A^ et (/,?), à cette 
surface (281); donc il passe par les tangentes menées par ces points aux 
courbes planes akch y dViu (147) '* ™^îs ces tangentes sont situées dans les 
plans de projection ; donc elles coïncident avec les traces respectives 
ks et rT. 

Nous conclurons de là que lorsqu'on sait mener une droite tangente 
en un point (/«, n') de la directrice d'un cyfindre, on sait auséi mener 
des tangentes ks, Vr', aux .traces de ce cj^indre, par les points (k, k^y 
(If t)f où l'élément qui passe par fc pcrint (n, n'î) perce les phms de 
projection. 

284^'Siia directrice de la surface donnée était dans le -plan horizontal, 
ce qui arrive très communément , cette directrice et^la trace abe ne feraient 
qu'une seule et même couri>e ,. et le j^an tangent se construirait aveé 'beau- 
coup de fecilité ; car ayant déterminé Tâétneiit(g^A:, g'k'), qui contient le 
point de contact , flne s^agirart que dé mener par le point A, où cet élément 
rencontre ia direetriœ ,. une tangente ks là cette directrice ^ ' pour avoir la 
trace horizontde' du plau cherché, et par" suite cè^]^^ 
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PJ. 16. 235. J^xécutio^ deyV épure. Le.cyliadre, doané est représenté par ses traces 
ahc, dttui par les élémens qui^ en projection horizontale et en projecticm 
verticale, enferment les projections du cylindre, et par sa directrice (166). 
.On a supposé que cette directrice était une droite en projection ye^cale et 
un cercle en projection horizontale, et la projection ^ du point de contact 
a été. choisie de façon que le plan demandé (ks^ //Q,.soit au-dessous et en 
arrière du cylindre ; en sorte <|ue ce cylindre doit être représenté comme «'il 
était seul dans l'espace . 

, D après cela, tous les points de la droite vx correspondant cl^acun k deux 
points de la courbe Qnnpq, m'np)y dont l'un est nécessairement vu en pro- 
jectioQ verticale^ la ligne i^x doit être pleine. La projection horizontale mnpq 
de la même courie est formée de deux parties, l'une pleine, parce qu'elle 
correspond à la partie supérieure de la surface, et l'autre ponctuée, parce 
qu'elle correspond à sa partie inférieure. Quant aux traces et aux élémens, 
il est facile, d'après ce qu'on a vu (170— lyS), de déterminer leurs parties 
pleines et ponctuées . 

Le plan (ks, r^l') étant situé au-dessoas et en arrière du cylindre donné, 
les traces A\y, r'Z', doivent être ponctuées dans les parties où elles traversent 
les projections de ce cylindre, et pleines dans les autres parties. 

■ . . • r ■ 

. 286. Problème 2. Mener par un point donné dune surface conique 
un plan tangent à cette surface. 

Supposons que l'on mène une ligne droite par le point donné et par le 
sommet du cône; cette droite sera l'un des élérpens dç la surface, et d'après 
ce qu'on a vu n** 279 , cet élément tout entier sera compris dans le plan 
tangent demandé. 

287. Or, je dis que ce plan sera tangent au cône tout le long de cet élé- 
ment; en effet, désignons ce même élément par la lettre E, la directrice 
p^ la lettre D , et le plan tangent demandé par la lettre P. L'élément E et la 
directrice D se coupent en un point K, et si Ton imagine par ce point une 
droite T, tangente à la directrice D, les lignes T et D auront un élément 
linéaire infiniment petit k commun entre elles. Cela posé, concc^ypns que 
la génératrice se meuve pour engendrer le cône ; il est clair que toutes les 
positions de cette génératrice, qui s'appuieront sur l'élément A:, seront à la 
fois dans U surface donnée et dans le plan tangent P : mais toutes ces posi- 
tions formeront évidemmeiit une petite zone du plan P, laquelle comprendra 
l'élément E , et qui sgn^, compp^éq de toutes les facettes de la surface traveiv 
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sées par cet élément ; donc le plan P (i45) sera tangent au cône ëuiyant tous ^ ''7- 
les points de l'élément E. 

288. Soit donc (s, s') le sommet du cône donné, (mmtf m'r'n!) sa direc- 
trice , (/^ , 7i') un point de cette directrice, et (sn , s'n^) Félément de la surface 
mené par le point de contact donné. 

Par le point (tï, ti'), où l'élément (sn, s'n') s'appuie sur là directrice, on 
mènera la droite (nw, wV) , tangente à la courbe (jnmty m'r^n') ; cette droite 
sera dans le plan tangent en (/i, n!) à la surface donnée (i47)> ^^y ^^ V^^ 
revient au même, elle sera dans le plan tangent à cette surface tout le long 
de (^lî, s*n')f c'est-à-dire dans le plan tangent demandé : donc ce plan pasr 
sera par les droites {ns^ n's') , (nu^ v!ii!\ 

Ces droites étant connues, il sera facile d'en déduire les. traces /tg, g(^', 
de ce plan. Parmi les différens moyens que l'on pourra employer pourries 
obtenir, voici celui qui est indiqué sur l'épure. On a mené par le som- 
met (.y, ^'), la droite {sVy s'v') parallèle à la tangente (nu, n^i/); on a déter- 
miné les points u et V où ces deux droites (sv, ^'^')i (^^9 nfu), percent le 
plan vertical , et comme elles sont dans le plan demandé , on en a déduit la 
trace u'i^' de ce plan : on a prolongé cette trace jusqu'au point g où elle coupe 
la ligne de 'terre ; par ce point et par le point o, où l'élément (sn, sW) 
perce le plan horizontal, ou a mené la droite ^A, et l'on a eu le plan cher- 
ché (gh, gv). 

23g. Si Ton donnait la projection horizontale d'un point du cône , et 
qu'on demandât le plan tangent en ce point , il faudrait d'abord chercher 
l'élément passant par le point donné , et le problème se trouverait ramené 
à celui que nous venons de résoudre. Or, dans le cas de l'épure, le cône a 
deux points qui ont même projection horizontale p; donc il y a deux élé- 
mens qui correspondent à ce point. Pour trouver ces élémens j on mènera 
la droite sp; on imaginera par cette droite un plan vertical; il coupera la 
directrice (/wr/i^, mlr^n') en deux points; on construira ces points; on mènera 
par le sommet [s, s') et par ces mêmes points deux lignes droites , et ces 
lignes seront les élémens cherchés. 

ago. Le plan (jgh, g^^') touchant la surface donnée tout le loûg de l'élé- 
ment indéfini [sn, s'n') , il en résulte que si l'on mène un plan quelconque 
dans l'espace , ce plan coupera la droite {sn, sfn') en un point , la sur£sice 
conique suivant une courbe passant par ce point , et le plan [gh, gi/) suivant 
une droite tangente à cette courbe en ce même point : car la tangejQte 

14 
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PI î7 • derant être à la fois dans le plan tangent et dans le plan de la courbe , elle 
est ne'cessaireraent l'intersection de ces plans. 

Si Ton prend les plans de projection pour exemples , on verra que les 
droites ghy g/, sont taitgentes aux traces de la surface donnée, et que le 
point de contact de la preralcrc de ces droites est la trace horizontale o de 
(sfiy //i'). Quant' au point de contact de la seconde, il est visible qu'il est 
situe hors du cadre, ainsi que la trace verticale de la surface doun^. 

391. Exécution de V épure. Le cône est repre'senté par les projections s 
et sf de son sommet , par sa trace horizontale , par plusieurs positions de 
sa génératrice, parmi lesquelles on doit remarquer celles qui servent de 
contours aux deux projections du cône, et enfin par les projections de la 
djirectrice (iâ5). 

On suppose la nappe inférieure terminée au plan horizontal : elle est 
évidemment au-dessus du plan tangent et en arrière de ce plan. La nappe 
supérieure est prolongée indéfiniment ; elle est évidemment au-dessus du 
plan tangent et en avant de ce plan. D'après cela, la nappe supérieure du 
cône n'est pas vue en projection horizontale; donc toutes les lignes qui la 
représentent doivent être ponctuées, hors l'élément de contact ^jr, qui est 
dans le plan tangent, et qui par conséquent ne peut être caché par ce 
plan. Il en est de même de la nappe inférieure en projection verticale; 
toutes les lignes qui lui appartiennent sont conséquemment ponctciées, 
hors l'élément de contact s^o'. 

Quant aux nappes situées au-dessus ou en avant du plan tangent, voyfl» 
les n^ 170 et 190. 

n ne reste à parler que des traces gh , gv\ de ce plan : or , il est clair que 
la première est cachée par la nappe inférieure du cône , et la dernière par 
sa nappe supérieure ; donc les parties de ces traces comprises dans les angles 
csdj qs'q'j doivent être ponctuées, et le surplus des mêmes traces, jus- 
qu'à la ligne de terre, doit être marqué par des lignes pleines. 

Pï- ïft 292. Problème 3. Étant donnés Vojce (I, IT'; et la méridiemie 
principale (VN, V'LM'N'M"L') dune surface de réi^olution^ mener un plan 
tangent à cette sur/ace par un de ses points dont la projection horizontale 
Vsoit connue. 

tt t^aiffra d*abord de déterminer la projection verticale du point de con- 

%t coninie la méridienne est composée de deux parties (VN, VT.N'^, 

, qui ont même projection horizontalle, et qui sont situées 



Fig. 
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Ttine au-dessus de l'autre , il est évident que la surface dôi?«iée est auB^i P*- ^^' 
composée de deux parties qui ont même projecliou, et qui contieuqeQt 
chacune un point projeté en P; d'où il suit qu'il y a deux points de contact 
corrçspondans aux données du problème. 

Pottp les déterminer , on remarquera qu'ils sont situés sur la vertic^e 
(F, pp'), laquelle est tout entière comprise dans le plan méridien OY. Or, 
4menGwi ce plan sur VN, eu le faisant tourner autour de l'axe (I^ IT); le 
piçd P de la verticale (P , pp) décrira l'arc de cercle PM , dont le centre 
est en I , et cette verticale viendra par conséquent en (M , mmf). Mais la mé- 
ridienne OY viendra coïncider avec (VN, V'LN'L'); d'où l'on voit que les 
points (M, M'), (M, M"), seront communs à la verticale et à la méridiefine 
anienée$^ daas le plan VN. Faisons donc tourner ces points autour de Taxe 
(I, W) pour les ramener dans le plan OY : ils ne sortiront pas des pbns 
horizontaux qui les contiennent; donc, à leur retour dans leurs positions 
primitj/v^B, ils auront leurs projections verticales sur les droites MT'i M'T", 
menées par les points M'' et M' par£^Ilèlement à la ligne de teri^; donc ces 
projections seront en P' et P", car elles doivent être sur la ligne Py ; donc 
enfin les points (P, P'), (P, P"), seront les points cherchés. 

293. Supposons que ce soit par le premier (P, P') de ces points qu'il 
s'agisse de mener le plan tangent demandé. 

Ce plan passera , premièrement , par la tangente en (P, P') à- la méri- 
dienne OY; secondement, par la tangente au même point au cercle hori- 
zontal (UXMP, U'M). 

Menons cette dernière tangente. Il est clair quelle sera horizontale; donc 
elle aura pour projection verticale la droite U'FM' parallèle à la ligfie de 
terre. Quant à sa projection horizontale, ce sera évidemment la tangiente PS 
au cercle UXMP. La tangente cherchée sera donc la droite horizontale 
(PS,. P1J'), laquelle perce le plan vertical au point S'; et puisque cette 
tangente est dans le plan demandé , la trace verticale de ce plan passera 
par In point S'. De plus il coupera le plan horizontal suivant une parallèle 
à la droite (PS, PTJ'), suivant laquelle il coupe le plan horizontalU'M'; 
donc sa trace horizontale sera une droite parallèle à PS. 

Pour construire cette droite , il* nou& suffi m d'en a>F:oâr un poiat ; ca point 
va n€in& être fourni par la tangente en (P, F).à la méridiisnae 0¥^ Amth- 
noQS cette méridienne dans le pbin VIN^, eisthu faisai^: toumâr mr Vaxo 
(I, ITO ; elle viendra se placer en (VN, VXN'L%et le point (P , F) en (M, W). 
La tangente en (P , P^ , amenée dams le plan VN ^ sera» ôùêïc k droite (HQ , ^ 

i4* • 
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n. 18. M'Q'), tangente en (M, M') à la méridienne principale VN. Cette taugciite 
'^' '' perce le plan horizontal au point (Q, Q'), qui, ramené dans le plan OY, 
vient se placer en R, sur l'arc de cercle QR, décrit du point I comme centre 
avec le rayon IQ. Le point R est donc celui où la tangente en (P, P') à la 
méridienne perce le plan horizontal : cette tangente est dans le plan de- 
mandé ; donc le point R appartient à la trace horizontale de ce plan. 

Donc si nous menons par le point R la droite RT, parallèle à PS , puis 
par le point T, où RT coupe la ligne de terre, la droite TS', passant par le 
pmnt S', le plan (RT , TS') sera le plan tangent cherché. 

2g4. Nous ferons faire en passant une remarque importante : c'est que 
le plan tangent en un point (P^ P') d'une surface quelconque de révolu- 
tion , est toujours perpendiculaire au plan méridien IP correspondant à ce 
point. En effet , le plan tangent contient la droite (PS, P'U') , tangente en 
(P, P') au cercle (UXMP, D'M') de la surface; or, cette droite est perpen- 
diculaire au plan IP; donc, etc. Cette propriété s'énonce ordinairement 
ainsi : Le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien correspondant. 

Elle conduit aisément à la détermination du plan tangent, car ayant le 
poitit de contact et connaissant la tangente en ce point à la génératrice ou 
à la méridienne, le plan mené par cette tangente, perpendiculairendpnt au 
plan méridien, sera le plan tangent cherché. 

On voit aussi que l'axe de révolution étant supposé vertical, la trace ho- 
rizontale du plan tangent sera toujours perpendiculaire à celle du plan mé- 
ridien. 

Enfin, il est évident que si par une tangente quelconque à une surfece de 
révolution, on mène un plan perpendiculaire au plan méridien passant par 
le point de contact de cette tangente, le plan mené sera tangent à la surface. 

jagS. Exécution de i' épure. Le plan demandé (RT, TS') étant situé au- 
dessous et en arrière de la surface donnée , il en résulte que les contours 
des projections de cette surface sont vus. Quant aux traces RT, TSV^Ucs 
sont vues aussi , sauf les parties comprises dans l'intérieur des lignes VONY , 
V'LN'L'. 



F!g. a. 



296. PiiOBl,ÈME 4' Étant donnés^ Vaxe (I, \'V) dune surface de révo-- 
lutidnj et une ligne quelconque (OMN, O'M'N') qui en soit la génératrice ^ 
mener un plan tangent à cette surface par un de ses points dont la projec- 
tiofi horizontale P soU connue. 

Déterminons d'alxMHl la seconde projection de ce point. Pour cela nous 
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décrirons du point I comme centre, avec le rayon IP, un cercle PmM; il ^\ '^^ 
rencontrera la courbe OMN en des points M et m; et il est clair que dans la 
génération de la surface, les points ^, M'), {m, m'), de (OMN, O^MW). dé- 
criront des cercles horizontaux (MmP, M'P'), (MmP, m'V"), qui auront des 
points (P, P'); Ç^> ^'^f situés dans la verticale P : d'où il suit que le point 
de contact donné sera l'un de ces points. 

Contentous-nous d'opérer sur le premier (P, P'). 

^97. Ce point, ramené sur la génératrice, étant en (M, M'), nous mène- 
rons, par les points M et M', les tangentes MT, M'T', aux lignes OMN, 
0'M'N% et nous aurons la tangente (MT, MT') à la courbe (OMN, O'M'NQ. 
Cette tangente percera le plan horizontal en un point (T, T') j et si nous 
imaginons qu'elle se meuve en même temps que la courbe (OMN, O'MW) 
autour de l'axe (I, II"), on verra que dans ce mouvement le point (T, T') 
décrit un cercle TKR^A: , et qu'il est toujours en arrière du méridien IK , 
correspondant au point (M, M'), d'une portion TK de la circonférence 
TKRiA*. Donc, lorsque le point (M, M') sera en (P, P'), le point T sera au 
point t, éloigné du méridien Ik, mené par le point P, d'une grandeur cir- 
culaire tk mesurée sur le cercle TKR^A: et égale à TK. 

Donc la tangente analogue à (MT, M'T'), menée par le point (P, F) à la 
position de la génératrice qui passe par ce point , perce le plan horizontal 
en t. Mais cette tangente est située dans le plan tangent demandé ; donc la 
trace horizontale de ce plan passe par le point t. Et comme le plan tangent 
est perpendiculaire au plan méridien (294), cette trace sera la droite tr 
menée par le point t perpendiculairement à Ik. 

Maintenant , menons par le point (P, F) une horizontale (Ps, P V) , paral- 
lèle à tr : cette horizontale sera dans le plan tangent; or elle percera le plan 
vertical en /; donc la droite r/ sera la trace verticale du plan cherché. Donc 
enfin (tr, rs') sera ce plan. 

298. Dans le problème précédent, nous avons déduit le plan tangent de 
la tangente à la méridienne : celui-ci nous donne le moyen de déduire cette 
tangente du plan tangent, car elle est l'intersection de ce plan et du pla|i 
méridien (iSs). Si donc on veut avoir la tangente au point (P, F) de la 
méridienne IP, on mènera le plan (tr, rs') , tangent en (P, P') à la surface 
donnée ; ce plan coupera le plan méridien IP suivant la droite qui passe par 
les points u et (P, P'), et cette droite sera la tangente cherchée. Il est clair 
que si l'on amène la méridienne IP dans le plan Iz, parallèle au plan ver- 
tical, le point u venant se placer en (z, z% et le point (P,. P') en (n, n% la. 
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PI. 18. taogeate à la méridienne principale (I::;, xrJy), au point (/i, w') correspoo* 
*■'" ' dant à (P, PO , sera la droite (d , z^rf). 

299. Exécution de Vépure. Pour ne pas nous jeter dans des diffictiltés 
étrangères à l'objet principal, difficultés qui seront traitées avec détail dans 
les problèmes suivans^ nous nous sommes abstenus de représenter la suiv 
face donnée, et nous avons supposé que le plan demandé (^r, rs*) n'exis- 
tait pas dans l'espace. Il suit de là que les traces de ce plan doivent être 
indiquées en lignes mixtes (56) , et que la figure ne doit pas présenter d'au- 
tres lignes pleines que les projections l'I", OMN, O'M'N', de Taxe et de la 
génératrice. 

3oo. PnosiéEMB 5« Mener un plan tangetU à La surface de ré^^oludon dofU lu géné^ 
PI. iQ. rcUrice est le cercle vertical (AC^ A'B'C'B"}, et dont l'axe de révolution eet la verticale 
(I, l'F) située dans le plan AC. 

liC point (le contact (î, i) ayant été choisi arbitrairement sur un cercle quelconque 
(DEFK, DT') de la surface donnée, le plan tangent demandé s'obtiendra absolament 
comme dans le problèm^e dun** 292. Ainsi, on amènera le point (», i') en (D, D') dkHM le 
méridien principal; on mènera la tangente D'G'; on construira le point G où eHe peree 
le plan horizontal; on ramènera ce point en H dans le méridien IH du point de ooBtâct, 
et la trace horizontale du plan cherché sera la droite HK, menée par le point H peF]pen- 
diculairement à IH, Pour avoir sa trace verticale, on mènera par le point (i, i') la droite 
{ir, ir) parallèle à HK; elle percera le plan vertical en (r, r) ; on mènera la droite K/, 
et le plan (HK, K/) sera le plan tangent demandé. 

3oi. Notre objet, en construisant ce plan, était de donner un exemple des plans tan- 
gens aux surfaces non convexes. La surface donnée, qui est ce qu'on nomme une swihiat 
annullairej ou en forme d'anneau, est évidemment non convexe dans tonte la partie 
interne engendrée par le demi-oercle (AB, B'À'B")); et il est manifeste que le plaa 
obtenu, ainsi que tous les plans tangens aux points de cette partie , est dans le cas dja plan 
ta^ogent G'D', qui est tout-à-Ia-fois plan tangeat et plan coupant. Ce qui va suivre j ou 
l'on trouvera des détails utiles sur le dessin d'une épure complète, achèvera de. donner 
une idée bien claire des plans tangens aux surfaces non convexes. 

3o2. Exécution de Vépure. Nous supposerons que le plan tangent (HK, Kr) soîttei^ 
miné, d'une part> au plan horizontal Z'Y', et, d'autre part, au plan vertical "WS. B 
s'ensuit qu'il sera projeté horizontalement entre les droites HK, YZ; et vei 
entre. KY' et Z'W'. 

Cela posé, on remarquera que la droite (YZ , Y'Z') étant au-dessus de la suri 
tandis que la droite (HK , KG') est au-dessous , cette surface passe , entre ces deiix<lroit(^, 
du dessus au-dessous du plan tangent. De même en projection verticale, la droite 
(WZ , WZ') étant en avant de la même surface , et la droite KY' en arrière , cette snr- 
face> entre ces deux droites, se trouve d'un côté en avant, et de l'autre côté en a rr i ère y d^ 
plai) (HK,K/).Poar connaître les parties vues et oaoliées de» fpandeois à 
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savoir le plan demandé et b sarface annullaire donnée, il faut donc déterminer leur PL «9- 

intersection commune. 

3o3. Ramenons le plan méridien IH en IG -, et supposons qu'il emmène avec lui le plan 
tangent (HR, Kr) : ce dernier plan viendra prendre la position G'D', et Vinlersection 
cherchée se trouvera projetée enyz. Il ne s'agira donc plus que de mmener cette inter- 
section dans la position correspondante au plan méridien IH , ce qui sera très facile. 
G)nsidérons les points qui sont situes dans le plan LL' : l'inlerseclion étant en yz, ces 
points sont sur la droite {mm. M') , intersection des plans G'D', LL'. Or, lorsque le 
plan IG se meut pour venir en IIî, le point M vient en ri, et la droite {mnif M'), sans 
sortir du plan LL', vient prendre la position {onpy LL'). Mais les points dont nous nous 
occupons sont situés sur les cercles {lofi^y LL'), (wc'w,NN')-, ramenés dans Wr position 
primitive ils sont sur la droite {onp, LL') : donc ce sont les inriets (o, o) , (e, /), (wy u) 

et (♦', p). 

De nouvelles constructions, faites sur d'autres plans, tels que LL', dom^eront de nou- 
veaux points, et en joignant par une courl)e ceux qui se feront suite sur une même 
projection , on obtiendra l'intersection cherchée {iRoFeiTs^Qu, i'Vv o'V e iT\'Q[u). 

Au moyen de cette intersection, il sera aisé d'avoir les parties vues et cacliées de 

répure. 

3o4* Examinons d'abord la projection horizontale. Il est clair que l'intersectiori 
(îBoP . . . , i'R'o'P'. . .) sera vue dans toutes ses parties supérieures au plan h'C y et cachée 
dans toutes les autres j d'où Ton voit que les arcs SP« , \QU , correspondans aux courbes 
(SP5, S'F/), (VQU, VQ'U'), ^situées sur le dessus de la surface, devront être pleins , 
et que les projections horizontales SRiU, VTw, des courbes (SRiU , S'R'iXl') , (VTw, 
V'T'iV) , situées sur le dessous de la surface, devront être ponctuées. 

Matstenant, on remarquera qu'an cercle quelconque (o/'W,LL'), qui serait vu sur la 
surface annullaire, si elle était isolée dans l'espace, ne sera pas caché à droite de la ligne 
ZY ', qu'il passera sous le plan tangent à partir de cette ligne, et qu'il sortira de dessous 
le même plan aux points (o, o'), (1^, f/'), où il rencontrera l'intersection (iRoP..., 
i'R'o'P'. . .), en sorte qu'il ne devra avoir de ponctués que les seuls arcs og et i^a. Il 
en sera de même de tout autre cercle {cec'u^ NN'). 

Quant au plan tangent, sa trace horizontale ne devra être ponctuée que dans la traverse 
du cercle SCV. 

3o5. En projection verticale, la seule portion de surface vue sera celle qu'engendre 
l'arc (BC, B'C'B") de la génératrice, lorsqu'il se meut on avant du plan AC. La courbe 
(»RoP. . . , fKdV , , .) aura donc l'arc R'i'w'Q'i^'T'i'^'P', de sa projcclion verticale, en- 
tièrement ponctué , et son arc P'o'STT sera plein, parce qu'il correspond a la portion de 
cette conrbe située sur la partie externe et antérieure de l'atineau. 

Un demi-cercle {lot y \A1^ , situé StfÉ cette même partie (te surface , seraf tu à gacteh^ 
de la ligne W'Z' \ il passera sous le plan tangent à partir de cette ligne \ il en sortira 
au point o', pour être vu jusqu'en L', de sorte qu'il ne devra être ponctué que de d e» o' . 
Les cercles (RPBT, R'B'), (RPBT, R'B"), étant, le premier, le plus élevé de la sur- 
facçy et le second, lé moins élevé, les droites R'B', R''B", appartiendront au contour de 
la projection verticale de cette surface; et l'intervalle compris entre ces droites sera 
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PI. 19. ferme par les deux demi-cercles R'A'R", B'C'B". Depuis la courbe Vo^SK jusqu'à la ligne 
WZ', ces contours se trouveront cachés par le plan (HK, Kr). 

Nous ferons observer que si là partie interne de la surface annuitaire existait seule 
dans l'espace, les deux droites R'B', R^B", et les deux dêmi-cercles R'AR', B'A'B", for- 
meraient le contour de sa projection verticale. Ces deux demi-cercles appartiennent en 
conséquence au contour, considéré d'une manière générale (387} : comme ils ne sont pac 
vus, ils sont indiqués par des points. 

Enfin, il est évident que la trace verticale Kr du plan tangent sera cachée dans tout 
l'espace compris entre les lignes R'B', R'B*. 

PI. ao. 5Qg^ Problème 6. Mener , par un point donné dun hjrperboloïde de 
'^ ' réi^huion à une nappe , un plan tancent à cette surface. 

Soit (I, IT') Taxe de révolution, ( GH, GU') une position quelconque 
de la génératrice , et prenons arbitrairement pour point de contact un 
point (^, y) de (GH, GU'). 

Le plan tangent en ce point passera par l'élément (GH, GH'), et sera 
perpendiculaire au méridien IS; d'où Ton voit qu'il rfura pour trace ho- 
rizontale la droite GK , menée par le point G perpendiculairement à IS. 
Quant à sa trace verticale , il serait facile de la construire ; mais comme 
elle est hors de l'épure nous rie nous en occuperons pas. 

507. Supposons qu'au lieu du point (i", /) on ait choisi, sur (GH, G'H'), 
le point {Jty t') pour point de contact ; le plan tangent aurait été perpen- 
diculaire au plan méridien IT , et il aurait eu pour trace horizontale la 
droite GL perpendiculaire à IT et passant par le point G. U suit de-là 
que si l'on fait mouvoir le point de contact sur un élément quelconque 
(GH, GH'), le plan méridien du point mobile changeant à chaque in- 
stant , il y aura, pour chaque position de ce point, un plan tangent par- 
ticulier. 

508. Ce résultat est fort simple et fort exact; cependant il parait d'or- 
dinaire paradoxal aux commençans. Ils s'imaginent que parce qu'une sur- 
face gauche a pour génératrice une droite, comme les surfaces coniques 
et cylindriques , le plan tangent en un point d'un élément d'une sur&ce 
gauche, doit jouir de la propriété de toucher cette surface tout le long 
de cet élément. Mais cette propriété générale appartient exclusivement 
aux surfaces développables , et c'est une erreur que de l'appliquer ai|x 
surfaces gauches. 

Cette erreur provient de ce qu'on ne se rend pas toujours bien compte 
de la définition de ces dernières surfaces (214) • effectivement ilestévi- 
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dent que puisque deux positions consécutives de leur génératrice ne sont Pi- ao. 
pas en général dans un même plan , les facettes qui joignent ces positions *^* ^' 
sont des élémens plans dont Finclinaison varie d'une facette à sa voisine , 
en sorte que les plans tangens , suivant les points d'une même position 
de la génératrice y ont cette position pour intersection commune, mais 
difi^rent d'ailleurs les uns des autres. 

3oQ. Avant de terminer cette digression, menons parle points la droite 
Ksn y tangente en n au cercle ( nac , rtald ) , qui correspond au point 
( û , a' ) de l'élément ( GH , G'H' ) , et qui forme la gorge de l'hyperbo- 
loïde ( 1238 ); rapportons les points K et n des cercles décrits par les points 
( G , G' ), (ri , a') , de ( GH , G^H' ) , en K' et ri sur la projection verti- 
cale , et menons Y^s^ri. On sait que la droite ( }ksn , KVn' ) sera un élé- 
ment de la seconde génération de la surface (^Sg) : or, cet élément et 
l'élément (GH, G'H') seront symétriques entre eux par rapport au plan 
méridien IS; d'où il suit que le plan tangent en (s, /) les contiendra 
tous deux. Ces élémens sont effectivement deux sections de l'hyperboloïde ; 
elles sont elles-mêmes leurs tangentes : donc elles doivent être toutes deux 
contenues dans le plan tangent ( i47 )• 

3io. Ce qui précède confirme, pour le cas des hyperboloïdes de révolution à une nappe, 
le théorème du n® 243; car si l'on fait mouvoir un plan autour d'un élément quelconque 
(GH, G'H^), sa trace horizontale GK étant toujours perpendiculaire à un certain plan 
méridien I«S, il coupera toujours le cercle (GKF, GT') en un second point (K, K'); au- 
quel correspondra un élément (K5, KV) de la seconde génération contenu dansle plan 
mohile, et, conséquemment, ce plan touchera toujours l'hyperboloïde. 

Eu suivant ce même plan dans son mouvement, on verra que le point de contact {s, s') 
parcourt Télément (GH, G'H') tout entier, depuis l'infini au-dessous du plan horizontal 
jusqu'à l'infini au-dessus. 

3ii. £n6n, on remarquera que tout plan tangent aux surfaces qui nous occupent 
passant par deux élémens (Gs,G'/) , (Ks, K'/) ,oe plan a nécessairement pour trace hori- 
zontale. une corde GK du cercle GKFM ; d'où il suit que le plan tangent coupe Phyper- 
boloïde, et que cette surface, comme on le savait déjà (24?) > ^^ ^^^ toutes ses parties 
une surface non convexe. 

5 12. Execution de V épure. Nous avons supposé que le plan demandé 
était terminé par le plan horizontal B'C, et par les plans verticaux AB, 
CD , parallèles à IS ; d'après cela il a pour projections , d'une part , le 
rectangle ÂBCD , d'autre part , le parallélogramme A'FC'D'. 

La surÊtce donnée est terminée aussi au plan horizontal VG^ et pour 

i5 
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PI. ao- qfi*,é^^, soit repij^^iUçe ccKnplèt^rçent^ nous avous construit; (aoa) iea 

Aj 1^ simple ia<ip^tipi^^ on.yoift qufi le plan tangent ( ABCI>> A'Wdï) 
j^s^s^ auTdpssous et^ aur^i^ld de-^utc la portion de surface située entre, les 
élémens ( GH , G'H' ) , ( KP , KT' ) ; ainsi cette portion de surface doit 
étpe yue,, §puf lesj pa;;ties où ellç i^ c^che elle-même. 

3j^3. En^ pi;(|je(^p })prizo^ta}e^ la zone comprise entre les cercles 
( oK^HpR, ooW).f {vaçjuf ^V), laquelle se projette sur le plaa vertical 
eji x^v^dc! f cache œlle. qui, es^t iipmédiat^ment au-dessous j en sorte que 
les parties {pQgSf p'q-s')^ (siias, s' n'a! )^ des triangles ( Ç^K, G'jTi,') , 
(irÇH , sXW) , se tçpuven^ cachées : les élémens (GH„ G'H'), (KP, K'F)> 
quoique situés dans le plan tangent^ sopt en conséquence ponctués de p 
en a et de 9 en n. Au-dehors du rectangle ABCD , le plan, tangent ne> 
cache 'piuLS, aucune partie de Thyperboloïde ; il est donc tu f sanf la 
jflftie cachée par. la >ône supérieure au cercle {\fa4:hy v'c')- de la. 
gorge. 

D'après cela, une section horizontale {jtgd, j's')^ ^^ ^^^ ^^ au^essHS 
de ce cercle , ne devra être ponctuée que suivant les petits arcs qui tra- 
versent le triangle ^PH. Et si cette section est au-dessous du cercle {yach^ 
i/e'), comnie celle ( rkmh ^ ^^) y elle sera vue dans Tangle G^K et au- 
dehors du rectangle ABCD; , 

Pour le plan -tangent, la partie GK de sa trace étant dans l'intérieur de 
rhyperboloïde , elle doit être ponctuée. 

5i4» La projection verticale présentera moins de difficulté. D'abord 
toutes les parties de Thyperboloïde situées au-dchors du parallélogramme 
A'B'C'D' , ne seront pas cachées par le plan tangent , et parmi celles qui 
se. trouvent projetées dans ce parallélogramme, les portions comprises 
entre les élémens (GH, G'H'), (KP, KT') devront être considérées ab- 
straction faite de ce plan j puisqu'elles sont en avant de sa sur£ace (i58)é 

S'il s'agit donc du cercle r^m' , il sera vu dans l'angle G'^'K'; et s'il s'agit 
du cercle (j'tgd, j'g'), il ne sera caché par le plan tangent (en, projec- 
tion verticale ) que suivant l'arc zdg^v ; donc il sera vu de j*' en w\ 
* 

t>|: a. 5i5^ Problème. 7. Soient ( AB, A'B') , ( CD , C'D^) les deux droites 
directrices dun paraboloide hyperbolique; supposons que le- plan vertical 
^VHSb,4^ plWi direcPmr., et l^ point (o, o') ajant été pris arbitrairement 
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sur un élément ^nekonqm ( MN , M W ) (*) i pmpôsoiés^mus de tmrù^ vk î*»- «<!.- 
plan tangent par ce pcfint. ' " 

On reticiàrquera que U pataboloïde hypeHxjliqué étant sû^^pftîi^le Vl'ètre 
«ngendi^ë d^ dl^nt manières par utite droite (ii4)> 1^ ^rftice (dôtttfée à tih 
«eeond élétheiit indëfiiti qtiî paste pôï» le point (ô, o') , lét qn\é cet te'lëttW&fflt 
rt l'élément (MN, MW), étatit feux-mêweô teurs tatigentés (ayS)) iïs 
sont l'un et YAUVte compris âiils lé t>lan tarig^t : d'^ryà il Suit '^ lé ^lôà 
demandé e^ celui que cèfs éléhiëh^ ^éterminiËtit. 

Construisons donc l'élément de la seconde gétlfe'ratibh teiSWës|<6ïi<![âtit 'Hi 
^int (o, ô'). PbXir cela nous taenérôiis d'àbo'rd uri plîari PQ ^iitàHèlfe au 
pla^ directeur : fl coupèklfeè directrices (R^\ A'B'), (<^0, t13') 'èh AèHk 
points (P, F), CQ, Q') , et la droite (PQ, P'Q') sera un second ^léVAent 
de la première génération. Prenorié lès éléAieriS (MN, M'N')v (PQv V'Q!), 
pour diriger la feeconde générat^îte. Nous sàVôtts (325) qtië lé pku direc- 
teur de cette génération sera parallèle aùi deux préihîètéè dîi'ècti^îteS. Si 
donc nous menons par le point (ô^ o') les d)*oites Çob, o'è'), (6c , oV); 
respectivement parallèles à (AB, A'B'), (CD, CD'), ces droites déter- 
mineront un plan parallèle au plan directeur de la seconde génération ; 
donc il contiendra Félénient cherché. Mais le planPQ contient tin point 
de cet élément, puisque ce même élément s'appuîe sur (PQ, P'Q^^ dènc 
ce point est sur l'intersection du plaù PQ et dû plan qufc dè'tfeWtiinè'nt ïèk 
droites (ob, o'^'), (oc, oV). De plus, il est évidemment lé point où se 
rencontrent cette intersection et l'élément ( PQ , P'Q' ). 

Or, les droites (o6, a'è'), (ôc, oV) percent le plan hbrizontal eh b et ci 
dont bc est la trace du plâft, paralièlfe au* d«u* pt'étaiièt^s dîrfeétritîei , 
mené par le point (o, o'). MènOïis par ^é pbiiit ïâ droite (oi, b'i% paranèlé 
à bc; elle percera le plan PQen (/, i') : Bc le perce en (r, r'); donc la droite 
(n, r'f) sera l'intersectioa du plan PQ et du plan mené par (o, o') paral» 
lèlenrent aux deux premières directrices. Cette intersection coupe en (Vi v') 
l'élémetal (PQ, P'Q')j donc le point (p^ «/) est cèltii où l'élémerit cher- 
cbé tbttcbe k drt)ite (PQ, P'Q*) : dottd'ttifih <tet ëJétwetit est là droite (bc ji oV), 
menée Jjài" lés points (o, d') et (f , o'). 

èi par les droites (MN, MTS*), (ôp, 6't/) <m itiekie i^ plan, il' iera ^oïîc 



(*) L'élément (jm, M'N') à été j>^fêlAéiii^t côA^ttuit édmiÀé UH ^^B^îà tout 
i l'heure Pélénieiit (li^, P'Q'). 



i5.. 
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pj. ao. 1^ p}an demandé. Pour ne pas compliquer la figure, nous nous abstien- 
drons de faire les constructions nécessaires pour obtenir ses traces. 

3i6. Exécution de V épure. On a représenté la portion de surâice com- 
prise dans le trapèze ABDG. U est clair qu'elle est entièrement vue en 
projection horizontale. Quant à la projection verticale, il est évident que 
l'élément (AC, Pi! G) étant en deçà de tous les autres, il est vu dans toute 
son étendue ; et que tout autre élément P^Q' doit être ponctué depuis le 
point où il rencontre A'C, jusqu'à celui où il touche le contour mxn.àe la 
projection du paraboloïde . 

Le problème suivant , où la même question est traitée d'une manière plus 
générale , contient des détails que nous avons cru devoir épargner aux comr 
mencans. 

P|- î»i. 317. Problème 8. SoUnt (BH, bh)y (B'H', b'h!) les deux drokes directrices d'un 

^^' '' paraboloïde hyperboloïde {^)j'et GG', gg^ les traces de son plan directeur : imaginons 

qu'on ait coupé les directrices par un plan parallèle au plan (GG% ^')> que par les 

points df intersection (A., a) , (C, c)^ on ait mené If élément (AC, ac') du paraboloïde^ et 

soit (K., k) un point de cet élément : on demande le plan tangent en ce point. 

D'après ce qu'on Tient de yoir dans le problème précédent, le plan demandé sera 
celui des deux élémens qui appartiennent aux deux générations de la surface donnée, et 
qui se croisent aU point (K., k), 

3 18. Cherchons donc l'élément de la seconde génération qui passe par ce point«^Poar 
cela^ il faudra d'abord aToir deux élémens de la première génération que l'on paisse 
employer comme directrices de la seconde ; mais nous avons déjà Pélément donné 
(AC, ac) y ainsi il ne nous en restera qu'un à construire. Déterminons celui qui passe par 
le point (S, s) de la directrice donnée (BH , bh). Cet élément sera dans le plan mené par 
le point (S, «), parallèlement au plan directeur; il s'appuiera sur la seconde directrice 
(B'JEl', b'U) ; donc il passera par le point oh cette seconde directrice est ooupée par le 
planrmené par le point (S, s) parallèlement au plan directeur. D'après cela, on va yoir 
qu'il sera facile de le trouver. En effet, on coupera le plan directeur (GG', gg') par deux 
plans verticaux quelconques DE, DF; on construira les droites d'intersection (JDiE, de), 
(DF, df) ; on mènera par le point (S, *) des parallèles (SU ,su) , (ST, st) k céa droites, 
et ces parallèles détermineront un plan parallèle au plan directeur. La première (SU, su) 
percera Je plan projetant B'H' de Iïl seconde directrice au point (U, u)} la deuxième 
(STt.«.^) pcrç^a ce même plan en (T, /} : on mènera par les points i^ et / la droite ut', 
elle rencontrera la projection verticale /ib\ de la deuxième directrice, au point f; on 
mett/a ce point en projection borizontale en V, et la droite (SV, st^) sera l'élément cher- 
cbé : car il est clair que la ligne (TU, tu) sera l'intersection du plan B'H' et du plan 

^ {*) Leé lettres B, ^, B', ^ et H, h. H', h% soot placées sur Tepare, de manière que It» premières 

repoodent aux extrémités infe'rieares des directrices, et les dernières, aux extrémité supérieures : ce sont 
les initiales des mots basse et haute. 
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parallèle au plan directeur; d'où l'on \oît que le point (V, p) sera dans ce plan parallèle, Pi. 21. 
et comme il est sur la seconde directrice , il s'ensuit qu'il appartient à l'élément cherché. ^ 'g- x . 

Donc 9 etc. 

Ck>nnais8ant maintenant deus élémens (AC, ac), (SV/^^) de la première génération, 
il faudra les prendre pour directrices de la seconde, et chercher l'élément de cette 
seconde génération qui passe par le point (K, k). 

Nous nous rappellerons d'abord que le plan directeur de la seconde génération est 
parallèle aux deux premières directrices (2^5} , et nous en conclurons que si l'on mène 
par le point (K , k) les droites (KL, kl) , (KM , km) , respectiTcment parallèles aux direo 
trices données (6H, bh) , (B'H', Vhf), le plan de ces droites sera parallèle au plan 
directeur de la seconde génération ^ donc il contiendra l'élément à construire. Or, les 
droites (KL, kl), (KM, km) percent le plan projetant SV, de la directrice (SY, sp), ' 
suivant les points (L, l), (M, m), qui appartiennent à l'intersection (ML, ml) du 
plan projetant SY et du plan parallèle au plan directeur; donc la droite (ML, mX) con- 
tient le point où l'élément à construire s'appuie sur (SV, 8v)\ donc ce point a pour pro- 
jection Terticale le point n\ donc, si l'on détermine sa projection horizontale N et que 
Ton mène (KN, kn), cette droite sera l'élément de la seconde génération correspon- 
dant au point donné (K ^k). 

3 19. L'élément donné de la première génération perce en P le plan horizontal; l'élé- 
ment construit (KN, kri) perce le plan vertical en X et le plan horizontal en Q : donc les 
droites PQR, XRY, sont les traces du plan tangent demandé. 

320. Exécution de l^ épure. On s'est proposé de rc?présenter la surface donnée^ et l'on 
a pour cela déterminé un assez grand nombre de ses élémens. Ils sont tous tangens en pro- 
jection horizontale à une courbe t£y, qu'ils déterminent et qui est le contour de la pro- 
jection de la surface. En projection rerticale, ils touchent et déterminent une autre 
courbe J'iÇ, qui est le contour de la projection yerticale. 

Pour que la figure ne présente pas trop de confusion^ on a supposé que le paraboloïde 
était terminé , premièrement, au plan horizontal de projection; secondement, au plan 
horizontal ZZ' ; troisièmement enfin , au plan vertical ZZ", mené perpendiculairement à 
la ligne de terre WW^ Chaque élément perce le plan horizontal en un point, et la suite 
des points d'intersection de tous les élémens forme une courbe 4Asr, qui est la trace hori- 
zontale de la surface donnée, et que l'on a représentée soigneusement, ainsi que l'inter- 
section ^« de la même surface et du plan ZZ'. 11 est évident que cette dernière ligne ^m 
s'obtient de la même manière que la trace âAgr, et qu'il est aisé de les décrire l'une et 
l'autre, dès qu'on connaît un nombre suffisant d'élémens du paraboloïde. Ceux dé ces élé- 
mens qu'on a représentés , et qui ne serrent pas à la solution du problème proposé , sont 
disposés d'une manière régulière sur les deux proîections de la surface donnée. Ce qui a 
été dît précédemment (3 18) sufiQt pour qu'on puisse les construire. 

321. Pour avoir une épure qui serve en même temps à la construction du plan tangent 
demandé et à la représentation facile et claire d'un paraboloïde hyperbolique, nous avons 
fait im choix particulier de données, et nous avons employé un mode de génération dans 
lequel on peut se passer de plan directeur. 

Voici ce mode : soient M et M deux droites quelconques^ et imaginons qu'on fiasse mou- 
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PI. ar. 
Fig. a. 



voir une troisième droite D «ui' M et N, de mauière que la droite mbbik aTuicte sur iâ 
droite M d'ane dialtance m , lorsqu'elle avance sur la droite N d'une distancé n : il «ft clair 
que toutes les positions de la droite D diviseront les directrices M et N en partis^ propor- 
tionnelles; donc la surfaoe décrite aéra de Fespèœ des paraboloïdes hyperboliques (3^). 

322. Ceci entendu, soient M V et MP deux plans verticaux perpendiculaires entre etOL ; et 
soit AA' la projection horizontale d'uao droite pei'pendiculaire au plan MN , et eonsé- 
quemment parallèle au plan MP. Prenons sur cette droite, que nous nommerons (AA', A', 
aa) , deux points quelconques (A, A'', a), (A', A^, a') ; par ces points menons deux droites 
(BH, bh^ a/), (B^H', b'/i, ta') , dont les projections hori^otitales BH, B^H' /assent des ang^ 
égaux avec les lignes de terre MN, MP, et dont les projections verticales ai^, u/, soient paral- 
lèles : tl s'ensuivra que les projections bh, l/U,des mêmes droites, seront également in- 
clinées sur MN. Enfmy menons perpendiculairement à MN une suite indéfinie de j^mm 
équidistaus A' A", OC', KE', FI', DL', TT", etc., dont l'un passe par le point A* et l'autre 
par le point T ; il est évident que les droites (BU , bhy at') , (B'H', b'h\ ta") , seront di^- 
sées par ces plans en une infmité de parties égales (AC , A'^C, oc), (CE, C'£', û,e) , (£l , 
ET, fi*) , etc. , (TD, TD', td) , (DF, D'F, df) , (FR, FK',/ifr) , etc. Cela posé, joigtfOtot 
les points (A, A% a), (T, T, t) , par la droite (AT, A'T, at) ; puis le point (C, C, c) voisin 
de (A, A", a) , avec le point (D , D', d) voisin de (T, T' t) , par la droite (CD, CI/, dt) \ 
puis les points correspondans (E, E', *) et (F, F',/), (I , T, i) et (K, R',it), eie« : les 
droites «Avenues (AT, AT, at) , (CD , CD', cd) , (EF, E'F', e/) , (IK , l'K', ik) , etc. , se- 
ront les élémens d'un paraholoïde hyperbolique. Et comme elles se projettent sur MP sui- 
vant des droites at, cd^ ef^ etc. , qui divisent les parallèles at, ta' , ea parties égales; il fl^en- 
suit que ces démens seront paraUèks au plan (GG', G'B., ^'), dont les traces GO', ggy 
sont perpendiculaires à MP, et la trace G'R parallèle à aU 

323. On voit d'après cela que ks élémens de la première génération s'obtiennent âtêe 
une extrême facilité. On va montrer qu'il en est de même de ceux de la seconde. 

D'abord le plan directeur de la seconde génération devant être parallèle aux deitt pi*e- 
mières directrices (BH, 6A, ai) , (B'H', b'h\ ta) , il aura pour trace verticale sur le plan 
MP, une droite G^Q parallèle a «/ et a at -, et pour trace horizontale une droite GO^ fMSt^ 
pendiculaire à MP. lyunautre côté, deux éi^ens quelconques de la première généfèntion 
peuvent servir de directrices à la seconde (22.^); donc on peut prendre pont ces difebirîees 
les élémens (AL, AT, at) et (A'T, A'T% di). Or, il suit de là que la seoèndè généiv 
tion est symétrique de la première ; car les grandeurs qui ks déteriuiTient t*mle et Pauttf^, 
et dont voici le tableau : 



nttittttatem 



Étm 



MMh 



Plans directeurs . 



1^* oéNÀRATlON. 



(GG', G'R) 



II 



' Di™«ric«. ! <^":":-:>; 



(B'H', b'h', ta'} (AT, AT, at) 



2* OÉNÉBATMM. 



lil ■ t 



(GG', G'Q) 
(AT, A'T*, a'O 



^H 



sont sjrmétnques par rapport an plan vertical GG' ; donc les élémens de l'une de ces-^é- 
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rations s'obtienaent pax^ les mêmes constructions que ceux de l'autre^ Ainsi, en menant PI. ai. 
un plan (pt, parallèle au plan G'Q , ce plan coupera les directrices (AT, at)y (A'T, a Y) î'"6- »• 
en deuxpoinU (1,4^), (R, i), et la droite (IK, FE', <pi) sera un élément de la seconde 

génération. 

324. Nous, ferons remarquer en passant que si la droite ^ est menée par le pointa:, 
où la projection efd'un élément de la première génération rencontre la ligne G^', Vêle- 
ment obtenu (IK, F'E', <^), et l'élément (EF, FF", ef), seront symétriques par rapport au 
I^Im GG'. De môme deuj: élémens (IK, l'K', ïk). (IK, F'E', <pO ^les deux génératîom 
soront symétriques par rapport au plan A" S» D'où Ton Toit que les élémens des deux gé» 
n^ationsxsont placés deux a deux symétriquement par rapport aux plans GG', A"S, et 
que chacun de ces plans divise par conséquent le paraboloïde en deux parties symé- 
triques (*)• 

Ôr, les données dont on -vient d'exposer la construction, sont celles qui ont servi pour 
là figure i'*. Elles ont, comme on volt , l'avantage de représenter un paraboloïde hyper- Fig. 1. 
bolique placé régulièraneat par rapport aux deux plans de projection, ainsi que celui de 
s&pnêter, avec beaucoup de facilité-, à la détermination des élémens des deux générations. 
Nous emploierons ( Science du dessin , lii>. /, ch^ P') de semblables données dëns tine 
épure des ono^rcs. 

325. Pour distinguer facilement les ligpes vues des lignes cachées de l'épure, nous con*- 
sevrons que la surface donnée soit divisée en parties supérieure , inférieure, antérieure , et 
postérieure. La partie supérieure sera comprise entre les courbes de la surface dont Tes 
projections horizontales sont tiCy et ^^j/4^. Yah partie inférieure sera comprise entre aCy 
eti^Av. Enfin ^ les parties antérieure et postérieure se trouveront séparées par la ligne qui 
se projetle verticalement en ^iÇ. Cela posé, toutes les lignes de la partie supérieure du 
paraboloïde seront vues en projection horizontale*, toutes celles de la partie inférieure 
étant au-dessous delà partie supérieure, ne scroi^t vues en projection horizontale qu'en 
dehors de l'espace enfermé par les lignes oiCy^ ç^m^'En^u , en projection verticale , toutes 
les lignes delà partie antérieure seront vues, et celles de la partie postérieure seront ca- 
chées. Il sera facile de faire à chaque ligne l'application de ces principes. 

Le plan directeur donné (GGf , gg) coupe le paraboloïde suivant l'élément (OI yOi)yit 
partir duquel cette surface cesse d'être vue en projection horicontale; parce qu'au-delà 
de cet élément elle se trouve au-dessous du plan directeur. C'est par cette raison que la 
trace horizontale 6 At de la surface donnée n'est pleine que j usqu'en I. 

La trace horizontale GG' du plan directeur est ponctuée depuis le point I jusqu'à la 
droite TX^x parce qu'elld se trouve, dans cette partie , au-dipssous du paraboloïde. Là trace 

{*) Les lecteurs qui ont c'tndié l^Analjse appliquée à la Gcome'trie des trois dimensions reconnaîtront pig. a. 
qiMlM^plaaft GG', A^S, «ont les plans dianictraax principaux de la surface donnée; que lenr intersection 
'\GÇf^ A^'Sx z) est Taxe de celte surface, et que les particularitcs que pre'sente Ja fig. 2 tiennent miîqneiiMEnt» 
à ce que le plan horizontal est parallèle h. Tun des plans diamétraux principanz; le pknTertical MN parallèliV, 
à Tantre p)an diamétral principe j le plan MP perpendiculaire à Taxe (GG', A^S , x) j et enfin , à ce que le» 
éXéoùisxiÊ, de» deux gëBeration» (BH, bh.at') et<B'H^ ir7i', ta'), (AI', AT', a'i') et (AT, A'T', at)^ q«M 
onv e'tis choisis pour direciriccs, sont tels que leurs projections sur MF formant un paraHiilc^aipiQe ata'V-, 
âônt le centre est en s. 
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P'- ai. verticale gg fàu. même plan , n'est évidemment vue qu'au-dehors de la projectioa,de la sui - 

^»K- »• face donnée. ^ 

Quant au plan demandé (PQR , RY) , on a supposé qu'il n'existait pas dans l'espace , et 
on a indiqué ses traces en lignes mixtes (55). Tout autre hypothèse conduirait à des par- 
ties vues et cachées que nous avons voulu éviter. 

pj. lî. 326. Problème g. On dorme les trois droites (AB, A'B'), (CD, CD'), 
(EF, ET'), directrices d'un hjrperboloïde à une nappe, et Von demande, 
1®. Vêlement (mn^ mln^) qui passe par un point (m, m') de Vune des direC'» 
triées données; 2°. le plan (QR, ST) tangent à Vhjrperboloïde en un point 
(P, P') de Vêlement (mn, m'n'). 

Pour avoir rélément demandé , nous appliquerons le procédé exposé 
n^ 227; et si nous remarquons, d'une part, que la surface conique auxi» 
liaire qui a pour sommet le point (m, m'), et pour base la deuxième direc- 
trice (CD, CD'), est une surface plane; d'autre part, que la surface proje- 
tante de la troisième directrice n'est autre chose qu'un plan vertical AB , . 
les constructions à faire se réduiront aux suivantes. On prendra , sur la 
droite (CD, CD')j deux points quelconques (a, a'), (c, c'); on mènera par 
ces points , et par le point (m , m') , les droites (ma , m'a') , (me , m'c') ; elles 
perceront le plan vertical AB en deux points (e, e'), (/, /'), et ces points 
suffiront pour déterminer l'intersection (e/ , e'i') du plan projetant AB avec le 
plan mené par la directrice (CD , CD') et par le point (m, m'). La projection 
verticale e7', de cette intersection , coupera la projection verticale AD', de 
la directrice (AB, AD') , en un point n', dont on déduira, le point /i, et en- 
suite l'élément cherché (mn, m'n'). 

^27. Soit donc (P, P") le point de cet élément par lequel il s'agit de meiier 
un plan tangent à l'hyperboloïde. La surface donnée étant susceptible d'être 
engendrée de deux manières par le mouvement d'une ligne droite (228) , 
il passera par le point (P, P') deux élémens de cette surface compris dans le 
plan tangent demandé (279). Or, (m/i, mV) est l'un de ces élémens; donc, 
si nous construisons l'élément dé la seconde génération correspondant au 
point (P, P') , nous aurons deux droites qui détermineront le plan tangent 
cherché. 

Mais pour construire un élément de la seconde génération , il faut d'abord 
connaître trois élémens de la première; prenons donc sur la directrice 
(EF, E'F'), deux points quelconques (p, /?'), (r, r^), et menons par ces 
points , au moyen du procédé employé plus haut , les élémens (/tj , p'(f) , 
(rSf r's')j qui avec l'élément (wn, m^n') pourront servir de directrices à la 
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seconde génération. En tnënant par le point (P; P') une droite (PL, PX'), P' a^- 
qni les touche toutes les trois , cette droite sera l'élément de la seconde gé- 
nération qu'il s^agissaît d'obtenir, et le plan cherché sera celui des deux 
lignes (mn, m'n'), (PL, TU/). 

328. Si l'on veut avoir ses traces, on remarquera que l'élément (mn, rrinl) 
perce, le plan hocizontal en Q et le plan vertical en T ; on prendra sur 
(PL, P'L') un point quelconque (N, N')j on mènera par ce point la droite 
auxiliaire (NR, NTl^ parallèle à (rw/i, m'n'); elle sera dans le plan de- 
mandé , ainsi les traces R et S de (NR , NTl') appartiendront à celles de ce 
plan : donc enfin, (QR, ST) sera le plan cherché. 

Si l'élément (PL, P'L') ne perçait pas les plans de projection en dehors 
du cadre, on n'aurait pas recours à la droite auxiliaire (NR, N'R'), parce 
qu'on obtiendrait immédiatement les traces de (PL , FL') , et qu'on en dé- 
duirait les traces QR, ST. 

Cette droite auxiliaire (NR, NU') a été choisie de manière à percer les 
plans de projection suivant deux points R et S , situés tous les deux dans 
l'intérieur du cadre; mais il résulte de là que les deux points R et Q sont 
trop voisins l'un de l'autre pour que le tracé de la ligne RQ soit bien exact. 
Pour obvier à cet inconvénient , on a mené par le point (U , U') , de (PL , 
P'L') , une droite (UV, UT') parallèle à (mn, m'n'); on a déterminé le point 
V où elle perce le plan horizontal, et comme ce point doit être sur la 
droite RQ, on a pu mener cette droite avec exactitude. 

529, M^xécution de V épure. Nous n'avons pas représenté en lignes pleines 
les traces du plan demandé, parce qu'il aurait fallu, pour connaître les par- 
ties vues et pgjcbées des directrices, entrer dans quelques détails que le lec-*- 
t^^r suppléera aisément. Pour éviter aussi des rechen^hes étrangères à notre 
objet, nous nous sommes dispensé de représenter la snriace donnée. 

Nous verrons plus loin (336) que si l'on donnait le point de contact par 
sa projection horizontale P, il serait aisé de déduire, des trois directrices 
données, la projection verticale P' de ce point, et l'élément corrrespondant 

' 33o. P-ttoBLèmiB \o. Une surjuce gauche j dont la génératrice est constamment parallèle 
ieun mimèpUm'^ étant donnée avec la projectien hoykehtaiê d'un de ses points, on de^ 
mitnde Upkm tangènt'à cette surface en ce poinL . 
' Prenons pour plan Tertical de proièbtion lé plan parallèlement auqnel se ment là droite 
génératrice de la surface donnée i et soient (acff 'dcf), (gim ygfi^m'), les déni conrbes di* PL a3. 
redtrtces de cette surface,* et M la projection horizontale du point par lequel il s'agit de 
iiQiMtp.Ieplanlai^ttldeaumdé; .. . ' 
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PI. i3. Noas mènerons une snHie de plant of, hh /cf • • « • , fandlMes an plan Tcrtieal db ^fv»^ 
jection; iU couperont 1er directrice! aniTmi les pointf («i «')ei (;,/)» l^jO ^<A» A^)> 
(C|C') e# (»| O etc.; nous mènerons par ces points des droites {pg, d^)^ {hh, Hh^t 
{eif e' i) , eXc, et ces droites seront évidemment des éléaaeai de la sm*fooe gauche. 

Ces élémens obtenus , on mènera par le point M une droite quelconque nUs; on cou- 
cerra par cette droite un plan vertical , et Pon déterminera les points (/» y nT), (<> » <0 > 
(PfP')f ^c*9 suivant lesquels il coupera les èlémens représentés. Par ces points, on fera 
passer une courbe {nMe, n'o'p'^/ê) , qui sera évidemnent Pititerseelîoa de la sar^Me 
gauche et du plan vertical nMs. Mais le point de contaet efaovdié est à la fiais aur la noEfMB 
donnée et dans le plan nMs ; donc il a sa projection verticale sur »V/> f Vs' s donc sî F«ft 
mène parle point M une droite MAf| perpendiculaire à la ligne de terre, elle coupera la 
courbe nfo'p'qra' en ui^ point M' qui sei^a la projection verticale correspondante au point 
donné M^ 

33 1. Connaissant fe point de contact ;^M , M') , nous mènerons par ce point un plan pi* 
rayUe au plan vertical de profection; û coupera lee dîrectf4ces saivant éewL pomts 
(A , A') , (B , B') , et il est clair qu'en menant par ces points la droite (AB^ AfWj^ oMà 
droite , sera un élément entiëremeui oontena dans k plan tangent demandé , car cet élé- 
ment passera par le point de contact) (M , St") (^9)* 

332. Il s'agira donc maintenant de construire parmi tous les plans qui passent par kr 
droite (AB > A'B^, celui qui est tangent en (M, M^ k la surfaœ donnée. Or^ nous aurons, 
pour cela recours k un parabotoïde hyperbolique aiULiliai te*. 

Hou&menerons par lêi points <A^àÔ>(B9 F), des droites (AC, A'C),(BD,F!y)ftM»* 
gsntes aux directrices donnéea {aqf, ii^f) y i^g^i ^i^*) i ^^ ^^ous iasagîneiwis qa' «ne- 
droite f toujours parallèk au plan verticsl de prajectioB> se meuve sur ces tangentes : il esl^ 
clair qu'elle engendrera dans son mouvement un paraholoïde hyperbolique pasnnt par 
l'élément (AB , A'B')r et je dis que ce paraboloïde et la surface gau<^ générale se tou- 
cheront tout le long de cet élément Ea effet, la courbe (a</^ aV/') et la droite (ÂC, A!C). 
ont un élément linéaire commun entre elles;, la eourbe {gimyfftmk) et la droite (BD, B'DO 
ont aussi wi élément linéaire commun entre elles; doQC>. pendant que la génératrice se 
ment sur ksâémens linéaiaes infiniment petits (A , A') , (B>. 10 ,. ta petit» ioa« qiMte- 
engendre appartient Mssi bien è la sanfaoe gauche générale qjx'an paiâholoikle; donc œa. 
deux surfaces se toudient suivant cette petite sone : donc enfin tout plan tangent 4 Tone 
de cessurfiices^ suivant un point de Isolément (AB, A.'E), est aussi tangent à l'autre. 

Il suit delà que pour avoir le plaa langent demandé^ il su£&ra de mener par le poipt 
(M, M^ uu plan tangent au paraboloïde hyperbolique : ce qui est un problème que noua 
sayons résoudre (3 1 5) et auquel il serait superflu de nous arrêter ici. 

333. Le plan directeur étant choisi^ comme' nous l'avons supposé, pour plan* vettioal de 
projection ,on pourrait se dispensée de construire la Ugne*JiV/^W> pour teonver kL 
projection verticale Ai' du point (M , MO ; car k point M étaat donné» kpkn A3^ qn£ 
contient l'élément de la surface isar lequel mK (M, MO t s'ensuit néoessaineaMOt p ont élé- 
ment s'ensuit aussi , et l'on en déduit aisément le point (fi , MO^ 

n n'en seiait pasainaidaoakeittoiikpkndîmetenr ne serait pas parallèk k Vwmém- 
plana de projection. On serait aloss^obligé de suivre la marche qn»«aas VfMDS #%MliqMr f 
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PL ^ Nous meneroBS une nâlte de plaoi of, M/cf • • « • , fanDUes ma plan rtttktt db^p»^ 
jectioa ; ili couperont 1er directrictai $armU les pobits {a, m') ei (f »ii^)» <j6, 4') «t <A » A^) ^ 
(cjC^) ei {if f) etc.; nous mènerons par ces points des droites (fig, <i^)j (^A^ VK^^ 
{fii f e' i) , etc., et ces droites seront éridemment des éléneui de la siu*laoe gauche. 

Ces élémens obtenus , on mènera par le point M une droite quelconque nMs; on con- 
cevra par cette droite un plan vertical ^ et Pou déterminera les points (/» , nT), (p »<0 f 
(PfP'), etc.^ suîyant lesquels il coupera les èlémens représentés. Par ces points, tm fera 
passer une courbe {nMe, n*o'p'^/$') , qui seta évidennaaiil ftuterseetion de la flartee- 
gauche et du plan vertical nMs. Mais le point de contaet efaevdié est à la fiais aur la wmdÊÊB' 
donnée et dans le plan nMs ; donc il a sa projection verticale sur »V/> f Vs' s donc aï Foa 
mène parle point M une droite MAf| perpendiculaire à la ligne de terre, elle coopern la 
courbe n'o'p'qrs' en un point M' qui sera la projection verticale correspondante an point 
donné M^ 

33i. Connaissant fe point de contact \M , M!) , nous menercHis par ce point un plan pv« 
rallèle au plan vertical de protection) il coupera les direcftrfoes saivant éewL points- 
(A y A') ,{B,V), et il est clair qu'en menant par ces points la droite (AB^ A'B')» cetta- 
droite , sera un élément entièrement contenu dans k plan tangent demandé , car cet élé- 
ment passera par le point de contact (M , St') (^9)* 

332. Il s'agira donc maintenant de construire parmi tous les plans qui passent par kr 
droite ( AB , A'fi^ , celui qui est tangent en (M, M^ k la surfaœ donnée. Or y nous aurons, 
pour cela recours k un parabotoïde hyperboliqae aosiliai re^ 

Itottsmenerons par les points <A y iliO>(B> F), des droites (AC, A'C),(BD,FIf)>tw 
gsntes aux directrices doooéea {aqfy ttd^f) y {gM, ^i^*) > «t nous iaaagifgeoa qa'ane^ 
droite ^ toujours parallèk au plan vertîcdi de projection^ se meuve sur ces tangenles : il esir 
clair qu'elle engendrera dans son mouvement un paraholoïde hyperbolique pasmnt par 
l'élément (AB ^ A^B^;. et je dis que ce paraboloïde et la surface gaudte générale se tou- 
cheront tout le long de cet élément Enefifet, la courbe {acf^ acf) et la droite ^6, A'C). 
ont un élément linéaire commun entre dles;.la eourbe {gimyffUm) et la droite (BD, Vïï) 
ont aussi #1 élément linéaice commun entre elles; donc>. pendant que la générattiioe se 
ment sur ksilémens liBikiies infiniment petits (A, A') , (B>.lr)^ ta petite 10*9 qpMk 
engendre appartient sMssi bien è la sae&oe gauche générale qjx'au paiidboloide-, donc «s. 
deux surfaces se touchent suivant cette petite sone : donc enfin tout plan tangente Pûno 
de ces surâtces^ 8^ivant un point de Isolément (AB, A.'B), est aussi tangent à raotru. 

Il suit delà que pour avoir le pl^n langent demandé^ il suffira de mener par lé poipt 
(M y M^ un plan tangent au paraboloïde hyperbolique : ce qui est un problàine que nous 
saTons résoudre (3i5) et auquel il serait superflade nous arrêter ici. 

333. Le- plan directeur étant choisi^ comme- nous TaiFons supposé, pour plan>uettiiQatde 
projection ,on pourrait se dispensée de construire la Ugne^nV/^W» pour laawwf h^ 
projection verticale Ai' du point (M , M') ; car le point M étant donné, k-idan AB^ qaa 
contient l'élément de la surface isur lequel es^CM^MO» s'ensuit néoeininc—nt» 
mant s'ensuit aussi j et l'on en déduit aisément le point (M , M> 

Il n'en seirait pas ainai dans le ai» oii k pkn dimeteur ne serait pas parallèk k Vwm 
plana de projection* On serait aloss-obligé de suivre la mnrdm gfis usai 
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la'OonsInicUoii itmiVtmmf waît wa pao féniUn ; nais la adIoIm» serait d'aUleors alao^ PI. al 
lamant telle que nom fatom er p o i é a 

334. Use poursail que ka itm. tangBateaabtBDues (AC, A'C'} , (BD, B^D') , fussent 
dasale même plan-, dans ce caa, le paraboloida hyperbolique auiliaire qui servirait k 
ifiÊOudxe la question proposée, serait une sur£i€e planej et eetfte surjEace présenterait la 
propriété de toucher le paraboloïde tout le long Îr Vâément (AB ^ A'B'). D'après cela» 
en faisant toivner un plan autope de cet âément, il ne serait langent à la sur£iee gauche 
que dans une seule de ses positions, mais tout le long de (AB, A^&O > ce qui hâl exception 
aux propositions générales des.n^* t^i et 3a8. Pour s'expliquer celte partieulai*ité , il 
«uffira de remarquer qn'en supposant que les droites (AC^ ^'Cf)t (BD, B^D') soient dans 
un même plan , on admet nécessanre ment que I9 petite £one commune ân|i paraboloïde 
et à la sur£sce gauche générale soit oorapoaée d^élémens consécatifa sitnés dans ee même 
plan , ou » ce qui revient au méme> que la soriaeè donnée ne préseute pas , suivant l'été* 
mcntrâgalier (AB, A'BOj Impropriété qui sert à définir lei surfMes gaoefaes, et qui est, 
comme on sait Qati^y,,t^êi%giairalj4evuk élémens coiMéeiiti£i de ces surface» ne sont pas 
^ans un même plan* 

335. JExicutUindê Vif^wn. Ponr ^pe la figure soit bien înletlîgibte,. on s'est borné à 
r^résenter la partie de la surface donnée comprise entre les directrices et les élémens 
iflgi ^V)> ifi^ij'^)' On a décrit sur le plan yertieal le contour w^y de la projection de 
<iette surface , et l'on a marqué en ligues penctuéea lea parties des élémens comprises entre 
ee contour et la projection af(y de l'élément antérieur {ag^ dg) , parce que ces parties 
«ont cachées par la portion de la surface à laquelle appartient le point (a , a }. 

Il est facile de se rendre raisosi de kponctnatioa des antres ligpes de Pépurei 

336. Probité ME 11. iks trois iUrectrîcea (f une uurface gauche étant données j açec la 
profêcUon d'un des points de cette surface , on demande le plan tangent en ce point à la 
-surface donnée^ 

Soient {abcdyoiUc'd!) , Of/h^e'/gh') , [iklm^ ii/(rn)y\es itoiê directrices de la sur*- pi, a}, 
lace gauche, et M la projection horixontale du point de contacta 

Nous commencerons par chercher la projeetion verticale de ce point. Pour cela , nous 
construirons , par le procédé qui a été indiqué n'' 327 , plusieurs élémens {aei ^ dei^^ {Jbfh f 
i^fir}, icgl,cgf),eU:.} ensuite nous meneronapar le point M un plan yertieal quel-* 
conque nM : il coupera la surface suivant une courbe (nopçfy do'pfq')^ £Eicile à déterminer y 
etsor la^pxelle sera nécessairement le point de contact dont la projection horisontale est 
en M. Mais la proj^tîon verticale de ce point est la droite MM % menée par le point M 
perpendicidairement à la ligne de terre ^ donc elle est à Tintersection BT des lignes 
rio'jptf et MAT: donc le point de contact du plan tangent demandé est le point 
CM.M'). 

L^ctémenli correspondant à ce poii^t sc&ra &cile à construire; car si l'on imagine un 
^ne dont (M,M^) soi^lesonunet^ et qui ait pour base la difectrioe (jtfghf '^yV^^Ji ^ 
oAne coupera nécessairement les directrices (fibcd, dh'o'd!)^ {fkîmy it^lni')^ en deux 
poinU (A, AO, (C, C), de l'élément cherché (ABMC, A'B'M'C), lesqjaels le déter- 

16. • 
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CHAPITRE II. 

Des plans tangens menés par un point donné au dehon dvm 

surface. 

JN otis allons nous donner un point , et sueceasivement une surfiioe çylin* 
drique, conique^ de révolution ^ etc. , et construire dans chaque cas la jdan 
tangent de la surface passant par le point donné. 

w «5. 544* Problème i**. Par un point (A, A'), donné aur<lehûrs d^tme sut^ 
^'•g- 1- jace cjUndrique connue , mener un plan tangent à cette surface. 

Tout plan tangent à une surface cylindrique passe par un élémeat de cette 
surÊBice (279); donc si l'on mène par le point donné une parallèle à la gé- 
nératrice de la surface donnée ^ cette parallèle sera tout entière compriae 
dans le plan tangent demandé* 

Soit donc abc la trace horizontale de la surface donnée^ et (MN, VLV^ 
la droite parallèlement à laquelle se meut sa génératrice; nons mènerons , 
par le point (A, AO, la ligne (CAB, C'A'B'), parallèle à (MN, MTT); cette 
droite percera le plan horizontal au point B ^ et si nous menons la droite 
Ba tangente en a àla trace abc, je dis que le plan qui passera par cette tan- 
gente et par le point (A, A^ sera le plan demandé. En effets car 1» dnoile 
(AB y A'B") étant parallèle aux élémens de la surface , ce [rfan con ti eii dn i Té» 
lément (ai, afC), mené par le point (a\ a') oh se touchent la taiigeirte Ba él 
la trace abc; donc ce même plan touchera la surface donnée en (a, i/), et 
par conséquent (28 1) tout le long de l'élément (ai, di^ ; donc il sera le phn 
tangent cherché. 

Connaissant la trace Ba de ce plan, et un point (A, A'), par lequel il 
passe , on en déduira aisément sa trace verticale ; d ailleurs cette trace passe 
nécessairement par les points (C, C) et (1, i'), où les droites (AB, A'B^^ 
(ai, e!î^, percent le plan vertical : donc le plan (à&, CiT) est le plan tangent 
demandé. 

345. U est clair que ce problème aura autant de solutions qu'il j aura de 
tangentes à la courbe abc menées par le point B. Dans la figure , abc est un 
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ccrde^aiifiâ, dans le cas pris pour exemple, le problème proposé a-t-il pi. ^^ 
deux solutions 9 dont uneseolement a été ooostmite. ^'^' '* 

546. Exécution de Vépure. Le cylindre donné est représenté par ses traces 
et par les élémens qui servent de contours à lune et à lautre de ses deux 
projections. Ce cylindre est entièrement caché par le plan tangent demandé 
(oRf C^; donc toutes les lignes qui lui appartiennent, hors l'élément de 
eontact (ai^ df)^ qui est dans le plan tangent, doivent être indiquées par 
des points. Quant aux droites oB, CY, ai^ ali\ elles sont évidemment 
vues , ainsi que MN et M'N'; elles sont par conséquent indiquées en lignes 
pleines» 

347. Problème 2. Par un point (A, A') donné tmr^hors dun cône Fig. ^ 
dont le sommet est (S, S'), et donfrla trace horizontale est la courbe abç ^ 
mener un plan tangent à ce cône. 

Tout plan tangent à une surfiioe conique devant passer par an des élé-* 
mens de cette surÊtf£ (179)*, il contient nécessairement son sommet; docxrle 
plan demandé passera par la droite (AS, A^S'): donc la trace horizontale 
de ce plan passera par le point B , et sa trace verticale par le point C^ 

Menons par le point B la tangente àB à la trace abcj je dis que le plan 
nue déterminera le point (A, A') et la droite àR sera le plan demandé. En 
ettet; ce pkn contiendra Télânent (aS, a'S')^ correspondant an pmnt de 
contact (a , a') de la trace abc et de la tangente aH; donc il sera tangent en 
(a, a'), et par conséquent (287) tout le long de Télément (ad^ ^d), k la 
surface du cône donné : donc il sera le plan tangent cherché» 

La trace verticde de ce plan passera évidemment par les points C^et ef^ 
où les droites (AS, A*^'), (aS, a'S'), percent le plan vertical ; ainsi les tmces 
dn plan demandé seront les droites aJSD et IkfCf. On sait d'ailleurs , par ce ' 
qui a été dît précédemment (290), que la trace JkfÙ sera tangente en d'if 
la trace verticale dn cône^ 

Q est clairque si Ton mène par le point B une seconde tangente à la 
trace abc^ elfe déterminera une denxièoie solution du problème proposé*. 

54^* Exécution de Vépure. Le cylindre donné est représenté par ses 
traces , par les élémens qui servent ^ contours à ses deux projectKms, par 
son^sommet, et par Télément de contact {a&d^ a^S'dT). La nappe inln^ém^ 
est, par rapport aux deux plans de projection , derrière ou sons le plan tan- 
gent; donc les lignes qui lui appartiennent ^ hors la droite (oS, ^S) qui est 
dans, ce plan , doivent être ponctuées. Quant à la nappe supérieure, elle est 
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aucun exemple les constructions que nous vc- 
^4#blèmes ci-après les feront suffisamment connaître. 

Par un point donne hors dune surface de révo^ 
Jt tangent à cette surface, 
^fk^ que nous nommerons M, menons un plau auxi- 
^ ^^urface donnée , et construisons son intersection ç 



a pourra mener des tangentes à cette courbe; car 

w at autre chose (iSa) que les intersections du plan P 

s à la surface de révolution , menés par des points 




?&cey plans tangens que Ton sait construire (292). 

'jar le procédé exposé n® 121, mener par le point M , 

section (p , une tangente à cette section , et obtenir 

pt C de cette tangente. Concevons qu'on mène par ce 

Oyigent à la surface de révolution , ce plan contiendra 

^onc il contiendra le point M : donc il satisfera au pro- 

^fkfp comme il y a une infinité de plans comme le plan P^ 

^t ^^ général un nombre infini de solutions. 

fi^ppose qu'un des plans qui résolvent ce problème tourne 

. Y :ace de révolution , sans cesser de la toucher et sans ccs- 

le point M , il engendrera une enveloppe conique , ayant 

'j point M , circonscrite à la surface donnée , et touchant 

jiyant une ligne ^ qui est le lieu de toutes les positions 

contact C aura occupées dans le mouvement du plan tan- 

4 appelle ligne ou courbe de contact de 1^ surface donnée 

rconscrit. Et comme tout plan tangent en un des points de 

' à la surface de révolution , résout le problème proposé , on 

jrt de lien aux solutions de ce problème , et que , pour le ré* 

s complètement possible , il convient de la construire. 

opérations à faire pour cela sont d'une grande importance ; 

l fsiire l'objet d'un problème séparé. 

BLÊME 5. Étant donnée la surface de rés^olution Pi. ao 
', rG/)'E'H)} et un point (M, N), on demande la courbe de 
tte surface et du cône circonscrit qui aurait pour sommet 

dre ce problème^ nous rappellerons qu'on peut considérer 
mée 9 quelle qu'elle soit ^ comme l'enveloppe d'un cône mo- 

»7 



ri. ir. 
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bile, d'une sphère mobile ou d'an cylindre mobile (269-— ^71), et hous 
nous demanderons les points de la cqhi^ chercdët situés mir une ca- 
ractéristique donnçQ, A cette caractémtique il correspondra une envelop- 
pée j cette enveloppée sera touchée par un cône ciroQn§crit|. ayant pour 
sommet le point (M, N), suivant des lignes particulières ; il sera facile de 
déterminer les points de la caractéristique qiw appartiendront à ces lignes» 
et ces points seront évidemment ka points demandé*; car les i)lan& tan^ 
gfns à l'en veloppée » qui leur correspondrcint, seront tangens suivant ces 
niêmes points à la surface donnée (aSi)^ 

Sachant trouver les points de la CQurbe cherchée situés sur une carac^ 
téristique quelconque ,, on pourra déterminer autant de ces points qu'os 
en voudra , et il sera par conséquent aisé de décrire les projections de 
cette courbe. 

Mais, comme l'enveloppe a trois sortes d'enveloppées fort simples , il 
y a trois procédés remarquables qui conduisent aux points de la courbe 
demandée. Nous allons ^icposer ces procédés avec détail ^ ainsi que la 
construction des points singuliers de cette courbe. 

354» i**' Procédé 9 dans lequel Ven\^eloppée est une surface conique. 

Cherchons les poiots de la courbe demandée qui sont sur la cacact^nsr 

tiquQ (oxhy^^ o'hy On construira, d'abord la droite o'ap tangente en a' à 

la méridieûne I'G/?TEHj cette droite sera la génératrice de l'enveloppée 

conique correspondante à la caractéristique donnée, et le sommet de 

cette enveloppée sera le point (I^ a). Ensuite , on mènera par le point 

(M, N), et par le point (l, a), la droite (MW» îiiad); elle percera le plan 

de la caractéristique en (t/, d) ; par ce point on m^cnera les tangentes 

(dsPj 4'x^) , {d/^ dj) à cette même caractéristique ; on déterminera les 

points de contact (a:, x'\ {j\ j\ et ces points seront les points cherchés^ 

En effet % car si l'on mène par ces points des plans tangeus à l'eo vtdc^pœ » 

ces plans passeront par les tangentes {dx^ da;^)^, (dj\ dj) i ik passeront par 

conséquent par le point (d, d) ; mais ils passeront aussi par le aommef 

(I, à) ; donc ils passeront par la droite (W, dd) ; donc ils contiendront le 

point (M, N) : or, ils seront tangens en même temps à l'enveloppéfe et à Fen- 

veloppe ; donc enfin y ces points seront les points de contact de deux pjani 

tangens à !a surface donnée passant par le point (M, N) ; donc , etc. 

Si la courbe demandée n'avait aucun point sur la caractéristiqQe oir^ 
cnlaire ^oxhjr\ o'h')^ le point (d, d) se trouverait dans l'intérieur de cette 
caractéristique, tt ce procédé ne conduirait à aucun résultat; 
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355, 2* Procédé ^ dans lequel V enveloppée est une sur/ace sphérique. p». ^<> 
Cherchons les poiate de k courbe demandée qui soat sur la caractéris»- 
tiquè (peqCf p'q'). On colntiieiicera paï iûener la droite p'b^ normale ezi 
p' à la méridienne XGp'E'YL^ elle rencontrera II" en un point b; et de 
œ point comme centra ^ avec le rajoû bp' , on décrira le cercle p^sq'g f 
qui sera la méridienne principale de l'envelôppee sphérique oocrespon>- 
dante k la caractérktique donnée* On imaginera ensuite un cône circon- 
scrit à lenveloppée, et dont le sommet soit en (M, N) ; on déterminem 
ie cercle de contact de ce cône et de la sphère ; ce cercle coupera la 
caractéristique en deux points^ et ceè deux points seront évidemment les 
-points cherchée. 

Pour trouver leurs projections , nous ferons tourner le ùténdien MI 
aVéc l'enveloppée et lé cône circonscrit , autour de l'axé de révolution , 
jusqu'à ce que ce méridien soit arrivé tu Ml. Dans ce mouvement , le 
centre (Ifb) àè la Sphère ne bougera pas^ le sommet (M, N) viendra en 
(M', N') > et l'axe dû cône circonscrit se trouvera par conséquent dans le 
plan Ml. Par le point N' on mènera l05 droites N'j, N'g, tangentes au 
cerdk gp'sq* ; elles le toucheront en deux points s el g; 6n joindra ces 
points par une droite ^g* , et il est facile de voir que cette droite sera la 
pirojection du cercle de contact de l'enveloppée ^t du cône circonscrit. 
Le cercle sg ttïc Cercle p'q* , situés sur une nième sphère ^ se couperont 
en deux points^ et ces points ne seront autre chose que les positions 
«[u'occnpent les ^iats cherdiés lorsque le point (M, N) est eu (M'i W). 
Or , nous remarquerons que ées points âont sur une droite (i'H'p l) , perr 
^ndiculaire en (uj l) au plan méridien Ml ; nous ramènerons ce plan 
en MI; le point u décrira autour du point I un arc de <^ercle us^ f il ^ 
s'arrêtera en i^, et la droite Z7", perpendiculaire en u sur Ml> prendra la 
position ce , perpendiculaire en (^ à la droite ML D'après cela^ la dirOite 
ce contiendra les projections horizontales des points cherchés t maifi le 
cercle peqc contiendra Ces mêmes projections; donc elles seront en e et c. 
Il sera &cile d'en déduire les projectious verticales e' et </ , et l'on aura 
tes points cherchés (e, e',), (c, c'). 

Si les lignes sg et pq^ ne se rencontraient pas dans l'intéiieèr du cercle 
P'^S f ^^ cercles sg et p'q' n'auraient pas de points communs , et il en 
l'ésultérait que la courbe demandée n'aurait aucun point siôr la caracté- 
ristique ûùonée p'^. 

356. 3* Procédé, dans leqhel reiivéloppée est une smfaoê ^linêbique^ 

17. t 
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PI- 26. Cherchons les points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristi- 
que nlw. Nous ferons d'abord remarquer que l'enveloppée correspondante 
à cette caractéristique est le cylindre horizontal auquel elle sert de base, 
et dont les élémens sont perpendiculaires au plan méridien mv. Nous 
mènerons ensuite la droite (Mn, Nn') perpendiculaire à ce plan ; elle le 
percera en un point (n, n'); par ce point nous mènerons des tangentes 
à la caractéristique nw, et les points de contact de ces tangentes seront 
les points cherchés. En effet , les plans qui passeront par ces tangentes et 
par la droite (Mn, N«'), contiendront le point (M^ N), et seront tangentes 
à l'enveloppée suivant les points dont il s'agit : or^ ces points sont sur 
la caractéristique; donc les mêmes plans seront tangens à l'enveloppé sui- 
vant les mêmes points. Donc , etc. 

Pour construire ces points ^ nous rabattrons le méridien I/i en IP ; 
le point (n, n!) viendra en (P, Q) , et la méridienne mv viendra en 
(XY,rG/>'E'H) j par le point Q on mènera les droites Qr et QA', tan- 
gentes en r et A:^ à la courbe VGp^EH; on mettra les points de contact 
r et A:^ en projection horizontale en r' et A:; on les ramènera ensuite 
dans le méridien nw en (t' i) et (m, nï), et ces derniers points seront les 
points cherchés. 

Il est clair que ce troisième procédé donnera autant de points de la courbe 
demandée qu'il sera possible de mener par le point Q de tangentes à la 
courbe rGpEH. 

557. Construction des points singuliers de la courbe demandée. Au 
moyen des trois procédés précédens^ ou même d'un seul de ces procédés, 
on peut trouver autant de points de la courbe demandée qu'on en peut 
désirer; mais, parmi ces points , il en est de remarquables qu'il est bon 
de construire de préférence à d'autres. 

Menons par le point M les droites MU, MT^ tangentes au contour 
(UTX, U"F) de la projection horizontale de la surface donnée; ces 
droites seront les traces de deux plans verticaux tangens à cette sur&ce : 
en mettant donc les points U et T en projection verticale en U' et T', 
les points de contact (U, U% (T, T'), ainsi déterminés, seront deux points 
de la courbe demandée. 

Par le point N menons les droites NE^, NF', tangentes à la méridienne 
principale ; il est évident qu'elles seront les traces de deux plans ME', NF, 
qui seront perpendiculaires au plan vertical , et qui toucheront la surface 
donnée suivant Jes points (E, E') , (F, F'), de I4 courbe cherchée. 



/ 
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358. Enfin , construisons les points de cette même courbe situés dans ^^* ^* 
le méridien Mid. Pour cela , nous^ rabattrons le méridien IM sur le mérir 
dien IR , en le faisant tourner sur l'axe (I, IT); le point (M, N) viendra 
en (R, S) , et si par le point S on mène à la méridienne (XY, YGp'E'ïi) les 
tangentes St, S^, ces tangentes détermineront deux points de contact 
(/, i') , (z, z') , qui , ramenés en (D, D') et (B, B'), dans le méridien Mld, 
seront évidemment les points cherchés. 

559. Ces points (D, D'), (B, B'), jouissent dune propriété remarquable/ 
c'est que leurs hauteurs au-dessus du plan horizontal sont des maximum 
ou des minimum (*). En effet , comparons les hauteurs de ces points à 
celles des points {t'^t)y (m, m'), obtenus n*^ 556 , et situés dans le méri*- 
dien quelconque ni. Le triangle Mnl est rectangle en n ; donc on a 
Ml>nl; mais M I = IR = I"S , /zI = IP = rQ; donc, quel que soit le 
plan méridien ni , le point Q sera toujours tel qu'on ait I"S > T'Q. U suit 
de là que les tangentes S/', Sz', limitent les positions de celles, comme 
Qr et QA'', qui partent des diverses positions que peut avoir le point Q, 
et , par conséquent , que les hauteurs des points i^ et / sont des maximum 
ou des minimum par rapport à celles des points de contact r et k' des 
tangentes Qr et QA:'. Or, les hauteurs des points H et z' sont celles des 
points (D, D') , (B, B') ; les hauteurs des points r et A:' sont celles des 
points (^, t) , (m, m') ; donc les hauteurs des points (D, D') et (B, B') , 
au-dessus du plan horizontal , sont des maximum ou des minimum par 
rapport à celles des points d'intersection (/, t)^ (m m') y de la courbe 
cheixrhée et d'un méridien quelconque nlw. 

36o. De ce que la hauteur d'un point d'une courbe est un maximum 
ou un minimum par rapport aux hauteurs des autres points de la même 
courbe, il s'ensuit que l'élément infiniment petit qui (Correspond à ce 
point est horizontal; car, sans cela, cet élément contiendrait des points 
plus hauts que le point en question, et d'autres points plus bas, ce qui 
est impossible. Donc les tangentes à la courbe demandée en (D, D') et 
(B, B') sont des horizontales. Et comme ces tangentes sont dans les 

(*) Dans une suite de grandeurs soumises à la loi dé continuité (i35 noté)^ on appelle 
maximum et minimum les grandeurs plus grandes et les grandeurs moindres que celles 
qui les précèdent et qui les suitent immédiatement. Ainsi les tangentes à l'ellipse V'LNX', PI. 18. 
en L et L', étant parallèles à la droite T/n, prise pour axe des abscisses (881), les ordon* F'g > • 
nées Vh\ TL, seront, la première un maximum, et la dernière un minimum. 
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PI ^. plans taiigetis menés par le point (M, N) à la sarface <k>imëe^ fl est daîr 
^ae Imrs piK>jections horifeontaie» sont des parallèles^ nux traces harison^ 
ules de ces plans. Mais on sait qfoe ces traces sont perpendiculaiMs il la 
trace MI du plan mëridîe«i (294) f ^<^c 1^^ tangentes de k coufbe 
cherchée en (D, D') et (B, B') ont pour projections homontâdes 
des perpendiculaires à MI , et pour projections verticales des paral-^ 
lèles à la ligne de terre : donc . ces tangentes sont ptfâiifeiMnl 
connues. 

56 1. Il n'en est pas de même des tangentes aux points singulîei^ 
(U, U ) , (T, T') , (E, E') , (F, F) , précédemment détermines : mais , 
Tomttie elles sont nécessairement contenues dans les plans tangeus IkiU>i 
MT, NET, NF, il s'enswt que les droites MU, MT, NE', Nï*, en sont 
tine projection. 

56!2. n résulte de ce qui précède qu'on peut diviser les poinis sin^ 
]^uKers que nous venons d'obtenir en trois espèces ; la pt^mière est Celle 
des points (D, D') , (B, F) , qui satisfont k la condition d'être les plus 
hauts ou les plus bas du petit arc de courbe auquel ils appartienaent>. 
On connaît les tangentes qui leur correspondent. Le deuxième est celle 
des points (U, U'), (T, T'), qui sont sur le contour de la projection ho^ 
tîeontale de la surface donnée. On connaît les projectious IkM'izOotales 
MU, MT, des tasigentes comespondantes. Eniin, h troisiènte est celle 4es 
points (B, E') , (F, F') , qui sont situés siu* le contour de la pM>jecftiift| 
verticale de la surface. On connaît les projections verticales NÇ', PÎF% des 
tangentes correspondantes de la courbe chenchée* 

Ces points singuliers et ces tangentes indiquent pour l'ordinaMto la 
forme générale de cette courbe ; et comme on les obtient par des opé^ 
rations très faciles , c'est toujours par ces opérations qu'il convient de 
commencer la résolution du problème proposé. 

563. Exécution de Féptère. Dans la figure prise pour exemple, la courbe 
demandée doit passer par les points (U, U') , (T, T), (E, K% (F, F), 
(D, D'), (B, BO, (x, x'), (j, y), (c, çO, (e, e'), (f, et (m, m'); ainri, 
le tracé de ses projections pourra se faire aisément. 

L'axe de révolution (I , IT) étant compris , de (I , F) en (I , I") , dans 
l'intérieur de la surface donnée , il est marqué entre ces points par une 
ligne ponctuée. Au^elà , il est tracé par des lignes pleines» La surface 
donnée est indiquée simplement au moyen des contours de ses projeo» 
tions f lesquels sont aussi marqués en lignes pleines. 
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Quant à la courbe demandée , il est évident que l'arc (TBU, TB'U') Pi- ^^ 
es!t sur la moitié infinrîcnre de la surfece, et qwe Tare (TDU, TD'U'), au 
contraire, est sur la moitié supérieure; donc la ligne TBU doit être ponc- 
tuée, et la ligne TDU pleine- En pfojectiou iwrticale, l'arc (FUE, FU'E'), 
situé sur la partie postérieure de la surface , est nécessairement caché , 
tandis que l'arc (FTE, F'T'E'), situé sur la partie antérieure , est néces- 
sairement Yu ? donc FU'E doit étte pooctue, et F'B'E' doit être formé 
par une ligne pleine (56). 

lies autres lignes de l'épure sont des lignes de construction. 

3Ë4* Pjmmzèmk 6. Pair un poiUA doim^, au Akora dtmnt mrfate gauche j mentr un 
plan tangent à cette surface. 

Par le point donué et par ub élément quelconque (le la surface ^uche, on mènera un 
plan, cl ce plan (24S) sera le plan demandé. D'où l'on voit qufi le problème propo^ aura 
une infinité de solutions. 

365. Si l'on en eonstrnit un nombre suffisant^ que l'on détermine Tes points de con- 
laet eorrespoadans • à ebaeuBe, et que Fon mine une ligne par ees p€4nts , cettQ ligne sert 
la courbe de co&lact de la surface donnée et da c6ne circonscrit ayant pour sommet lâ 
point domui« 

366. Pmêb^lmmm càmàiLdZ» Par im point donné au dehors d^wm suifacù connue^ 
mener un jjtan tangent à œtUt surface, 

Poi^r réaxidre ce prohUme,on emploiera le procédé exposé n^S&uOn mènera doncpàr 
le point donné un plan quelconque, assujetti seulement à couper la surface donnée; on dé*^ 
terminera leur courbe d'intersection (i 44) * ^^ chercbera le point de contact de la tangente 
menée à cette courbe par le point donné (121) , et en menant par ce point un plan tangent 
k la surface donnée ^ ce plan satisfera au problème proposé* 

367. II suit de là que la surface donnée aura en général une infinité de plans tangens 
passant {Mir la point donné. Il ssra aisé d^en oonstf uîre aviant qu'on en Toodca, etsi Fon 
détef mîw les points de contact de cbaeun d'eux , et qn^m mène une ligne par ees points» 
«ette Ugpe sera la couvbede contact du cdne qni cn^elopperaU la surface et qui aurait 
pour ^mmet le point donné. 

368. Si la surface donnée est une surface déTeloppable, la courbe de contact sera remr- 
placée par une ou plusieurs droites^ et le problème proposé n'aura qu'un nombre fini de 
solutions; car tous las plana tangens suivant lea divers points d'une de ces droites ne 
£sroi^ quhia son! ei mime plan. Les proU^mes i et a de ce diapitre en faumias^fit des 
eiemples 
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CHAPITRE III. 

Des plans tangens menés parallèlement à une droite donnée. 

P*- »:• 369. Problème I•^ Mener un plan tangent à une surface cj-tîn^ 
*^^' '• drique { (ABC, B'Ç'), (DE, D'F) } , parallèlement à la droite donnée 
(GF, G'F). 

Pour cela , npus remarquerons que le plan cherché est aussi parallèle 
à la direction (DE, D'E') de la ge'nératrice ; d où il suit qu'il est à la fois 
parallèle aux deux droites (QF, G'F'), (DE, D'E'). Donc , si par un point 
quelconque (H, H') de la première de ces droites, nous menons (HI, HT) 
parallèle à la seconde , et que nous construisions le plan (IG, FTt') , que 
déterminent les deux lignes (GF, GT') , (HI, HT) , ce plan sera paraK 
lèle au plan tangent demandé. Si donc nous menons sur le plan hori- 
zontal une droite MN , tangente à la trace ABC et parallèle à IQ, et sup 
le plan vertical la droite MO pargllèle à F'K', le plan (MN, MO) sera le 
plan cherché. 

Il est clair que le problème proposé aura autant de solutions qu'il 
sera possible de mener, parallèlement à IG, de droites tangentes à \\ 
trace ABC. 

370. Exécution de Vépure. Le cylindre donné est représenté simples 
ment par sa trace horizontale et par les contours de ses projections. L'é^ 
lément de contact (Nr, nr^) est ponctué , parce qu'il n'est pas vu. Le 
cylindre donné étant aurdessus et en avant du plan demandé (MN, MO) , 
il caché une partie des traces 4^ ce plan. 

On a marqué sur l'épure, au moyen de lignes ponctuées, la droite (DE, 
D'E') , qui passe par le centre de l'ellipse ABC. Cette droite est une espèce 
d'axe de la surface donnée. ' 

Fig. a. 571. Problème 2. Mener un plan tangent à une surface conique 
{(ABC, B'C) , (D, D')} , parallèlement à la droite donnée (EF, ET'). 

Le plan tangent cherché devant passer par le centre (D, D') de la surfece 
donnée, il ne s'agira que de mener par ce point une droite (DG, D'G') , pan 
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rallèle à la droite (EF, ET') , pour avoir un point G de la trace horizontale pi. a;; 
de ce plan. Par ce point , on mènera la droite GH tangente à la courbe ABC ; ^^' '• 
celte droite sera la trace horizontale dont il s'agit , et en menant , par le , 
point (D, D') , la droite (DK, D'K') , parallèle à GH, elle percera le plan ver- 
tical en un point K^, qui déterminera la trace verticale LK' du plan de- 
mandé (LH, LK'). 

Il est clair que dans le cas de la surface prise pour exemple, le problème 
a deux solutions; car on peut mener par le point G deux tangentes k la 
courbe ABC. On n a marqué sur 1 épure qu'une de ces solutions. 

572. Exécution de répure. Nous ferons remarquer seulement que la 
nappe inférieure du cône est au-dessous et en-deçà du plan tangent con- 
struit, et que la nappe supérieure est au-dessus et au-delà. C'est pour cette 
raison que l'élément de contact (iD, CD'), est ponctué dans la partie qui 
appartient à la nappe inférieure , et plein dans celle qui appartient à la 
nappe supérieure. 

m 

. 375. Problème 3. Étant données une surface de résolution et une 
droite j on demande un plan parallèle à cette droite et tangent à la surface 
donnée. 

Ce problème , comme on va le voir, a }a plus grande analogie avec le 
problème 4 du chapitre précédent (35 1). • 

Imaginons qu'un plan, parallèle à la droite donnée, se meuve parallèle- 
ment à lui-même jusqu'à ce qu'il touche la surface de révolution , et figu- 
rons-nous qu'ensuite ce plan tourne autour de cette surface , sans cesser de 
la toucher et sans cesser d être parallèle à la droite donnée; il est clair qu^il 
ei^endrera dans son mouvement une surface cylindrique qui enveloppera 
la surface donnée, et qui aura ses élémens parallèles à la droite donnée. 

Or , cette surface cylindrique et la surface de révolution se toucherQ|it 
suivant une courbe particulière; et comme le plan générateur occupe sucpcs-r 
fiivement toutes les positions parallèles à la droite donnée dans le3quelles il 
touche la surface donnée, il s'ensuit que cette courbe est le lieu desppints de 
<;ontact de tous les plans tangens qui résolvent le problème proposé, ^i donc 
on construit cette courbe, c'est-à-dire la ligne de contact de lasprfaciç de 
révolution et du cylindre circonscrit parallèle à la droite doi^née,. on pourra 
aisément déterminer autant de solutions de ce proMème qu'pn en voudra ; 
puisqu'il ne s'agira pour cela que de mener, par des points pris arbitraire ^r 

i^ent sur la courbe de contact, des plans tangens à la surface ^miée. 

• • • ^. • 
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paré (374) • 



proposée 



ipcrrtante qui. 
'un probUme 



<jciai< 



PI. q5 Sy/j; Problème 4- Soient (ï, II") taxe dune surface de révobuimiy. 
(Az, ATB'tt's'U') /a méridienne principale de cette surface; et soit QSH ^ 
M'N') une droite menée dune manière qfielconque par un poini(l,/(£),de: 
taxe de révolution : on demande la courbe de contact dune surface cjfUn^ 
driqiié dont les elémens soient parallèles à la droite donnée j et qui soit cir^ 
consente à la surface de résH)lution. 

Nous fisitMis remarquer d'abord que ce problème n'est qu-un cas garti«- 
culler du problème 5 du chapitre précédent (353). En effet,, l'incony- 
nue de ce dernier problème est la courbe de contact d'un cône quL 
touche et enveloppe la surface de révolution; or, si l'on suppose que le* 
sommet de ce cône s'éloigne à Tinfinî, cemémecône se changera en nncy- 
lindre, et le problème à résoudre sera- ceruî dbnf il s^agit; Pour enoËlenir 
la solution, nous allons employer des procédés qui découlent, au moyen'de* 
modifications simples ,. de ceux qui ont servi* à Ik résolution du problème 5- 
du chapitre II, et qui supposent que la surface donnée soit produite parlé 
mouvement çTune cnvelbppée, conique, sphérîque ou: cylindrique (:tH:^«^ 
fes n^ 354— 36n). 

375.. V^ ,Procéde)dans lequel Ums^eloppée est une surface conique. Noûk 
nous dëiiianderotis les. points de la courbe cherchée qui sont sur uue;carac-^ 
téristique (oxhjr^ oï^), correspondante à Fenvelôppée conique dont la gé- 
nératrice est Ta tangente H' a. Concevons qu'on mène, par ces pomtd, des^ 
ptens tâugeusr à h. sur&ce de révolution ; il^ sei!onVtoul-à4i»-fèis paraU^fes à 
£1 diroite donnée^ et tang e ns k l'ènvelôppée'Gonîque'dbHrt le cenrtte-esVÇÇ «)*- 
&r, menons par Ce centre une droite (ï(rf> ntf) parallèle à (Mlf-, BWyj;- ortte- 
drofte gercera le plan (/h' de Ik caractéristique en* un- point (rf, rf)Vct'ar 
par Ce point on mène a cettfe caractérîistîque les tangentes dx, (fy*, quV» 
^tenitine lès points de contacC x etjr, et qu'oa- les mette en prejëetlcNv 
verticale en x'' et/', tes points (Xj ar*)î, Q',7"')> seront les points cKercHéè;: 
c!ar les platis t^ugens à feuvclbppébstnvant ces* points seront' parallèfes à-llr 
droite (MNy lyrN^j et tangens» à» Fènveloppe. 

En i^petantces coustlorctioas sur un^nombre^uffisant-d^caractëriràqiMS^ 



V 
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<m aura bientôt ânes ide |iéiiits de 'la .cou^ chendkée pour fbivfàiv la Pi i^ 
idttcrice. 

Nous ferons démasquer qafi:si la camctéiÎBtiqQe o'h^ me couienaît aucun 
:pomt de la courbe cherdhée, h pohxt (^f ^ d) tt trenaTevaittdans l-intérieur 
da iceiscle (cxrÂ^ , jo^h') y et céotpraqpexnent. 

376. 3* fProcédé^ -dans ilequel Vemitelappée est .spkérique^ Gherdroœ les 
pcânts de la courbe demandée «qui sontsur la 'caracteinstiqne (^/'sT^ p'?0' 
•laquelle correspond à ^renveloppëe sphérique dont le rayvm est la normale 
p'b. Noos imaginerons (qu'un cylindre parallèle à la droite donnée enve- 
loppe la sphère dont le centre est (I ^ b) et le rayon p'b^ ^oe çylÎBadK ia ton - 
içbera suivant un cercle; ce^cerde coupera la courbe (pclBl'y p'q') en deux 
pfidats y ret ces points seront les points cherchés : car ils seront ids que les 
plans tangens à la isfkAve qui leur coirespondront seront à ik fois parai* 
lèles à la droite donnée et tangens à renveloppé. Pour les déterminer., on 
fesa lousmer Ifi méridien ilN autour ide Taxe de Tevolution jmqu^à ce qu'rl 
vienne en IR; le point (N, N') de la droite (MN, M'N') viendra «n ^(K, R';; 
le point (ly C) de la même droite ne vanera pas; donc cette droite viendra 
se rabattre en (IR, CH'). Le cylindre parallèle à cette ménoe droite , et enve-^ 
loppant la sphèire, se trouveaca projeté yerticalemententre les droites ^gr, s\ 
tangentes au'Oerdlie fgq^s, «t parallèles à CR*"; il ttoucfaera la sphère suivant 
iUne courbe dont .la.projectîon verticale sera la droite gs^ qui joint lés points 
4e rconiact g^ si i^tte C(Mirbe et la caractéristique (pcVeC'^ p'q') se icou- 
peront suivant les deux points {l'^ l)., {1P^ l)^ qui , en supposant toujo^cs que 
le méridien IN soit en IR, .seront les points dierchés. Hamenons ce meri*- 
dien dans sa première position i la ^droite (J!l% t) ipcrce le plan IR , auquel 
^le est perpendiculaire, suiirani le point 1/7 ce pokxt viendra en> ; la droite 
/rviendraen ec, etlespoints(/9 /);.(/'/ Q^ se trouveront rBnienés:en(ie^e') 
^t {fi^ .c') : <Ges> derniers points seront par .conséquent les points cheiçhiés. 

En répétant ces constructions sur de nouvdles caractéristiques , on ob- 
tiendra de jQOiiveaua: points de la conrbe denuaidée ^ et bientôt on pourra 
la décrire. 

Il est clair que si le plan pq' contient des points de cette courbe , les 
cardes p^^ , gs,, se rencontreront; et que si elles ne rseTencontrentpas^ dest 
^e le {dan p'q' ne contiendra aucun de ices points. 
. 577 . S'' Prociédéj dans lequel Vewéhppée fist tfjrUndrique. Oierdions les 
points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristique située dans 
Je amdi^i^HJo. Pour oela^ .uiustneiHeroiispavsdlèkmeatÂ 
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Ti. iS. M'N')^ deux plans tangens à Tenveloppëe cylindrique qui passe par la mé^ 
ridienne wn; ces deux plans toucheront à la fois cette enveloppée et la sur- 
face donnée suivant deux points de cette méridienne , et ces deux points 
seront les points cherchés. Or^ les plans tangens dont il s'agit contiendront 
chacun un élément de l'enveloppée cylindrique ; et comme tous les élémeiis 
de cette enveloppée sont perpendiculaires au plan wn , ces plans tangens 
seront aussi perpendiculaires à ce plan ; donc tout ce qu'ils contiendront se 
projettera sur wn, suivant leurs traces sur ce même plan : mais ils contîen-* 
dront chacun une parallèle à la droite donnée ; donc leurs traces sur le plan 
wn seront des parallèles à la projection de (MN^ M 'N') sur le plan ivn. D'mi 
autre côté, ces traces seront nécessairement des tangentes à l'intersection de 
Fenveloppée cylindrique et du plan wln, c'est-à-dire à la méridienne wlnf 
donc les points de contact de ces tangentes seront ceux où l'enveloppée et 
l'enveloppe seront à la fois touchées par les plans tangens en question : 
donc ces points sont ceux que nous voulons construire. Il est, d'après cela , 
aisé de les trouver. 

Projetons d'abord la droite donnée sur le plan méridien In; le point 
(I, C) sera lui-même sa projection, et le point (N, N') se projettera dans la 
verticale N, à une hauteur NN' au-dessus du plan horizontal. Rabattons lé 
méridien In sur IR, le point (I, C) ne bougera pas dans le mouvement, la 
projection du point (N, N') viendra en (P, P'), la projection de la droite 
donnée se trouvera par conséquent rabattue en CP', et la méridienne wn 
se trouvera coïncider avec la méridienne principale (SR , A'CH'jzHQ'). Nous 
-mènerons k cette méridienne des tangentes Q/, Q'A'^, parallèles à P'C ; nook 
déterminerons leurs points de contact r' et A:'; nous les mettrons en pro^ 
jection horizontale en ret A: sur le méridien SR; nous ramènerons ensuite 
ce méridien dans sa position primitive wn, les points (r; r^), {k, Jt'), vien- 
dront se placer en (t, t') et (m, m'), et ces derniers points, d'après ce que 
nous avons dit , seront les points cherchés. 

Au moyen de ces constructions, on pourra facilement déterminer un 
assez grand nombre de points de la courbe demandée pour pouvoir la 
décrire. 

Il est évident que ce procédé donnera , pour chaque caractéristique , au- 
tant de points de la courbe cherchée qu'il sera possible de mener de tan^ 
gentes à cette caractéristique, parallèlement à la projection de la droite 
donnée. 

378. Construction des poinfs singuliers de la courbe demandée. Lès |hxk 
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cédés que l'on vient d'exposer, suffisent, chacim en particulier y p^ PL aa. 

miner la courbe demandée ;. mais , parmi les points de cette courbe, il y en 
a de remarquables qu'il est bon de construire de préférence à tous les autres* 

Menons, parallèlement à la droite MN, les tangentes FE, GD, au contour 
AEzD de la projection horizontale de la surface donnée; les droites F£, GD, 
seront les projections horizontales des deux plans verticaux tangens à la 
surface donnée : donc les points de contact (E, E'), (D, D'), qu'ils déter- 
mineront sur le contour (AEzD , S!z') , appartiendront à la courbe cherchée. 

Si nous menons pareillement les droites TB', Jï , tangentes au contour 
A'BII'^'U' de la projection verticale de la surface donnée, et parallèles à la 
droite M'N', ces tangentes détermineront deux points de contact B' et z^, 
qui , étant rapportés en projection horizontale en B et /, donneront deux 
points (B, B'), (î, i')f de la courbe cherchée. 

379. Enfin, construisons les points de cette même courbe qui ^ont située 
dans le méridien MIN» Ces points seront ceux oh là méridienne MN sera 
touchée par deux droites parallèles à (MN, M^I^') ; ainsi, les constructions 
à faire seront toutes dans le plan MIN. Ramenons ce plan en SIR ; le peint 
(N, N') viendra en (R, R') j la droite donnée viendra e» (IR,. ÇR'); et en 
menant. par cette droite les tangentes XH', LU', elfes déterminéront.deux 
points de contact (H, H'), (U, U'),. qui ^ ramenés en (K, K') et (V, V), dans 
le méridien MIN, seront les points cherchés. 

380. Ces points (K,K') , (V, V), seront élevés au-dessus du plan horizontal 
de hauteurs qui, par rapport à celles des autres points de la courbe demandée > 
seront des maximum ou des minimum (SSg note). Pour le démontrer, com^ 
parons les hauteurs des points {t, ^) , (m, m'), situés dans le méridien quel- 
conque M*n, à celles des points en question (K, K'), (V, VQ. tes uns et les 
autres sont donnés par le contact de la méridienne avec de certaines tan- 
gentes XH', LU', Q'A'f Qr^. Or, parmi ces tangentes, les deux premièreis 
font avec le plan horizontal Tangle de Ja droite donnée et de ce même 
plan, et l'angle des dernières est celui du plan horizontal et de la projec- 
tion de la droite donnée sur le plan méridien wn : mais, quel que soit le 
méridien wn^ le premier de ces angles sera plus grand que le dernier; donc 
toutes les tangentes, telles que Q'A', ont pour limite XH'; toutes les tan- 
gentes , telles que Qr^^ ont pour limite LU' : donc les hauteurs dès pointa de 
contact H' et U' sont des maximum ou des minimum par rapport à celles 
des points k' et /^. Donc, etc. 

38 1. U suit de là (36o) que les tangentes de la courbe cherchée, en 
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PL a8. (Vf Vy et ^, K') y : BOiit àcB (droltes tdoot les projections berisDntths 'Sont 
^rpcndiculttsesiàl^iet idont lesipmjectmis 'irseticabs sontfutnlUèles à 
ia ligae deteti». 

- lliœt ëviddntqiDeles 'droites F£, GB, sont tangentes^àla projection hori- 
WQtak.deia couiibe diecdhée (36i)i et> quelles droites TB',j;^'y sont tm* 
{^ates à «sa projection verticale (Sdi)} donc les six poiots 'singulière (^) 
(K, K'), (V, V), (B, B'), % 0» (E, E% (D, ®% sodt tek qU^on ^connaît, 
pour lesdeus premiers, les tangentes de laxourbe cherchée; pour 4e S^-et 
le 4", 'les projections verticales dc'ces tangentes; enfin^ pour le S^etle '6% 
ies^projections horizontales des mêmes tangentes. 

. Ges^six points et les points (a:, x'), (y, y), (c , (?) , (e, e'), (^, ^)9\ff^9 ^')f 
iIsjà'dëtermiQOSi, pourront suffire aux «personnes 'habituées ^mx opératîoiis 
de la Géométrie disscriptive pour 'décHrs ia eourlie • demandée '(lfi¥lA^ 

'- 503. Eixéoëitiûn de Vépure. On voit clairement -que Tare ^JCD, E'ff^ 
^ia-coutbe demandée, auquel appartient le pcnnt superteur'(K, K')> situé 
sur le dessus de k surface, est vu en projection horizontale; -et que Tare 
^VD, E'V'D'), auquel appartient le point inférieur (V, T") , n'est pas vu, 
Bn iprojection verticale, lare vu (BE/, IBnEJi') contient le point singulier 
(Ë, £'), qui est aur la partie antérieure de la surface; et l'arc non vu (BD/ , 
B'D7) contient le point caché (D, D'). 

'385. On remarquera que les arcs vus et cachés sont toujours séparés par 
des points singuliers (E,E'), (B, B*), (D, ^'), (/, H); ainsi, c'est une nouvelle 
mison de déterminer ces points. 

384* PMOBjJiMB S, Étant données une surface gauche et une droite j mener tm plan 
tangent à cette surface parallèlement à la droite donnée. 

Si par un élément quelconque de U surface gauche on mène un plan parallèle à h 
dlroite donnée ^ ce plan sera tangent en un point de cette 8urfaEce'(s4^}. 

Il fluitide \k qae le problème proposé aura une infinité de solationa. II sera facile d'en 
trourer autant qu'on en voudra, et de déterminer les points 4e cooftact >de celles qu'on 
aura construites (245) ; et si l'on mène une ligne par ces points^ cette ligne Aéra la 
courbe de contact de la surface donnée et d'un cylindre enveloppant, parallèle k la droite 
donnée. 

'385. PROBjLsmB QÉaiRJiL, Mener parallèlement à une. droite don^^jinplanÉan^nâ 
à une surface connue quelconque. 



(*) Ils pourraient être en plus ^nd ou en moindre nombre sur jfa autre ex^ttplé. 



l44 " LIVEE m. PLANS TANGENS.. . 

sur&ce (255); donc il faudrait, pour quelle eût un jrfan tangent passant 
par la droite donnée , qu'il y eût une des positions du plan mobile géné- 
rateur qui contint justement la droite donnée : or , cette droite est une 
droite quelconque; donc elle ne doit avoir qu un point de conmiun avec 
chaque position du planmçbile; donc, etc. 

390. Four éclaircir ceci^ supposons que la sur&ce donnée soit cylindri- 
que ou conique. Si elle est conique, tous les plans tangens passeront par ' 
son sommet , et le plan demandé devra contenir à la fois ce sommet et la 
droite donnée; donc il sera entièrement déterminé : donc on ne pourra 
pas lui imposer la condition d'être tangent a la surface du cône (*). Si la 
surface donnée est cylindrique , tous ses plans tangens seront parallèles à sa 
génératrice; donc si l'on mène par la droite donnée un plan parallèle à 
j'un des élémens de €ette surface , ce plan sera le plan cherché : mais il est 
clair qui! se trouve déterminé sans qu'on ait fait entrer en <*onsidératiou 
la condition qu'il soit tangent k la surface cylindrique ; donc en général il 
jae satisfera pas à cette condition . 
' D'après cela , les questions qui vont nous occuper ne devronjt s'applir 
^er qu'à des surfaces non développables* 

3^1 . Problème i •'• Par une dwite dennée , mener un plan tangent 
à une surface sphérique. 

Ce problème aura évidemment deux solutions. Pour les trouver, on 
mènera par le centre de la sphère un plan perpendiculaire à la droite 
donnée ; il coupera cette droite en un point , et la sphère suivant un 
grand cercle ; on mènera par <:e point devix tangentes à ce cercle , et si , 
par chaque tangente et par la droite donnée , ou mène un plan , les deux 
plans qu'on obtiendra seront tangens à la sphère suivant les points de 
contact des tangentes ; c'est-à-dire qu'ils seront les plans tangens deman* 
dés. En effet , tout plan tangent en un point d'une sphère est perpen- 
diculaire à l'extrémité du rayon qui correspond à ce point, et récipro- 
quement (**) : or, imaginons qu'on abaissç du centre de la sphère ime 
perpendiculaire sur chacun des plans obtenus ; ces perpendiculaires ne 
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(*) Nous pourrions dire qu'on ne pourra pas imposer à ce plan la condition d*étre au- 
trament tangent à la surface du cône; car tout plan mené par le sommet d'un cône peat 
être considéré comme tangent à ce cône (4^ i)* 

(*^) Cette propriété est facile à démontrer ; car si l'on conçoit par le rayon d'une spbere 
Vne infinité je plans, ils couperont la sphère suirant des cerjcles qui s<b croiseiVMit par £01^ 
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sortiront pas du plan du grand cercle employé; car ce plan est perpen-^ 
dicnlaire aux deux plans obtenus : mais les tangentes menées sont les*" 
intersections de ces deux plans et du grand cercle ; donc les perpendicn—. 
laires' abaissées seront à angle droit sur ces tangentes; donc elles auront 
respectivement pour pieds les points de contact de chacune de ces méitoes' 
tangentes; donc elles seront^ dans la sphère , des rayons aux extrémités' 
desquels les plans obtenus seront perpendiculaires : donc ces plans se-r 
ront tangens à cette sphère. 

39a • Appliquons maintenant le procédé qui vient d'être décrit. Soit >-pi. 99. 
(C, C) le centre de la sphère , gbk^ pq^f lés contours de ses projections;! 
et *(AB, A'B') la droite donnée. Le plan mené par le point (C, C') , per-- 
pendiculairement à cette droite , aura ses traces respectivement perpâi<^ . 
diculaiires aux lignes AB / A'B' (66); donc ^ si Ton mène par 'ce point 
deux droites l'une horizontale. (Ce ^ CV) dont la projection Ce soit 
perpendiculaire à AB, et l'autre (Ca, Ca') dont la projection ta soit 
parallèle à la ligne de terre, et dont la projection C'a', soit perpendiéu-' , 
laire à A'B', elles seront toutes deux comiprises dans ce plan et le déter^' 
mineront. Lapremièro (Ce, CV)| percera le plan vertical AB en (e, e');' 
la seconde (Ca, Ca') le percera en (a, a'); ainsi, le plan de ces deux^ 
droites et le plan vertical AB se couperont suivant la droite (oe, a'e'),'. 
Cette droite et la droite donnée (AB, A^B') ont noémé projection hori-' 
zontale ; donc elles se coupent au point (I, i) , qui. a pour projection, 
verticale l'intersection i des projections aV , A'B' , de ces droites. D'après 
cela , le point (I, i) appartient à la fois à la droite (AB,. A'B") et au plan 
des droites (Ce, CV), (Ca, C'a'), c'est*à-dire qu'il est l'intersection de 
la droite donnée et du plan mené par le point (C C) perpendicùlairo^' 
ment à cette droite^ 

Or, suivant ce que nous avons dit, il faudra maintenant mener par 
le point (1 , 1) des tangentes au grand cercle intersection de la sphère 
et du plan des droites (Ce, CV), (Ca,' C'a'). Pour trouver ces tangentes ^, 
rabattons ce plan sur le plan horizontal C'/, en le faisant tourner s^utour 
de la droite (Ce, Ce') : il est clair que le grand cercle, intersection de la 
sphère , se rabattra sur gbk ; et que le point (I, i) , aprèsr avoir décrit . 
un arc de cercle dont le centre est (e, e') , et dont le rayon est l'hypo- 
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trëmité du rayon , pek'peildîciilairemeiit à'ce rayon ; d'oii Ton voit que les diieMs facettes 
Jaiie 'sphèf^e sont per^dîculairet' tex rayoQS « 

»9 
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R 99. lâitne Ai ^ d'«tt tnanf^ réctabgle Ai^ tet qve 2& sa lê ^ tîeodrs «e 

iMttf» en D. Si dose om mèiie]>ar k point D les droites Ikf| Dg> t mgealai 
cm ottde gbkf il ne s'agira plea ^pe de dcmnêr au sjrsfeème da point O it 
de oe$ tangentes un xno u tement de rotation qni ramène le point O en 
(i^ Q , et les positions tfme prendront ces mêmes tangentes seront dans 
les plans dierchés« Chaque pcnnt dn système décrira , dans le mourOBCBl ^ 
ntt eerdie perpendicolaire à la charnière (Cr, Ct^i donc le point de cott* 
tact d ne sortira pas du plan dm , perpendiodairs k Cr, m le point g 
àm plan gny parallèle k dm : mais les points {o, cT), (r^ r^ ^ des tingenles 
Jkif hgy sont snr lue de rotation (Cr^ C/); donc ils ne bongeMoi pas 
dans le rnoorement; donc la droite Dorf viendn se plaosr en (lon^ ^W)^ 
et la dvoiis HDgr en (Hb^ r^in') | donc le point de contact d ynttaàmm 
projeter horizontaknMnt en m et verticalenient en m!^ } et le poiaf dé 
contact gf horiaontakanenft en n et inerticalement est n\ 

fi soit de là que IHm des plans tangens demandes passem par k 
draite (Im^ mtO t ^ Vsmtie par la droite Qn, in') : ils eonliendront dEaib» 
lenrs tons denxla drœte (AB^ Â'F) » et ils auront pour points.de eontact». 
le premier le point (m, tmQ ^ et le second le point {n, n^). Il sera «iaé de 
cOMtnûre leurs traces* Pour eda, on mènera par les points et 
(m, w!}^ (n^ n') ^ des paidlèles (m% m!^^ (itUp du') ^ à in droite 
(fJ^f AkV) X la première parallèle (ms^ »V) percera le pian 
e» {Sy ^)f et le pbaLTerdoal en (^ ^ ; la droite donner perce les 
plans de prejection en (j1^ A") et (L^ LQ ; donc celui des plens 
dlmC (m^ nd) est le point da comtact aura poor trace horisonialei in 
droite A^> et ponr traoe irceticak k dsoite BLY. La seoende pnraUèfe 
(7iii> rivl) peirosra le plan faorîsontal en ((^> 1»% et le plan tertioaL eni 
(tt, v!)i donc le plan tangent dont (n^ n') est le point de eontact ansn 
pour trace horiaontale la droits TAi/, et pour traee verticale k dittte 
L'fc/G : donc enfin , les phns (PQ, QR)^. (TS^ SU),, sont les demcpkna. 
demanda. 

595. Aynnt obtenu les points de contact (m^ ni), {n, m') ^ on/ «iseil 
pu mener par ces points les rajens oorrespondans de la spUkt», et 
comme les plans demandes sont perpendiculaires è ces nyixas, on amnit 
détevminé lenrs traces par la eonditioQ qu'elles fussent req^ecAvement 
perpendîcnlsirps aux pcojections des mêmes rayons. 

On ^sra remarquer que k corde dg, menée par les points de contact 
éf et g des tangentes JÎdp fig^ iooupe. k> cbanûère Cr en nn pent qui. 
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ne doit pss rarier dans le moaTement des tangentes autour de cette ^^-^ 
charnière : donc les positions ^ et m7i de cette corde doivent coupiv 
Cr en un même point. 

S941 Exécution de Vépitn. La sphère edt comprise entre les deux pbnS 
tangens demanda , et il est aisé de voir qu'elle est au-dessous de celui 
(TS, SU), qui passe par le point (n^ a7> ^* derrière celui (PQ, QE)# qui 
passe par le point (m^ m!)} donc les contours ghk y pqXf des projectiàns 
dç cette sphère , ne sont pas rus. 

En examinant la projection horizontale de Fépure^ on roît que lé pkii 
tangent (TS, SU) couvre toute la partie du plan horizontal sîtuëe dtl 
c6té G de TS , et que le plan tangent (PQ, QR) couvre toute la parâé 
du même plan située du côté r de PQ ; donc il n'y a que la partie 
QÂSQ du plan horizontal qui soit vue. La ligne AP est sous le plan 
(TS, SU); ainsi ^ elle est cachée. La ligue AT est sous le plan (PQ, Q&) ; 
donc elle est pareillement cachée. Quant aux parties AS, AQ, des traeea 
TS, PQ, elles sont évidemment vues, ainsi que la projection AB de Ho^ 
tersection des deux plans demanda. 

En projection verticale f k partie du plan (TSj. SU) , qui se projette 
horizontalement dans Fanglo TAB ^ et eelle du plan (PQt QR) f qui Se 
projette horizontalement dans l'angle BAP^ couvrent évidenament tout le 
plan vertical et cachent tout ce qu^il contient. résulte de là que les 
tmces SU, QR, ne sontpas vues , et qu'il ne doit y avoir de l%nes jdieinBet, 
sur le plan vertical , que la projection A'B^ de l'arête (AB, A37i suivant 
laquelle se joignent dans Te^ce les deux parties des plans demandés 
qui se {nrojetlent sur le plan horiaontal en TAB et BAF» 

n'est pas nécessaire d'ajouter que le» Ugnes AL , kUf Si^f SL', Q^f 
qui sont sur les parties postérieure et inférieure des deux pUai» de -pt^ 
jection , ne sont pas vues. 

SgS* Problème %. Par une droite donnée ^ mener un plan tangent 
à uns swface de réwbaion^ 
Nous allons dienuer deux solutiona de ce proUème. 



/" 



39I& 1^ Sokak>nj Jtinê laquelle <m emploie des cônes auxiliaires» ùmeefonM deux 
peints flnr fatâroîté dounéei et imaginons que chacim de ces points soit le sommet fim 
cône ciMonscrit à kmidbee de vévolutioa. Cette siur£aioe sera touchée par diaenn de ces 
cônes flaiyant une courbe de contact facile à déterminer (353) , et le point d'intersection 
des <Mu ooQirbaSida evriastasaSik ppiat^ ^ QOQt^ 

19.. 
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plan tangent en ce point à, la surûioe donnée panera pjur chacun dtfs iommets àeê deux 
cônes auxiliaires; d'oii l'on Toit qu'il contiendra la droite donnée tout entîàre. 

Il suit de là que le problème proposé aura autant de solutions que les deux cooxlies 
de contact des deux cônes auxiliaires auront de points communsu 
PI. 3o. • 397. Soit donc (I , TV) l'axe de révolution , (GH » i^i/k) la méridienne principale de 
la surface donnée, et (CD, CD') la droite donnée. Il est clair que le problème anm dewx 
solutions. Pour les déterminer avec exactitude , nous ferons remarque^ avant tout Ipie 
si ks sommets des deux cônes auxiliaires étaient très voisins l'un de l'autre» les conriies 
de contact correspondantes se croiseraient eous des angles très aigus , d'oii il résulterait 
nécessairement que les points d'intersection de ces courbes ne seraient pjis bien dis- 
tincts (907 J. n est aisé de sentir , d'après cela, que les points de la droite (CD, CD'), qu'il 
est convenable de choisir pour ces sommets , doivent donner des courbes de contact & pende 
chose près rectangulaires entre elles : or, on ne sera pas loin de satisfaire à cette condition, 
si l'on prend l'un des sommets en un point (D , îf) très voisin de la surface donnée y et 
Pautre à l'infini sur la droite (OD, CD"). 

; 3g8. Le cône dont le sommet sera en (D, D') touchera la surface de rivoIntioQ 
suivant une courbe (mms, nirn^8'),q}ie l'on déterminera par les moyens exposés précé- 
demment (353). 

Le cône dont le sommet sera situé à l'infini sur la droite (CD , CD') aura ses élémens pa- 
rallèles à cette droite; ainsi , ce ne sera pas , à proprement parler, nn cône , mais bien un 
cylindre. 11 touchera la surface de révolution suivant la ligne {mtuHi^ , wliiivli^) , que 
Fon construira facilement par les procédés des n®* 375, 376 et suivans. 
* Ayant déterminé les deux courbes (mms , niriiê) , ^jntunv , mivlniT)^ on remarquera 
qu'elles se coupent aux deux points (m, w!) , (7», n'), et l'on en conclura que ces points 
Mnt ceux de contact des deux plans tangens demandés. Il aurait été facile d'obtenir les 
traces de ces plans ; mais, pour que Fépnre .soit moins confuse, on s'est dispense de les 
construire. 

399. Comme les projections des courbes de contact (^mms, mfr'r/s'), (mtuw^, niiuvli^y 
ne se croisent pas seulement suivant les projections m^Uy m^nfàQ leurs intersections, 
4I est nécessaire d'établir quelques règles pour que l'on sache trouver aisément les points 
•cherchés m et 1» , m! et »', parmi les- différons points de rencontre m, y, n , «, us', w^ii^z^ 
des lignes mrn»^ m'rns' , mtun%f , m!^unif\ D'abord nous ferons remarquer que .pour 
qu'un point m soit la projeélion d'un des points de contact des plans demandés , il faut 
qu^il ait un correspondant wl sur l'autre projection. Et comme il faut de plus que le 
point {m , mT) soit l'intersection de deux arcs {ymt, vm^) , (suir, s* ni/) , des courbes de 
contact, il est indispensable que ces arcs soient sur une même portion de la surfiioe donnée 
d'o& l'on voit que ces mêmes arcs, à l'endroit du point (m, ?»'), doivent être sur chaque 
projection tous deux vus ou tous deux cachés. D'après cela , les points j: , j^, s , m^, où se 
conpcnt des arcs pleins et des ares ponctués des deux lignes {jnmsy m/n's')^ (mùmiff 
-"Ytf'n'f/), ne peuvent ètre.les projections des points cherchés , ce qui, dans le cas aétnel, 
ccmnattre immédiatement ces points , et , dans tout autre cas , facilite infiniment leor 

Bnmnation. 

||m^ Xa sor&oe prise pour exemple offre des propriétés intéressantes }. parée épféle 
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e^ft de l'espèce des ellipsoïdes de révolution, et que toute surface conique ou cjUndrique^ Pi. 3c» 
qui enyelpppe un ellipsoïde , le touche suivant une courbe plane elliptique {*) dont 
chaque projection est toujours, une ellipse (58g). Cela pose, prenons pour sonunet d*un 
cdne auxiliaire le point (G^ G^)^ oii la droite donnée QCD, CD') traverse le méridien GU. 
Ce méridien divise la surface de révolution en deux parties symétriques; donc le.'c6ne 
qui aura son sommet dans le même méridien sera aussi divisé par le plan GH en deux 
parties symétriques; donc la courbe de contact correspondante à ce cône sera également 
divisée par le même plan en deux parties symétriques ; donc le méridien GH contiendra 
l'un des axes de cette courbe de contact; donc elle aura son plan perpendiculaire au plan 
vertical : donc enfin elle sera projetée verticalement suivant une droite iK. Il sera facile 
d'obtenir cette droite ; car si l'on mène par le point G' deux tangentes G'i , Q/k à la mé- 
ridienne i^iik^ elles toucheront cette méridienne en deux points ie\h^ qui seront des 
points de la droite cherchée. Or, la surface conique dont le sommet est en (G, G^) touche 
la surfiM^ donnée suivant une courbe à laquelle appartiennent les points (/tï, /i>7» (^> '0' 
.donc la projection ih de cette courbe doit contenir les points wi et n^ ce qui fournit un 
moyen simple de vérifier l'exactitude des constructions précédentes. 

Si l'on prend pour sommet d'un cône auxiliaire le point (K, K') , oii la. droite donnée 
perce le plan horizontal KX^ qui divise la surface de révolution en deux parties symé» 
triques , la courbe de contact correspondante aura pour projection horizontale une droite 
'qd j passant par les points m et i>, et l'on aura un second moyen , analc^e au premier, de 
'vérifier les positions des points (us, m) , {n, n )• 

4oi. Il est clair que les courbes de contact qd et ik auront pour secondes projections 
deux ellipses : d'oii l'on voit que si l'on prend pour sommets des deux cônes auxiliaires 
les points (G , G^), (K, K') , on aura deux droites et deux ellipses à déterminer , au lieu 
de quatre ellipses , ce qui simplifiera beaucoup les constructions. 

Si la surface donnée est un hyperboloïde de révolution à deux na]^pes, un hyperbolôïde 
de révolution à une nappe y ou un paraboloule elliptique de révolution i il y aura des cônes 
•auxiliaires, analogues à ceux dont les sommets sont les points (K , R^ et (G, G'), et l'em- 
ploi de ces cônes simplifiera beaucoup la résolution du problème proposé. 

4o2. Exécudon de l'épure. La distinction des parties pleines et ponctuées est d'une 
grande importance; mais, conmie elle est exposée avec détail aux n®' 363 et 382, nous 
renvoyons à ces numéros. . . 

•L'ellipsoïde donné est le même que sur les planches 26 et 28 ; la droite (CD , CIX) est 
parallèle à la droite (MN, M'N^) de la pL 28, et le sommet (D, D^) est le même que Je 
sommet (M, N), pi. 26, en sorte qu'on n'a eu besoin , pour faire l'épure dé la pi. 3o , que 
de rapporter sur cette épure les résultats obtenus pi. 26 et pi. 28. 

4o3 . 2* Solution , dans laquelle on emploie un hyperbolôïde de rewhuion 
à une nappe. Imaginons que la droite donnée se meure autour de l'axe de 
réyolution pour engendrer un hyperbolôïde, et concevons par le point de 

(*) f^ofez, poor rintelllgence de ce name'ro et (la saivaiit, les Traités de Tapplicatioa de TAnalyte à la 
Géométnè dès trois dimftniîbns. 
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contact du plan tangent demandé un plan méridien; 05 denier plan coqi9 
pera la droite donnée en un point , et je dis que le plaii tangent d^PtinJI 
s^rs^ tangent en ce poi^t à Hiyperboloïde. En effet , puis^ ce jim0iin 
pl«n demandé, il passe par la droite docmée, c'€st-a-4ire par Féfcjiiwaldq 
rhyperholoïde qui contient le point d'iatersection de cetta droite ^ du fin 
méridien ) mais il est perpendiculaire à ce plan comme étant taiigianit à ki 
surface donnée (294) : donc il est tangent à rhjrperbololde en ce point ^h 
tçrsection (5o6). 

Q ^xki\ de là que si Toq mèue un plan tangent par IVixe de réyohitioi| 
çt par le point d^ contact du plan demanda et d» la surfine dooiUk» ce 
plan coupera cette &ur&ce et celle de l'hyperbokude^ clia£«ae> snnraKt m 
méridienne , et le plan tangent suivant une droite tangente ans demi 
ridiennes. Si donc on construit les méridiennes principales de ces demc 
fçices f qu'on leur mène une tangente commune , et qu'on fasse tourner cette 
tangente autour de Fa^e de révolution » eUe viendra rencontrer fat dxoilç 
4fWiée en un point,, elle appartieodn, dana la position où elle seva panp^ 
9fi^.% au plan tangent demandé, et lepoinl où elle touehera la siéxidîane 
de la sur£sice donnée sera le point de contaet de ee plan» Dèt ^pe ce 
sera connu , il sera facile c^en déduire le plan tangent cherdié. 
PI. 3r. 404. Soit (I, IT) Taxe de révolution, (gk, dVc) ou {fk^fdé^, la 

dîenne principale de la surface donnée, et (CD^ CD^) la droite par laqueDb 
U ^'sigit dçimeneir le plan^ tangent demandé. 

Il est clair que le problème aiuai pliweurs solutions. Nous allons opéeev, 
pour les trouver, comme U vient d'être dit; ainsi, nous dieidierona d'à» 
bord la méridienne principale de Thyperboloide dont la cboite (CD^ C9V} 
est la gétaératrice. Pour cela, nous suivrons les procédés indiqua n^ seo; 
nous remarquerons qu'un point quelconque (C, d) de cette droite enffaBt» 
4.rç Hu cevde horizontal (QFAG , FG') ^ qui est coupé par le méridieagi^ 
CP^ i^vç^ pQiAf«:(F yf% (G,^ GO» de la epurbi^ cherdiée ; mhis opéi^ewiiadA la 
a^éiperaipiiiefe sur d'antres poiat&die (CD, CD% et biestôt nous | 
décrire la projection verticale Fli'B', &lk%', de la méridienne 
4fiî l'bjnP^r]?!Ql^4e. Ensuite .^ il s'a^^ de mener une droite à la Ibia 
ge9t(Q. à qçtte méridienne ejb à la méridJenue donnée. afyc,^^V (txojT^si la 
J^CKt^ Q). 4u lieu d'une^ il est visible, qu'on en poucra.mener <pialMt.aib- 
voir : aD'^ hlA!, ifK!, e'L'. Ne noi|$ occupons maintenant que de la pre« 
«i»»a'Bf.. 
Concevons par cette tangente un plan perpendiculaiTe au méridien- F&; 
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es phai ten iattgi&t à là mutboé cUmaéé dil {a, a')§ et k lliyperbôlolde en pi. 3k 
(By B> Qr^ ai Ton iSât preitdrfc à k fangentef i^V, oa (FG| a'F)^ un mou-* 
▼MMBk citcuhtra Mrtoui^ de Yêxe (I^ n^^ ^t qu'on suppose (ptà œtle ta»^ 
gwto tmmèae «vw eUe le plitli a'B% te plan, dans son œouyeteenti ne 
eeiDorfc pas d'être tangent atix deux aarfSkceS eii ^pestion , suiyant Icâs po^p 
aitions qu'occuperont successitement les deux points (B, B% (a> oT). Mak 
ipna des positions du premier de ces points se trouvehi en (E, E'} ^t la 
i^foite donnée ; la position comsspondante de la tangente (FG^ à'B') se trou» 
Tera dans le plan méridien £1 ; donc la position correspondante du point 
(a^ a!) tsra en (P, P^) : donc le plan ttiobile touchera la sur£àce donnée en 
(ff F)> M rhjpeiix>lmde en (E^ F). Et tomme il ne peut toucher rhyper-» 
boloâde sans passer par la génératrice corrè^Kmdante (GD^ C^D^, il cm»* 
cidera ayec le plan demandé; donc enfin (P, P') est le point de eontact dd 
ce plan. 

La tangente b'W conduira à une seconde solution. Pour la dét^Aniâer, 
on amènera le point (H ^ H') en (N, N') sur là droite donnée^ aii ttiôjéti 
d'un arc de cercle horizontal (HN, H'M'), dont le centre sera en (I, M); on 
SMaera la trace IN du méridien qui contient le point (N^ N'); on amènera 
le piMut de contact (b, i/) dans ce méridien , au moyen de l'arc (frS , VS') f 
et le point (S^ S') sera ^e point de contact d'un sedoud plan tattgent à le 
surface donnée^ passant par (GD, Ci^). 

Quant aux tangentes d^% e'V , il est évident qu'elles seront syinétriques 
aux tangentes 611', a'B^ Il s'ensuit que les points de contact B' et îJ, V et 
dff 4i' et e'f li! et K'p seront dans les mêmes plans horiaontaux WlJf b'tP^ 
éé\ H'K^, et k des diiBtances égales de l'axe de réydiutiot»; d'où l'on >ott que 
lemiqiii'on ramènera les points (K, K') et(L, L') sur la droite donnée, ih 
viendrant se placer respectivement en (N, N^ et (E, E^, et les points dé 
contact (é/, ^f{e, eQ, aux points déjà obtenus (S, S') et (P, P), en sorte 
que les tangentes (tKf, e^îJ, donneront les mêmes solutions que les tan* 
gentes b^H', a'W. Malgré cela^ il conviendra de mener toutes ces tangentes^ 
parce que la condition qu'dles soient symétrique^ deux à deux^ ainsi que 
leurs points de eontact , fournira le moyen de vérifier l'etactitude des Hé- 
sultats obtenus a gauche de l'agite Fr, par la confîtmtation de eetix oAfe^ 
nus à droite. 

Nous n'avons pas mené les traces des deux plans cherchés; on connaît 
pour chacun d'eux un point et une droite qu'ils contiennent, ainsi ils sont 
détemuMs. 
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FI. 3r. 4^5. Cette solution I plus erpeditive que la première^ est d'une exécution 
assez délicate I parce qu'on n'a pas de méthode graphique sim^de pour 
mener les droites a!^\ h'IX^ tangentes à deux courbes connues^ et pour dë^ 
terminer leurs points de contact d^ B'^ V^ IX \ mais elle se recommande par 
son élégance, et elle conduit d'ailleurs aussi sûrement qu'une autre à des 
résultats exacts, lorsque l'on dessine avec soin. 

406. Exécution de V épure. La surface prise pour exemple est engendrée 
par un cercle; elle a la forme d'un anneau et appartient à la variété. de 
sur&ces de révolution que l'oii appelle surfaces arumllaires (Soi). 

La recherche des lignes pleines et ponctuées ne présente aucune diffi- 
culté. On a tracé la méridienne F'H'B', LTK'G', au moyen d'élémens recti-. 
lignes interrompus^ parce que l'hyperboloïde employé ne fait partie ni des 
données ni des résultats du problème. 

407. Pboblsme aivÉRAL. Etant données une droite quelconque et une surface queU 
conque ^ on demande le plan tangent à la surf ace donnée ^ passant par la droite donnée. 

Il' y a deux procédés généraux pour résoudre ce problème. 

408. Le premier consiste à circonscrire à la surface donnée denx cônes qui aient leur^ 
sommets sur la droite donnée : il est clair que le plan demandé^ aura son point de contact 
k l'intersection des couxi>es de contact de ces deux cônes ; donc il suffira de déterminer ces 
courbes (367) et le point où elles se couperont , pour avoir le plan tangent demandé. Oti 
a TU précédenmient un exemple de cette solution (SgS). 

409* Voici en quoi consiste le second procédé qui conduit à la solution. Nommons D la 
droite donnée^ S la surface donnée ^ et P un plan , perpendiculaire a la droite D , sur le* 
' quel on fera une projection auxiliaire. On commencera par construire le plan P, et le 
point dyOhlsL droite donnée se projettera sur ce plan ; on déterminera ensuite la courbe 
de contact T d'un cylindre parallèle à la droite D et enveloppant la surface S (386) } on 
construira la courbe y y projection de Y sur le plan P ; enfin , on mènera ^ par la<|KMiit d^ 
une tangente ^ à la courbe ^^ et cette tangente sera la trace et la projection au plan tan-^ 
gent demandé. En effet, la ligne y sera le contour de la projection de la surface donnée 
sur le plan P ; donc le plan ç n'aura de commun avec cette surface que la facette infini* 
ment petite qui se projettera sur le plan P suivant l'élément linéaire infiniment petit 
commun à la courbe j et à la tangente ç ; donc , etc. G>nnai$sant la droite 9 , on trouvera 
aisément les traces horizontale et verticale du plan tangent demandé. 

Ce moyen de solution , sauf quelques Itères modifications^ est celui qu'on a emphm 
(.391) pour n^ener par une droite donnée un plan tangent à la sphère. * 

410. Si la surface donnée était une surface développable , la ligne j^^ serait une ligne 
droite; ou le systibme de plusieurs 1 ignés droites^ et il ne serait pas possible de mener la tan- 
gente ç \ donc il n'est pas possible de mener par une droite donnée un plan tangent à une 
Bitriace développable. C'est une vérité précédemment démontrée (389). 

Jjai surface donnée étant toujours une surface déyeloppable^ si l'on veut employer la 
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mojen des cônes auxiliaires (4o8) > on trouyerai pour lignes de contact , des éléroensin^ 
. défiuûs de la surface ; en général, ces élémens ne se rencontreront pas , d'oji l'on foit que 
' VtntaetdL conduit à la condusion précédente , qui est que j dans l'hypothèse faite , le pro- 
U&ine proposé est impossible. 

4' '• ■S^ cependant la surface donnée était un cône, les lignes de contact se couperaient 
soiyant son sommet ; d'où il suit que le plan mené par la droite donnée , et par ce sommet^ 
serait tangent au cône suiyant ce même sommet. Et, comme la droite donnée est une 
droite quelconque, il faut tirer de là cette conséquence, que tout plan passant par le som- 
met d'une surface conique est tangent à cette surface. Cette vérité singulière se trouve 
expliquée note 5, n® 90a. 

/ 

I 

CHAPITRE V. 

Des plans tangens à plusieurs surfaces. 

41 2. Il est facile de concevoir qu\in plan ne peut être assujetti à toucher 
plus de trois surfaces données; ainsi ^ comme nous savons. mener un plan 
tangent à une surface isolée, par un de ses points, par un point quelconque, 
parallèlement à une droite donnée , et par une droite donnée, il ne nous res- 
tera plus à parler que des plans tangens à deux et à trois surfaces. 

4i3. PROBJLBME i**". Étant données deux surfaces quelconques j on demande^un plan 
qtà les touche à lajbis toutes les deux. 

Soient S et « les deux*sur£aces données ; on mènera dans l'espace un plan quelconque P ;' 
on déterminera les courbes de contact A et X2 des deux surfaces S et « à^ec deux surfoces^ 
cylindriques enveloppantes dont les élémens soient perpendiculaires au plan P (386). 
Celafait , on construira les lignes ^ et « suivant lesquelles les. courbes A et Q se'projél^ 
teront sur le plan P ; on mènera une tangente commune f à ces deux lignes (903) , et 
cette tangente sera , sur le plan P, la trace et la projection du plan tangent demandé. En 
effet, les élémens linéaires communs entre les courbes J^ et «, et leur tangente ^, sont les 
projections de facettes infiniment petites des deux surfaces doonéfes , coàinunes k ces fttir- 
Êices et au plan ç \ donc ce plan sera tangent aux surfaces S eX /: donc, etc. /. > 

G>nnaissant la situation du plan ç par rapport au plan P,on déterminiçra'fiiciljentept les 
traces du premier de ces plans. ' 

4i4« Comme le plan P est entièrement quelconque; il est clair que le problème m>- 
posé aura en général une infinité de solutions. Ces solutions ont un lien comnrnn, iet ^ 
Uen jcst la surlace déreloppable qui enyeloppe les deux surfaces donbées: car tout plan 
langent aux sar£aoes S et s est Fenteloppée de la aurfiMe dèreloppable dont 9 ' Ae^^, ièti 

ao 
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sorte que tout qplsttiangcat à cette surface ertune^olutioa du. problème en quertîoD, et 

xéciproqfiemeph 

On concluca de là que goor résoudre, ce problème le plus oompletenumt f^tmHé^jl 
convient de déterminer Venveloppe développable circoniscriteaux- deaXvSni^Mei'S et ••- 

4^ ^' ^^^^ ^'^> ayant mené un plan qMcloonque P; ayant ccuistruit, les courbes il ^ C^ 
leurs projections ^ et « sur le planP^ et la tangente ^ aux lignes i" et m.yOtk détenoBftiMra 
le point 7/1 , où la droite ^ et la ligne i* se toudieront , et Ton détenninera- pareiH(Biiieiif k 
point de contact n des ligues^ et «. Ces deux, points.?» et n seront les projeotHMiB sur h 
plan P desdenx points M et N , suivant lesquels le:plan^ toucberales sorfbœS'S-et'tf; fies 
points M et N seront situés sur les courbes A et H -, il sera aisé de les construire, et-en vw^ 
nant une droite MN qui les contienne, cette droite sera un élément de la surface. déve- 
loppable cherchée. Eu construisant donc de nouvcaus. plans auxiliaires de projection V, 
P% P*, etc., on obtiendra de nouveaux points M', M*, M*', etc., N', N", K"', etc., analo- 
gues à M et à N , et la suite des droites MN, M'N', M'N", M'N*', etc. , que l'on déduira de 
ces points , déterminera cette surface. 

Connaissant les points M , M', M', etc. , N , P^', N', etc., il sera facile dé construire les 
lignes MM'M'' . . . , KK'^" . . . , suivant lesquelles la surface développable circonscrite ton* 
cLera les surfaces données S ■ et s. 

Nous n'appliquerons celte théorie a aucun exemple : les ombres nous fourniront Foc» 
casion de l'employer. (Voyez le 1 ivre l**" de la Science, du dessin,) 

4i6. Si l'une des surfaces données , là surface S , par exemple , était une surfâœ dSfi^ 
lufjj^tJile, la ligne ^ serait une ligne droite, ou le sy^ëtne dr plusieurs lignes' droitès'i «t 
il Bfi serait pas possible de* mener: là ttugeate ^\ d'où il suit que le plau'queleoDqper F'iie 
conduirait à aucune solution. 

Cependant, si la position de ce plan étïiit telle que quelques-unes desdroitesi^ieni* 
placent la ligne t touchassent la ligne « , ces droites seraient elles-mêmes les traces et 
les projections des solutions du problëme proposé. 

Il est facile de voir qu'en général , lorsqu'il n'y a qu'une des deux surfaces àistAëe^ ffjA 
soitdéveloppable , le problème n'est pas insoluble ; car si l'on fait tourner, aûtoitr de la 
surfikoe développable S», un plan tangent à cette surface, ce plan, généralement piriattt, 
t<^iiieb|éiti la surface non développable' s , dans une ou plusieurs des positions qu^'oedp^ 
perift^iet* ces:p06itions seront tangettUes aux surfaces S* et s. Nous bisserons ûkefàuttÉfi 
kctetfnunmojenffrapbîque de'xxmstrvireces positions du plan tangent nobiSt 

Si.lesisurfacea&et « étaient tentes dent développablés, le'pEoblèmesétfait' iui|WrtîWte 



417* FR0B£4ÂMR2k Deux suifitces quelconques* non^démlopjmÊNM 
connues , on demande leplan^ tangent mené à ces^ swjixces pan*' iM /)wStf 
prisi a^MmUrtmerU dans Fespae&. 



,Çe pjrQ^)è|]9ue secadéteiminé , etpe«r le résoudre, ilne sVigira- que Je'flMiit* j^k 
point donné- un plan tangent à la surface développable circonscvite amt deUKE. 

i sentir que les epérationfc à ftAte seront ai gfaéeifil«titi nwaytinuto 



ifKeKpQ||é.j.| ■■. ,.. .n,^ 
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^^ -.On cÔHstrnira, iHÎrJêîprOçédé;clun**4^5, plwîeiirs élémeus WN,M'M',fM'!N% ôlc:^4e 
la surface développablc circonscrite aux deux surfaces données; les projections liorij&oi^- 
tales de ces élémens seront tangentes à une courbe Ç que Ton décrira; Jeurs projeqtions 
TorticalBs seront tangjentes i une courbe Ç' que Ton décrira pareillement, et J'ou aura 
Farête de rebroussement (Ç,Ç') dont ces deux courbes seront les projections. Cela fait, 
onnieDera par le point donné, que nous -nommerons K, un plan sécant quelconque y>l 

-tempera les-élcmens IVOî , M'NVWl'ÎN'', etc. , suivant une suite de points r, t', r^, €te.;oii 
construira le lieu de ces poinks; par le point K on mènera une tangente fl à h Icourlie 
rrr". ...j per le point de 'Conlact de cette tangente on mènera une autre .tai{gente ,à 

.l'arête (,<Ç, Ç'); cette nouvelle tangente sera un élément de la surface développablc, .et le 
plan qui passera par cet clément ,et par la tangente 9 sera évidemment le plan tangent 
demandé. 

4i8. Supposons que les surfaces données soient deiixsphères, la solution 
' du problème sera fort simple, ainsi qu'on va le voir. 

Soit (A, k') le centrede l'une de ces sphères, A't son rayon, (^, BQ le Pi. 3a. 
centre de l'autre sphère, B'A son rayon, et (C,'C) le point par lequel on de- 
mande de mener un plan tangent à ces deux sphères. 

Parles points (A, A') et (B, B') nous mènerons la droite (AB, ATî'), et 
nous remarquerons qu'il y a deux cônes qui touchent et enveloppent' les 
■ deux surfaces données. L'un est engendré par le plan vx^ tangent extérieu- 
rement aux deux sphères et mobile autour d'elles : il a pour sommet le 
point (D, D'), où la droite (AB, A'B') perce le plan vx. L'autre ^t formé 
par les intersections consécutives d'un plan mobile tangent intérieuremetit 
au système des surfaces données :.il a pour sommet l'iritersection (E, E') du 
']^anj-z«t de la droite (AB>A'B'). ' 

* Tout plan* tangent à l'une des deux surfaces coniques auxiliaires sera évî- 
'^emment tangent aiix deux sphères; donc, si l'on^jnène par le pôrht (Ç, V) 
"VJes plans tangens à ces surfaces, ces plaqs résoudront le .problème projposé. 
H suit de là que ce problème aura quatre solutions; car on petit mener par 

4e point. (C, C) deux plans tangens à chaque surface conique auxiliaire. 

• • .'•'..■•■ 

4'9' Construisons ceUes de^ces quatre solutions-gui correspondexijt au 

cône doiit le sommet est en (D, D'). Et, pour abççgqr le 4i$cours ,^ dési- 

gnons chaque sphère par son centre, et chague çôn^.^ai^'-^a.Çipmmet. . . 

, Cela posé^ nous remarquerons que le cune. (£||, ^') .tPHcbe . 1^ spbène 

(A, A^) suivant lun qercle qui, peut èXse pris \paun base du rtfônej. quelle 

^hfis *ar}gens deip^dés passent jpaç k droite ÇJà(^:^ iy£l)|]çt;.6iU}ii,rt{tQî/$i 

20« . 
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PI. 39. {>omt , chaque plan tangent passera par une tangente à la base , menée par ce 
même point. 

Amenons le système des données , en le faisant tourner autour de la 
verticale dont le pied est en A ^ dans une position telle que le plan AD 
ait pour trace la droite AG parallèle au plan vertical ; il sera facile ensnite 
de trouver les plans cherchés , parce que cette position donnera presque inv- 
médialement le cercle de contact de la sphère (A, A') et du cône (D, D'). 
Dans le mouvement du système , la sphère aura tou.iié sur elle-même , 
sans changer de position; le point (D, DQ sera venu en (G, G"); le point 
(C, C) aura décrit un arc de cercle (CH, CH!) égal à PQ, pour venir 
s'arrêter en (H, H'); l'axe (AD, AD'), du cône (D, D') , se sera rabattu en (AG, 
A'G'); et je dis que si Ton mène par le point G' une tangente G'c au cercle 
aie, et par le point de contact c de cette tangente une perpendiculaire Bc 
à l'axe A'G', bc sera la projection verticale du cercle de c >ntact de la sphère 
(A, AT) et du cône (G, G'). En effet, concevons que le cercle (SK, aôc), et 
la tangente (GA, G'c'), se meuvent circulairement autour de (AG, A'G'); 
il est évident que le cercle abc décrira la sphère (A, A'); que la droite G'c 
décrira le cône (G, G') , et que le point c engendrera le cercle de contact de 
ces deux surfaces ; or, ce cercle sera dans un plan perpendiculaire à Taxe 
de révolution (AG, A'G'); donc il sera dans le plan (LF, Vb), passant par le 
pointe, et perpendiculaire au plan vertical de projection : donc enfin u 
sera projeté verticalement en bc. 

Connaissant le plan (LF, Vb) de ce cercle , on construira le point (n , n!) 
où ce plan est percé par la droite (GH^ G^'), que contiennent les. plans 
tangens cherchés, et il ne s'agura plus, pour déterminer ces plans , que de 
mener par le point (n, vT) des tangentes au cercle bc. Pour cela, on ra- 
battra le plan de ce cerde sur le plan vertical AG, en le faisant tourner au- 
tour de rintersection (AK, bcO) de ces plans : le centre d ne prendra au*^ 
cun mouvement; donc ce même cercle rabattu sera celui b\}c\, dont le 
centre est en d, et dont le rayon est^. La droite Kn, perpendiculaire à l'axe 
de rotation (AK, bcO) , viendra en nTÏ, et le point N sera le rabatt e me nt de 
(n,ff); en&i, la trace horizontale Ll^ du plan (LF, fb) , se rabattra sm- 
vant une ligne RT, perpendiculaire en F à la Ugne bO. D'après cela, siTon 
mène par le point N les tangentes MU, NV, elles appartiendront cSîaCune 
à l'un des pûns cherchés; et comme eUes seront rencontrées par bi trace 
RT du plan (Ll^, Vb)^ la première en R et la seconde en T, il sera £uâle d'en 
dëdnire ces plana. Ramenons. d'abonl le ceide tlOcV dans le pim èe; H 
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droite RT ^ en tonrnant aatpnr du point (I9V), qui restera immobile , Tien- pk 33. 
dra se placer sur IlL. Concevons ensuite qu'on ramène tout le système 
dans sa position primitive , en faisant tourner le plan ÂG autour de la ver- 
ticale A , le point (I, V) viendra en /; le rabattement RT, de la droite (LF, I'), 
perpendiculaire à AG, viendra en r^, perpendiculairement à AD; et les 
points R et T viendront en r et ^, de façon que Ton ait Ai=3 AI, n = RF, 
i7 = l'T^ D'où l'on voit que les points ret ^ du plan horizontal appartien- 
dront auY plans ckercbes; mais ces plans passent parla droite (DG, D^C), 
qui perce le plan horizontal en (F, FQj donc les droites rF, /F, sont les 
traces horizontales de ces plans. Quant aux traces verticales , on ne les a 
pas construites afin que l'ëpure soit moins confuse : il est aisé de voir com- 
ment elles s'obtiendront. 

Il serait facilq de-se tromper en rapportant lès points R et T, en r et^, 
si L'on ne remarquait pas que les points R et N sont situés du même 
côté par rapport à l'axe de rotation bO : or, en projection horizontale, 
60 se trouve en AK , et le point N en 72 ; donc le point R doit être , 
ainsi que le point 72, derrière le plan AK ; donc lorsqu^on ramène ce 
plan en AD , le point R doit être du côté vers lequel s'avance le plan 
mobile, c'est-à-dire du côté A' de AD.. 

420. Exécution de Vépure. Comme on n'a pas construit les traces 

) verticales des deux plans tangens dont on s'est occupé , on suppose que "' 
ces plans n'existent pas dans l'espace, et l'on marque leurs traces hori- 
zontales en lignes . mixtes (55). Toutes les autres lignes de l'épure sont 

*^ des lignes de constn^tion, hors les contours des projections des deux 
sphères , lesquels sont indiqua en lignes pleines. , . 

^m. Problèmb 3. SoUnt (A, K')^ (B, B'), (C, C\ Us centres dé trois surfaces sphéy PU 38.. 
riques » et Aa j "Kb, (jd, les ferons respectifs de ces surfaces y on denumde un plan qui les 
toucfie à la fois toutes les trois. 

Nous remarquerons y en premier lieo,.qiié tout plan tangent à trois cônes qui enrelbppent 
deux à deux les trois sphères données , est tangent à. œs sphères : or /ce plan tangent con- 
tient les sommets des^trois canes euTdoppans ; mais ces sommets sont nécessairement snr 
les droites (AB , A'B% (AC , K'CT) , (BC , VC) , ou , oe qui rerient an même, dans le plan 
des itotres: des sphères: donc ils. sont sus une même droite qui est l'intersection de ce 
plàA èl du plan tangenl 

Remarquons , en second lien > que les sphères données peuTcnt être enreloppées par six 
cftoéSySa^oir: trois. doni les sommets sont au-delà de Pespaoa compris entre les sphères 
. qn^ils enTtkyppenti et tuois dont les sommets sont situés entre les sphères emfdoppées. Les^ 
.^jtaaiStfveBiiers sont indiqjiis en projection bnriaoataley et omi hwasomaMls es (D^JI^ 
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PI. 33. C£»-0; .(F.y F').rLes irois clevmr^ sont iidicfiiés ea.:pcofecfbn vevlfealey et «oat«poii9 
sammeUles.poiaU (G^ 0% (H, fl') , (I , ï'). 

Eafia remarquoas , en trotslëme llea, qae lorsqa'aaplan est taugeot à deux «phèrea^ et 
qd'U laisse ces sphëcesd'aa même côté, il est tangent au cône enveloppant dontle.somr 
met est an deliors des sphères ; tandis que s'il laisse les sphëres de côtés diSerens , il eiÂ 
tangent at^GÔne emncloppant dont'Ie «omnret est entre les sphères. 

iGtlap osé désigirons, comme dans leprdbfèate précédent , les sphëres par leurs centres ', 
et fies cônes euTCloppans par leurs sommets. 

il est clair , i °. qu'on pourva mener aux ^troîs «phëres nn.plsn tangentqiii lerlaÎBfle d^vu 
même côté .-«or , ce plan touchera les trois cônes (D, D') , (£ , %[), (F^ F') ; floncslas aom^ 
mets de ces cônes soront sur une même droite (DEF, D'E'F^); 2?, qu'où .pourra mener aux 
trois sphëres un plan tancent qui laisse celles dont les centres sont en (A, -A') et (B, BÔ 
d'onmème côté , et la sphëre (C, C) de l'autre côté : or, ce plan touchera les trois cônes 
(D, D'), (H, H'), (I, r); donc les sommets de ces cônes seront sur une niém'e droite (DIH, 
jyVM') ^ 3®. qu'on paurra mener a\i\ trots sphëres un pkn tangent qui laisse celles dont 
les centres sont en (A , A') et (C , C) d'an même côté , et ia troisiëme sphëre {B , V) de 
l'autDe côté : or^ ce plan touchera les trois cônes (E , E ) , X^y GO ; (1 1 l') > donc les 60m<- 
mets de ces cônes seront sur une même droite (GlE, G'i^E') ; 4^. enCa, èin,pourra mener 
aux trois spliëres un plan tangent qui laisse d'un mcme côté les sphères (B, B') et (C^ C) , 
et de l'autre côté la sphëre (A, A') : or, ce plan toucliera les trois cônes (F, F') , (G , G') , 
(H,B') ; doRp les sommets de ces cônes seront sur une même droite (GHF, G'H'F'), 11 suit 
donc de là que les sommets des sis: cônes enveloppa ns sont les -intersections de quatre 
droites ODEF,©'E F), (DIH, filH) , (GEI, GM'E'Iet (OHF,>G«'r) situées .dan un 
môme plan. 

^ «n est évident que tout plan mené par une. de ces droites, tangentielleme&t à l'nne^des 
trois surfaces. coniques dont elle réunit les sommets , touchera les trois-âphères donnée^ et 
compoie on peut mener pti r une droite deux plans tangens à un cône droit, pous en conclu- 
roits ^u'cn général le»prohlème proposé doit avoir huit solutions. 

On pourra facilement construire ces huit solutions ,.puîsqu'il ne ^agtt3a,Tpoar cn^avàftr 
une, que de mener un plan tangent au cône circonscrit à deux sphëres connues , par 
<iiiie droite sur laqndle soit le sommet de ce 'cône. G^est la question quittent d'être ré- 

•oloen®4'9« 



.422. Paobxjsmjs 4* -E^it données trois surfaces ^qimlconquesV y Q^Vij on dsmmtdt itn 

.plan w-qui ^Us touche ioiiUs les trois. * 

. Inmgiookis «ne peemîëire surface dévdoppable : auxiliaire ,' qui toadieet «nseloppe iss 

deux surfaicesP et Q. Imaginons une seconde surftiee dévdoppable aàfilîâii^),9qptf^tôiiclie 

-oteaveloppe pareillement les surfaces P et^R. Il sera possible de déterminer les'obnsbea de 

contact ^ et ^}^ des deux surfaces auxiliaires avec la surface P (4i5) : xes oonrbes- élsaft^ 

jtaéeS'Sur'Mne nàème surface, elles auront en .général des points d*>fntrrsection , et il sera fa- 

>#i{l0dola»c<iinstruive. Soit m on dé ces points; je dis qneJe plan tangent en m à^larsar^Kel* 

«aeta-ldrfilaAdefinandé : eoeffat , ce plan , touchantda sntfacel^'en un^poiitt <|les 'ODoAasi^ 

cAlf^/Asoft^tatigmit aaxidkàils sur fans ^èraloppsUes .aa^i tiaîfes i donci il ^sera» tang^ntami 
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surfaces Q et R ; donc , etc. D'après, cela , on Toit comment on pourra trouver toutes les so- 
lutions du problème proposé. 

423. Si les surfaces données sont des sphères, les surfaces développables auxiliaires se- 
ront des cônes. Il y aura deux de ces cônes qui en-velopperont les sphères P et Q (418)961 
ils toucheront Irippomièrejcb C69 sphères svivaiitdèux cecolcs s- etj& It j aura pareille- 
ment deux cônes qui envelopperont les sphères P et R, et qui toucheront la sphère P sui- 
vant des cercles x' et y. Qiacun de ces cernlfts rencontrera en quatre points les cercles x 
ety'j par conséquent^ le problème dont il s'agit aura huit solutions, ainsi que nous l'ayons 
^éiàdit(42i). 

4a4f SiTmote iàs surfaces données était déreloppable, le problème serait impossible ; 
car, si Von im agin tf qu e cetter snrflice soit celië qu'enveloppent à la fois les deux surfaces 
auliliferii^y, les Kjgtterd^rcMtàet pe^^ serontdesâémenrdèla surface dételoppiabAerdtiki»- 
iiéliy«etc»âéaon»v<ni filerai ,^n^âii»<mt paisd&poiiftdoonMiiiits. 

Le pM>Ufini^aavaità|>UisffiMteiraâsoQ im^^M^^ sldeux; des ^ttàBsaxtBXSettisi^tnm^ûmA 
4in. même temps divelo[^pd)let. 

Nous B'appliqperoBS cette solution à aucun exemple. 
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LIVRE IV. 



INTERSECTIONS DE SURFACES. 



4a5. Nous avons, indiqué , Gvre II (i44) > ^^ procédés généraux, qui 
servent à déterminer les intersections des surfaces : mais nous n'avons 
pu en parler que très succinctement ; ^et comme la détermination de. ces 
intersections est un objet d'une grande utilité^ il est nécessaire que nous 
exposions avec détail tous les moyens qui servent à les construire. - 

Nous chercherons d'abord les intersections des plans et des surfiEices 
courbes ; puis celles de ces dernières surfaces entre elles ; ensuite nous 
nous occuperons des tangentes à ces intersections , et nous terminerons 
par une théorie synthétique des principales propriétés des sections planes 
des cônes à bases circulaires. 

4:26. Pour qu'une intersection demandée soit connue le mieux possi- 
ble, nous ne nous contenterons pas toujours de chercher ses projections. 
Si elle est plane , nous construirons ce que nous appellerons son rabats 
tement : c'est-à-dire sa figure sur le rabattement de son plan , ou , ce 
qui revient au même , sa véritable forme ; et , si elle est située sur une 
surface développable , nous développerons cette surface , et nous con- 
struirons la figure de la courbe sur le développement obtenu : nous ap- 
pellerons cette figure la transformée de cette courbe. 

CHAPITRE PREMIER. 



Des intersections de plans et de surfaces courbes. 

^427- Problème i". On donne un cjrUndre et un plan, et ton 
demande j 1®. leur intersection commune; 2^. le rabattement de cette 
intersection; 3°. la transformée de la même intersection sur le dé^e^ 
foppement du cjrUndre. 
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L'ënoficé de la question laissant le choix des plans de projection^ 
nous prendrons pour plan horizontal nn plan perpendiculaire à la gé- 
nératrice du cylmdre donné , et pour plan vertical un plan à la fois 
perpendiculaire au plan horizontal et au plan donné. 

428. D après cela, soit (PQ, QR) le plan donné, et ABO). . . la trace Pi. 34, 
horizontale de la surface cylindrique donnée. Tous les points de cette 
surface auront leurs projections horizontales sur la courbe ABCD... , et 
ses elémens seront des droites verticales (A, aA'), (B, bB^, (C, cC')..., etc. 

De même que les points du cylindre donné se projettent horizontale- 
ment sur une ligne ABCD. • . , ceux du plan donné se projettent verti- 
calement sur la droite QR; donc les pointe de l'intersection cherchée > 
devant se trouver à la fois sur le cylindre et sur le plan donnés , se 
projetteront horizontalement suivant ABCD . . • , et verticalement suivant 
QR. Et comme les élémens du cylindre sont tous compris, en pi*ojection 
verticale , entre les contours oAJ et gG' , les points de l'intersection çber^ 
chée ne pourront occuper sur QR que la partie A'G'; donc cette inter- 
section sera la courbe (ABCD . • . , A'C). 

D'où l'on voit que, d'après le choix que nous avons fait des plans ' 
de projection , l'intersection demandée se trouve représentée immédiate* 
ment au moyen des lignes qui figurent les données. 

439* Construisons maintenant le rabattement demandé. Pour cela , il 
ne s'agira que de rabattre le plan (PQ, QR) sur l'un des ^deux plans de 
projection , ou sur un plan parallèle à l'un de ces deux plans , et l'inter- 
section (ABCD • . . , A'G') . viendra s'abattre sur ce plan suivant la courbe 
cherchée. Soit MN, par exemple, un plan vertical parallèle au plan ver- 
tical de projection, ce plan et le plan donné (PQ, QR) se couperont 
suivant une droite (AG, A'GQ. Imaginons que le plan donné tourne au- 
tour de cette droite jusqu'à ce qu'il coïncide avec le plan MN r dans 
le mouvement , les difierens points de l'intersection (ABC. • . , A'G') ne 
changeront pas de situation par rapport à l'axe de rotation ; donc les 
points (F, F') , (H, F') , situés sur la droite (FH, F') , perpendiculaire 
à cet axe au point (0, F') ,* et distans de ce point des longueurs OF, OH, 
seront, après le mouvement, sur la droite ^F'm perpendiculaire en F' à 
l'axe A'G', à des distances du point F', (pF= OF, >ïF' == OH j c'est- 
à-dire que ces points seront, le premier (F, F) en ç, et le deuxième 
(H, HO en)». 

En faisant jies mêmes constructions sur d'aptr^s points de l'intersectjioii 

2t 



H 3i. détUàndéë; oa dëtermiâehi lé ï^battement k'S)A(pG'. .,, ^) tféfti àtttre 
chdsé qhé tètlë ifattti^ieiEitioh dàUè te yéHlitblé gfàiidëiii-. 

430. Pak^bhs à la xrôiisthititîoh dtt dëf clo^pëitièiil dïi c^littârC ûmuê, 
et de la figure que pè^d sut ce d^tel6pi>ëiâknt rihiei>âecticm {U^lGBi . . , 

Concevons que tous lies ëléthéUs dé ce trjlîhdtë sôiëili atttaftt dé <ÀM«- 
fiièf^s , eï imagiûohs tj[ue les petits plans Forni& par dëttx £fôifteiis tàlA^ 
litiiti^ quelconque^ tournent , àutbur dé ttes chamièrés ^ Jtisqtl'à té xjallk 
sôi'éht toù^ cohipri^ \iatte un ûiènté pUn ; l'ensembre de léur^ iiôh¥bbes 
|tôsitiotl^ fôrhleira Ye dc^vicloppëinënt cherche , èi il est dalr i^t là edttH)è 
AÔCD.. • sferà uùé tlhJite suf ce d^éreteppfeméttt. Èti eflfel, teniïéb^ 
llleûs du 'cylihdre soAt perpendiculaires à t^Ûe fcoUrbé; idttnc elle jèrt 
'cûtn][ybs(lé , (kns lé diëyeloppemeht , d'utie infinité de pe^Stèi tJbwRfeb 
ïôiiijiriseï èhacûiife chtrè tieux démens voisins et pet'^dÂ&tlhil^ k b^ 
ëléth'ebs : ôi^ , dans le môuvettienl , ces deux ététtiéils cottil^UI^ tàth 
sétVétont leu:^ pàr^éK^me ; doVlc^ après lé hiouvèïnetit ^ f ôtiA hs Tâ-éiftëtt i 
seront encore parallèles ; donc toutes ces ^tites di^itès fbrftiett>ttk ïiUè J 
dW>ite utiiqttfe. M 

^"hprèl; cela , il Ïlë4rà fkéile ti'aVoir le dlJvtlôf^t>èMëbt dû Cyllii^ ÛXSkoâ^ 
Soit a' a' une droite quelconque tràcéé ^f" un plan ; ^tëhtttas tû |IÉk 
"pcMlt tfelttt du déVlèlti{)pe«A«ïit èheî^ché , tet piiôtitttts la drôïte ïf^ fjtar 
Wpt^saèhtéf ?ttr ce A^V^loppetïient \â ébttVbe AWCO. • •A. t)il ^oriKAlk 
attfe Âb , AC, Aî) . • • , à partil^ d\itte orfgîtt'é éotfitaiûne ù\ life V «k i^'' 
*^ lôtt li' , dé n'eh (f , fetc. , su* la dfôîtè d'éi'i par lés points if, è*, i!^, irfZ^ 
cfe élèVètà deè vli^ôïteé it*A'' , Vii^ , c'Cf... , ^rpettdîéûfeiifes à rfrf* , 
Vfet^mblte de tes droites Vepfésètittera ïe déVeibppèment 'àxï t^tuiiè. 

43t. Poul* tàppôWèf là cfôuAe (ABCD., • , A'iî') sût V* d^t^^^ 
\Wottt , où remarquera que léfe pôiùfe <A, A*) , (R, B^ , (C, t?) . . .^ 
*étle cbuvbe , sôtit, sW ïeô éléilietiS (À, àk") , (6, ftBO , (C, dC)-. . • ,i 
dessus Au pM horizontal , c'est-à-dîlié ïiu-=dtes5eré dé l'a Cbut4[)è Â'fitftl ^\ , 
'ttés hattfeùré tfespectivès aA', Jfe'^ cC^ felb. , et Ton èii t^ncltfi^'^^^^É 
ïtoiiatit ces hauteurs de à^ en A*' , dé h' vhi B" , Aet' éïkX? , tt tfiK'À 
Wte , les poîhts A'^v B^' , C?*. . . àppâMicndront k Ik trâffigtbWAÎfeft é^tt- 
"aêè : donc , en Véunïàsant ces pohità i>b«r \lhe lîgtWè A'^8*C" . . • Ob^lAiH 
ïlètkè tratisforWiéfe. 

^32. Nous ferons observer que lorsqu'il arrive, comme dhbA ti 1i|{liSt 
ftftté pottt tiCiftiï^ù , que h courbe ÂftCD . . A 5bit ferftrèe, rièti dé dit 
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•<pie 1a séria j^os Bxm Afi » Â£ > AB ^ etc. , soit terminée à Tua de ces ra. 24. 
arcs ; donc H /est auBsessaif e À'B/iaieilxiù ipi!eUe soit indéfinie , c'est^krdtce 
éV» J# fiosffljP AÇ(3?* • •A sfW^ feraaée d'juLAe jwftqiité 4ç cwrqo^yoluti.qps , 
4t¥ 9^ii99à 4# fPWA 4^ AHAt<4'i^ f^yf ^ cç .pgîokt .fpœ ^ Vauf^^ji^, 

4^Uk|6^i ji ||aych#/fbe ^ iwi^t^.rt^cpv^ i^® ng^finji/e point j#sq\i a l'ift^.fti k 
ékohe, fl fiuit ii^ j^ >çu« Iatc MfiW" ^.^ qu>ae pastis dç ^ Jtrjwsr 
formëe A"B"C"D". . . , et que cette courbe s'étend à l'infini à drgjj^ ;et Ji 
;^a«d]e A» ïéâémest. d^L 

â ,€fsl fàsà de AKiir ^pie locsqulon ^n» tpçrté J'mc iU^QJ^i 4^ f^ m jfr f 
41:06 s'agiira, pcraridëx€k|pper Havc A^GKAB » .que de poirtcu* A;^ :;;;? a'j^'t 
'Mi-delà.da faint o^ , j}ufi(p£en un icentain {KÔiptxiue nQU3 Ji;y9mmfir(ui3 i&SVy 
jA que, j)aur aseoir de qpdiut xorrespondant ^e la Jxonaforxné^ > vil i^Biudna 
^iter la hauteur j&F>= bW^ ^ au-sdes&us ji^x ^(^ntk^'. J)aù Vf»i j<Mt qtys 
dûs «points yde jla (transtbmnée jqm .fimyeut le poioft At":^rft {lAdoé^ \^ 
uns par rapport aux autres, comme ceux qui suivent le point A'^ âOi^t 
placés jafisfii ies uns par r^ppoEt jblx^h autres. Npus .oonol^roos de 1^ >que 
^la transfonuée de l'in^^ ^depiandée est .composée de parties égales ' 




irbe ABCD. . 4 (*). 

<f55. f^onndssant les, deux projections ^ABQ). . .A , A^G' , de Tinter- 
don cherchée^ son rabattei^ept A'^}.J^. • . .A' , et sa transformée 
^^"A^. . . , on ^evra parfditeçient ^e figurer ^.la situation, de cette couribe 
le cylindre ABCD. • • Et s'il fallait là décrire sur un cylindre solide, 
çgal ^u cylindre, clpïjpé^ 1? transformée A"G"A"' en /ourniraït un moyen 




ion(ABCD...A, A'G'). 
'Si l'on-aTÂt fait un autre . choix de plans de <. projection , l'inter- 

démandée ne se serait pas trouvée 'immédiatement r^H^éset^tée ; 

. ' ' -. .■" ^ 

r • - - - -■- .... 

le cylindre donné est comme^^|^s Véjji^re up cyyndreà base oîq^i^ure, la Ugne 

A'9y. . • A' sera elliptique (58 1) , et la ^ranÎTonnée À^'j&'À^'sera une sinusoide. 

ai.. 
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FI* 3t. mais on l'aurait déterminée aisément , en construisant les points de ren- 
contre des élémiens du cylindrç donné ayec le plan donné (ôaS). 

435. Exécution de répure. Le rabattement hlQyJ'i^nh!^ de la courbe 
demandée y étant situé dans le plan vertical MN, il est caché par la partie 
antérieure du cylindre donné ; donc les arcs de ce rabattement, qui sont 
compris entre les droites aM , gG% doivent être ponctués. U est fiicilade 
voir comment les autres lignes dont nous avons parié doivent être mises 
au trait. 

Le développement complet d'un cylindre à base drculaire <x>uvie 
entièrement un plan indéfini ; mais , comme nous n'avons développé id 
que la partie du cylindre donné qui est comprise entre le plan hem- 
zontal de projection et le ^lan horizontal XY, l'épure n'est couverte par 
le développement obtenu qu'entre les droites parallèles afa^' , jcy. La 
dernière de ces droites , construite de £içon qu'on ait dx s= ^£ , est 
évidemment la transformée de l'intersection du cylindre donné et dn 
plan XY. 

On parlera plus loin ( 5o!2 — 5o4 ) des tangentes 9F , vl^ et if^'. 

456. Problème 2. Trouver , 1". V intersection dun cône droit et 
dun plans ^''* ^ rabattement de cette intersection; 3^ la trans/hirmée 
de la même intersection sur le développement de la surface du cane. 

Lorsqu'on résout un problème , on doit employer les moyens les idus 
simples pour arrriver à sa solution ; d'après cela , nous prendrons pour 
plan horizontal un plan perpendiculaire à Taxe du cône , et pour plan 
vertical un plan à la fois perpendiculaire au plan donné et au plan 
horizontal. 
Pi. 35. Soit donc (Â, A') le centre du cône donné , BCDE le cercle décrit du 
point A comme centre , suivant lequel la surface de ce cône conpe le 
plan horizontal ; enfin , soit (LF, FD") le plan coupant donné. Le contour 
de la projection verticale du cône sera évidemment formé par les élé* 
mens (RAQ, R'ATJ), (QAR, Q'A'S), 

457. Cela posé, on voit d'abord que les points (B,F), (C, F), (M, BT) 
et (G, G') , appartiennent à l'intersection cherchée ; les deux premiers , 
parce qu'ils sont communs aux traces des deux sur&ces données , et 
les deux derniers, parce qu'ils sont ceux où les élémens^ (BAQ, R'AU)^ 
(QAR, Q'A'S) , percent le plan (LF, FD'). 

Four avoir d'autres points de cette intersection , on mènera des * clé-^ 



*j 
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nens (H'A, HA^v (H''A, HA% du cône; on déterminera les points (V, ï), w. 35. 
(I", I) y où ils percent le" plan (LF, FD') , et ces points appartiendront 
à la coiuribe dierchée. En menant donc un grand nombre d'élémens 
4u cône donné y on trouvera autant de points de cette courbe qu'on en 
voudra , et l'on pourra bientôt décrire ses deux branches (BI^MR^'C^ FM') , 

(DGE,D'GO. . * 

A la simple inspection de la figure , on voit clairement qu'en prolon- 
geant indéfiniment le cône et le plan (LF, FD')^ ces deux surfaces conti- 
Hueront toujours de se couper; d'où il suit que les branches (BFMT'C, FM'), 
(DGE, D'G') , s'étendent à l'infini (*). 

4^8. Cherchons maintenant le rabattement de l'intersection obtenue. 
Pour le trouver, nous imaginerons que le plan coupant (LF , FD') tourne 
autour de sa trace verticale FD', et vienne se rabattre sur le plan verti- 
cal ; dans le mouvement qui aura lieu , chaque point (I', T) de la courbe 
(WMrC DGE, FD') décrira un cercle dont le plan 1/ sera per- 
pendiculaire à la cl)firnière , et dont le rayon sera la distance NI' du point 
(V, I) à la droite FD' : donc , si l'on porte cette distance de I en i , le 
point i sera le rabattement du point (I'^ I). En opérant de la même ma- 
nière^ sur d'autres points de l'intersection (BI'MI"C. . .DGE, FD'), on trou- 
vera de nouveaux points du rabattement de cette courbe , et lorsqu'on 
aura un nombre suffisant de ces points , on décrira les deux branches 
b'imV, plp^", dû rabattement demandé. 

439. Nous ferons remarquer que l'intersection du plan et du cône 
donnés est composée de deux parties symétriques par rapport au plan 
RQ. Il en résulte que si l'on porte la distance Y/, de F en^^, sur unie 
droite F/* perpendiculaire k la charnière FD', et qu'on mène la ligne y^ 
parallèle à FD', cette ligne /y divisera le rabattement b'im'ic' . . .plp'". • ., 
en deux parties symétriques; en sorte qu après avoir mené la ligne IT, 
perpendiculaire en I à la charnière , il suffira , pour avoir deux points i 
et J de la courbe rabattue, de porter la distance TF'sisTI', de T' en i 
et de T en !• 

Commie la forme de la courbe b'im'i<^ .... ..plp'" est indépendante 

ae la grandeur Yf , il est clair qu'en construisant les points de cette 
courbé, au moyen de. la b'gneyy , ainsi qu'on vient ^de construire les 



i^wr 



. Cet ilevz lariDdxés ibraicnt une faïqpeifMla j^^SS); 



et 
PI. 36. 

Fig. ï. 



PI. 55. poaatt i et J^ ea ponna ^jmndne la «tisiance f^ «aft>9oVtfO<ixt ^écpmptt* 
Cette ^OQaktféqmcrwaR Siip^iquera^au^oUlèinfi ^i «ulL • < 

44^» PoBT ODOfistnnne Je deTeloppemeot du «cône domié> an, «efliBiw 
qmera ^pae imÊS les ^ïniséie ce otme^ ntucs sur ie oerde (BCDE, BfQf} , 
SQïH i U anâme difitast» A'ft^ da sotmiuet (A, A^r ^<p'<^ ft>^< 

PI. 35 conséquent j sur le développement cherché, un arc ^e cercle doaftle 

est A'JRi'. D'^rès tcdU^ poéo^oi sur nn. plan un finot 4f.; ternonspar ce 
{loiat une «droke .mu^ que ncms pinidMiiS' pour aepMsentêr i-AétOÊaft 
l^lAlQ^ R'AU^) ; ideorivoas 4nl poiat ut isomœe «centre f inrâe le an^mt 
flr= A'R' , un arc de cercle qrq' ; potitMB mr cet »c^ ii ^partir du ftoinit 
r^ L'arc ABEQjde r en 9» et ii partir 4u in^èaxe pwrf r, m^ c(3b»is jlp Mens 
opposé 9 lare ACDQ de r en ^\ EoGn^ xQexnm^ f V /les ffiÀpt^-g 9 q\j .et 
|xarJLe pcdnt.a., des droites îndéfini^s^a, ^n .: .1^ 4^u^ ^i^tftm:^ cgSMSQ' 
jjiiijjr'^ ^â^% qme i'oa obtiendra^ r^r^ntejwit Jk ^^y^JpppW)^ de 1^ 
Sttcfece du irôniB |(A^ A^ , (BqXE, A'Q^^ JE^^eff* , :wMÇinpns gap ««^ 
4Sttrface sViuvxe suivant î^éléniaDt t(QâiR.^ >Q'A'S^i» pAïy^ ise dpwlfVfWr iW^ 
le plan tançât ^en (B^ RQ;; la .dxoite {RA, SL^A^ r^e tqouK^f^.ètre,^ nu*Jip 
xtévelfO^jiemenity ouïe .certaine dmi^ m é^f^ ^ JIIA'î; la cÂ^^qf($PHMÏs 
^nCRREQ -se trouvera être un .wc ff %» «4^^ 4u pPÎndU^t ^(^pKu»^ ç^Qt^p 
axw ie s^on cOTi^ .tellameot que.Jl^.lM!eaQursv4é;?^ppé^'^ cet^iep,^ 
4de JUxdrœnfisrence .jQEHsRBEQ mhxA égales ^ntcci filles- d^QPP U^^|0|ïpt 
(QAR, Q'À'S) se trouvera dans les (deux çpo^tipnstfa^^.9rW;«^Wç4|5,4pp- 
teur qaq' sera le développement de la nsg^ ioférieiijcp ^du pôpe , ^t le 
secteur sas[, celui de la nappe supérieure .: jionc enfin x:^^4qu^ miVSJK^ 
^présenteront le déyjeloppensLent du ,cône .donné. 

44ï- limera aisé de rapporter surce développen:^ntrlaj^X^i>n^^MC^^ 
bGÈ/cFD'); car^i ronpocteFarc RH'de r.en h[t j9t <p'pnNn^i^ejl^r4jÇ^ 
^Kq^ cette droite représentera l'élément (H'A^HA^^.: Qv,^ cet.élé01$apttr.c^- 
tient un^point ;(l'^ I) de cette fie^tion, et :ce, point estsitné .v.ers.!Ie.^inpet 
. du GÔne., à «ae distance (H'Jf, HI) .dn point (Hî,^); iioncjsiJ'Qn ç^pi^Èwt 
cette distance et qu'on la porte de h' en r,le point i' sera, 9ur Je^iléyi^^p- 
pement du cône, la position qu'occupe Je point (I', I). On tipuvera j^ le 




Comme nous ayons suppqéoû^ve^iOfffLdmeloppertla'SQi^^ on 
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«tlVrtdt cfëtté Sù!dkiX stdtmt i'^étlietit (QAR^ (yA/S), il est clair qtié la pi. 35 
htutiàie ivLpétifèVLtt d« Kritei^eclioti dëmatidée se trouve divisde en deux p^** 
paï^HA df^t Sl^^9 Stt^ 1^ développement du cône. Fig. 1. 

44^; roui* fîjcef les idées sur des parties bien comiues du cône donne , 
nous ayons coupe ce côné paï* tin plan horizontal SU^ situé au-dessus du 
plan \ittittm\aX & nno hautetif égale 2t deux fois aM^ et nous ne nous 
sotttties ôccnp& mie de la partie du cône {(A, À'), (BCDE, R'QO), située 

entre les plâttS IMy^^ SU. îl êisC évident que tous les elémens de ce cône font 
le înèwe angle avec la droite (A, ûkla!)^ et îl en résulte (jn'iis percent le 
plan SU en des points éloignés du point (A, A^ d^une même distance 
AtJ2a A^ft'î donc le bord 8tî de la nappe supérieure du cône est sur le 
-développement de ce cône tin art stisf du même rayon que j'ry- 

C'est an^i pour fixer les Idées sur des parties bien connues des données , 
^t en même temps potrr simplifier Tépure, que nons avons supposé que le 
développement ^rq , du cercle QDCKBEQ, s'arrêtait en g et ç' : car, après la 
ttmtènlibn de placer le point ïl en r, il était naturel de porter les arcs RIf , 
RB, REQ, REQC, etc., de r en h', de r en b, etc. , sans s'arrêter à aucun 

ijeAilQ; et de porteif pareillement RH^ RC, RDQ, RDQB, etc-, en rh\ 
yt, tic. , *ans s'àn^ter non pl'us k aucun point Q. ï)e cette manière, les cir- 
votivnlutiôn^ Infinieè die la trace IBCDË se seraient développées sur une 
infinité de drconvohitions du cercle ustftqs'i les branches de courbe vPmïb^ 
2^V> S^V, ^ sewdent reproduites k l'infîni , et les deux dernières, au lieu - 

de s'arrêter à des points g' et g, se seraient liées à d'autres bra^lches sans 
'^fe^'cêS pbiîjts eussent rien de remarquable. 

àt le plan donné (tï*, ïlûr) avàît eu pour trace verticale une droite rut y 

îl ^fi'^ùralt Cbapé qne 1m nappe inférieure du cône , et rinterseclion deman- 
iiéfe îiUi^t'él^, fcoYnmè dans le problème précédent, une courbe fermée. 

Potrr mettre ]^1tù*s de variété dans les ligues quî composent les épures^ nous 

Wôtts cliôiâi ta trace ïfi^ deïaçôn qiie le plan (OP, FD') coupe à la fois les 
aëïfec Iftap^eS au c6ite j 'mais îl résulte aéia cet inconvénient, que les élé- 
YftètfS dé ce cône perçant le plan (1jP,'W)0 sotis dés angles fort aigus, îl 
^ëSt 'dStmcile de dessiner répure avec exactitude. On obviera à cet înconvé- 
utent 9a déterminant les pointa de nnlersection cberchée par le procédé 
tUVaht.' '^ 

.\445- JLia siirraCe donnée test' une sUr&ce de révolution dont Taxe est 
^jOâ), èl dont fa méridienne pnncipale est le .s^^stème des deux ,droites 
"ÇRQ/II'O), ^(QR, Q'S); donc, si Fon coupè le plan et le c5ne donnés par 
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PI. 35 un plan horizontal quelconque IK'^ ce plan déterminera sur le cÀne {(A^ A^), 

PI 36. (BCDE, R'Q')) une section circulaire (llT'KP', W), et sur le plan (LF, 

Fig. I. FD') une section recliligne (ON, I); ces deux sections, situées dans le 

même plan, se rencontreront en général en deux points (Yj I), (I", ï), qui 

appartiendront évidemment à l'intersection cherchée. 

Si la position YK'' du plan auxiliaire coupe la nappe supérieure du cône, 
les sections (KPTTIT', K"V), (P'P^, P), se rencontreront en deux points 
(P', P), (F', P), de la branche (DGE, G'D'), de cette intersection. 

444* ^^ P^^^ remarquer que tous les points d'un cercle YK', de la sur- 
face donnée, étant éloignés du sommet (A , A') d'une même distance AIL', 
les points de ce cercle sont nécessairement distribués, sur le développement 
du cône , suivant les points d'un arc circulaire tp'^kp't', dont le rayon ak 
égale A'K". Il résulte de là que pour rapporter sur ce développement les 
points (P', P), (P'', P), il suffira de décrire avec un rayon A'K" l'arc ikt', 
et de porter les arcs égaux KP', KP", de k en p' et de k en p", sur ce même 
arc tkt\ Les points p' et p^' , que l'on trouvera ainsi, seront les points 
cherchés. 

Le plan IK' ayant été mené de manière que la droite K^" soit perpen- 
diculaire à la b'gne de terre, les deux cercles IK', YK'', ont même 
projection horizontale, et occupent sur le développement les arcs tkt^, 
^'t'itf", du même cercle tkt't!"i*i'. Et connue le cercle IK' passe p^r 
les points {V I), (I", I), le cercle (i'YW) doit nécessairement contenir les 
* points z' et i'. 

44^* Si le cône donné, au lieu d'être un cône droit, était im cône quel- 
conque, l'intersection demandée et son rabattement s'obtiendraient de 
même par les procédés des n^ 4^7 > 4^^ ^^ 4^9* ^^^ ^ faudrait employer 
des moyens que nous exposerons plus loin (629), si l'on voulait obtenir le 
développement de ce cône et la transformée de l'intersection demandée. 

446' Exécution de répure. On a supposé que le plan et le cône donnés 
étaient terminés au plan horizontal SU : il en résulte, i®. que sur la pro- 
jection horizontale, la nappe inférieure du cône est exactement cachée par 
sa nappe supérieure ; 2^. que la branche BMC de l'intersection deniandée 
doit être ponctuée ; 3^. que la section SU, qui termine la partie supérieure 
du cône, se projette horizontalement suivant le cercle BQ)E, et que ce 
cerde doit par conséquent être indiqué au moyen d'une ligne pleine; 4** ^'^ 
^.jjNgrtie du plan donné, que Ton considère dans l'épure, est comprise 
tt U18 horizontales (LF, F) , (ED, D^ , la dernière , vue dans toute m 
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longueur sur la projection horizontale , et la première ^ cachée seulement PL 35. 
dans la partie BC , qui est située sous le cône donné. 

La branche supérieure DGE de l'intersection demandée est évidemment 
vue , ainsi que les projections yerlicales FM', G'D', des deux branches de ^ 
cette intersection. 

Le plan VK'' coupe le c6ne suivant un cercle (TPTKJP', VK*), vu en 
projection verticale , et en projecdon horizontale caché seulement par 
la petite partie PD' du plan donné. L'intersection du même plan VK", 
avec le plan (LF, FD'), est une droite (PT'', P), qui nest cachée, en pro^ 
jection horizontale , que par la portion du cône comprise entre les cer- 
desVK"etSU. 

Le plan IK' coupe le cône suivant un cercle (TP"KP', IK'), qui est vu 
en projection verticale, et qui, en projection horizontale, se confond avec 
le cercle (TF'KF, VK"). Le même plan IK', et le plan donné (LF, FIT), 
se coupent suivant la droite (ON, I), qui n'est évidemment vue, sur le plan 
horizontal , qu'au dehors du cercle BQ)E. 

Les élémens (H'X', HA'), (H"X^', HA'), ne sont vus, en projection hori- 
zontale , qu'à partir des points z et jz/ , où ils sortent de dessous le plan 
donné FD'. 

Le rabattement demandé est fait sur le plan vertical; ainsi, il ne peut 
être vu qu'au dehors des projections SAU, R'A'Q' , des nappes de la sur- 
face conique. 

Quant au développement de cette surface , il est évident qu'il est entiè-* 
rement yu. 

n sera parlé plus loin (5o5 — 5i3) des autres lignes de l'épure dont 
on ne dit rien ici. 

447* Problème 3. Une surface de réi^lution quelconque étant donnée ^ 
on demande son intersection avec un plan connu. 

Prenons pour exemple un hyperboloïde de révolution à ime nappe 
(a36) , et choisissons pour plan horizontal un plan perpendiculaire à l'axe 
de révolution , et pour plan vertical un plan à la fois perpendiculaire 
au plan donné et au plan horizontal. 

. D'après cela, soient (A, A'A") l'axe de révolution , (BC, B'C) la droite gé- Pi. 3;. 
nératrice de la surface donnée , et (DE, DF) le plan donné. 

44^* Coupons les deux surfaces données par des plans horizontaux ; 
ch^un de ces plans aura pour intersection avec le plan donné une 
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PI. 37. droite , et avec Thyperboloïde un oerde : cette droite et ce œrde se 
couperont en général en deux points, et ce8 points appartiendront évi** 
denunent à la courbe cherchée. Soit GH un de ces plans ; il coupera le 
plan (DE, DF) suivant k droite (H'H", H), et la génératrice (BC, B'C} 
suivant le (G, G") : or , ce point , dans la génération de lliyperboloïde^ 
aura décrit un cercle situé dans le plan G'H ; donc si noos decri¥Ons 
du point À comme centre, avec le rayon AG, un cercle Gir, ce ceide 
sera la projection horizontale de l'intersection du plan G'H et de la sur- 
face donnée : donc les points I, V, seront les projections horizontales des 
deux points (I, H), (1% H) de la courbe cherchée (KISV, K'S'), En menant 
de nouveaux plans horizontaux, et en opérant sur ces plans, comme on 
vient d'opérer sur le plan G'H , on obtiendra de nouveaux points de 
cette intersection, et l'on pourra bientôt la construire. 

449- Pour qu'elle soit bien tracée , dans le cas particulier pris pour 
exemple , il importe d'obtenir directement les points (K, K') , (S^ S^ p 
où elle perce le méridien principal cB, Or , si l'on fait attention que i:es 
points résultent nécessairement de l'intersection de la droite (cB, DF) , arec 
deux des positions que prend la génératrice (BC, B'C), quand elle se meut 
pour produire l'hyperboloïde , on découvrira aisément le moyen suivaiit 
d'avoir ces points. 

Imaginons que la droite (cB , DF) tourne autour de l'axe de révolu- 
tion : elle engendrera dans son mouvement un cône dont le sommet 
sera en (A, à) , et dont la trace horizontale sera le cercle cde ; ce cène 
sera percé en deux points par la génératrice (BC, B'C), et ces points ap- 
partiendront à deux élémens difTérens du cône. Concevons qu^on ramène 
ces deux élémens , un à un , dans la position (^B, DF) , en les Êusant 
tourner circulairement autour de (A, A' A"), et que chacun d'eux soit 
suivi, dans son mouvement^ par la génératrice : il est clair que cette 
génératrice viendra prendre les deux positions où elle rencontre la ligne 
(cB, DF) suivant les points cherchés, et de plus , que ces points seront 
ceux où viendront s'arrêter les intersections du cône et de la génératrice. 
D'après cela, il ne s'agît plus que d'opérer. Menons un plan parle sommet 
(A, à) et par la ligne (BC, B'C) : ce plan passera par la droite (Xb, alf) , 
parallèle à (BC, B'C) ; donc il aura pour trace horizontale la ligne Hb ; 
donc il coupera le cône suivant les deux élémens eAm, dnK. Mais la gé- 
nëtatmoe (BC , B'C) , coupe ces élémens en deux points dont les prejec- 
tUms homoatales sont en m et n; si donc nous ramenons les ëlëmeiis 
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ekm et rfA, dâisTla posîtîoii cA, le point n viendra en K, le {loint.m PIS?.' 
viendra en 8 , et l€» points cherchés (K, K') et (8, S') seront détermines» 

450. 8î l*on vent construire Tintersectiôn (KISF, K'8') , dans 5a yéri-^ 
table grandeur y ih né s'agira qiie de rabattre son plan sur le plan vertical , 
comme on a fait dans le problème précédent (438). Pour éviter que ce 
rabattement ne sorte du cadre , et attendu que Tintersection demandée 
est divisée eh parties symétriques par la droite (KS , K'8') , on a fait 
usage , en employant le procédé décrit n* 4^9 , de l'observation qui ter^ 
mine ce numéro. En conséquence, on a pris tout simplement la droite ks, 
pan^l.èle à DF , pour représenter le rabattement de (cB, DF); et pour 
avoir les points quelconques (l, H), (I^H), rabattus, il a sufE d'élever 
par le point H la droite Hi perpendiculaire à DF, et de porter les di-^ 
stances ZI = ZI', de z en i et de 2 en £', ce qui a donné les points i et ^ 
du rabattement krsi^ de l'intersection demandée. On voit conmnient , avec 
d'autres points, construits comme 1 et î' , on a pu décrire ce rabatteméhl;. > 

45 1. Il est clair que la solution que nous venons d'exposer 3'applique! 
à toute espèce de surface de révolution. 

Dans le cas que nous avons choisi pour eiçemple , on peut résoudre le^ 
problème par un autre moyen, que nous allons développer, et qui coii- 
siste à déterminer des élémeos de l'hyperbôloïde, et à construire direc-> 
tëment les points où ils percent le pian donné. 

Pour employer commodément ce moyen , on décrit d'abord les deux 
cercles (BMR, B'T), (CPLO, (TCT'), de l'hyperbôloïde. Le premier, en- 
gendré par le point (B, B^, de la droite (BC, B'C) , est la trace horizon-*' 
taie de cette surface; et le second,' engendré par le point (C, G), de la 
génératrice (BC^j B'C) , est ce que nous avons appelé la gor^e de rhjrper" 
boloïde (238). Connaissant ces deux cercles, on trouver^^ autant d'élémens ' 
de la sur&ce donnée qu'on en voudra ; car les projections horizontales 
de ces élémens sont toutes tangeQtes au Qçrcle CPLO. 3i donc ou prend 
un point M sur la.trace BMR; que l'on mène parce point la droite MO^. 
tangente en ^u cercle CPLO ; que l'on mette les poixits et M en. pro- , 
jection verticale , le premier en 0' $ur OT', le second en A' sur DB'^ et 
que l'on mène A'O', la droite (MO, A'O'), ainsi déterminée, sera un élé- 
ment de l'hyperbôloïde, et le point (Y, ¥% où cet élément perce ïe plan 
(DE," DF)', sera un'pôînt dé Tintérseciion démandée. On voit par la qu'en 
construisant ^up nombre, suffisant d'élàpaiéns de la surface donnée on dé- 
terminera facilement cette intersection. 



22,. 
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PI. 38. La trace LM, du plan auxiliaire que nous appellerons LM, coupefa- les 
traces ABCD , EFGII , des deux cylindres donnes^ en quatro points (H, n}, 
(0, o), (P, />), (G, g); par ces points menons les ëlëmens (NN', idPf^ , 
(00', oO'O , (PF, PP'O» (GG', gG^O : ils seront dans le même plan LM j. 
donc ils se couperont en quatre points (Q, q), (R, r), (S, s) , (T, l), de 
rintersection demandée. En menant donc de nouvelles droites, parall^esi) 
LM , que Ton considérera comme les traces de nonveanx plans anxfliaireSy' 
et sur lesquelles on exécutera les opérations que nous venons de faire sur 
LM, on déterminera d'autres points de la courbe cherchée (€ieQSia^TRca',* 
a'qsjrz'xtra') ; et lorsque ces points seront en nombre suffisant, on décrira, 
les projections de cette courbe. 

457. Pour que les constructions soient satisfaisantes, il sera bon de 
prendre entre autres plans auxiliaires que Ton emploiera ,1^ ceux comme 
AZ , dont la trace touchera la base ABQ9 d'un des cylindres donnés, 
2*" ceux , comme UV , qui contiennent un élément dont la projection 
horizontale VU' sert de contour à la projection d'un des cylindries donn^; 
3** enfin , ceux comme HY, qui contiennent un élément dont la projection^ 
verticale II'H'' sert de contour à la projection d un deœs mêmes cylindres. 
On va voir, en effet, que ces plans auxiliaires donnent des points dé la 
courbe cherchée qu'il importe d'obtenir , parce qu^ils font connaître iut^ 
médiatement les deux projections , ou au moins l'une des deux projectioiiB, 
des tangentes à cette courbe suivant ces points. Opérons pour cela sur les 
plans auxiliaires AZ , UV^ HY. 

458. Le plan ÂZ n'aura de commun avec le cylindre dont la bâse est 
ABQ), et que pour abréger nous nommerons le cylindre ABCD, qoeFélé- 
ment (AI , AT) , qui passe par le point A. Le même plan coupera le- 
cylindre EFGH suivant deux élémens (EJ , E'J% (ZZ', Z'Z"0, lesquels 
rencontreront l'élément (AI , AT) en deux points (^, «')* (^> ^)> ^® ^'**^"' 
tersection demandée. Or, la droite AZ étant tangente en A au ceide 
ABCD, le plan auxiliaire AZ sera tangent au cylindre ABCD tout le long- 
de l'élément (AI , Al') ; donc ce plan contiendra les facettes infiniment 
petites de ce cylindre anaJfaelles appartiennent les points (a , a') , (2 , s/)z' 
donc il contiendra les élémens linéaires infiniment petits de la courbe cfaei^ 
chée qui ^correspondent à ces points. Mais ces élémens linéaireci sont aussi 
sur des facettes du cylindre EFGH ; de plus , ces facettes sont T^spéA^ . 
ventent contenues dans- les plans tangens à ce cylindre suivant I9 poskioiié' 
{EJ^ E'J'), (ZZ', Z'T"), de la gàiératrice : donc ces élémens linéaires sont 
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à la fois dans le plan auxiHaira ÂZ , et dans les plans tangens an cylindre f^t. 3& 
EFGH suivant les droites (EJ , E'J',) , (ZZ', Z"Z'''). Donc ils font partie de 
eaa droites ; car elles sont les intersections des plans tangens dont il s'a- 
git : donc enfin les droites (EJ, E'J') , (ZZ^, Z^'Z''^, sont les tangentes en 
{afa^)et(ZfSf) à la courbe demandée. 

Cette ccmséquenoe repose évidemment sur ce théorème , que la tangente 
en un point de l'intersection des deux surfaces est l'intersection des plans 
tangens à ces surÊices en ce point (i52). Et conune elle résulte de ce 
que le plan auxiliaire ÂZ a pour trace une droite tangente à la base du 
cylindre ABCD , nous en conclurons que tout plan auxiliaire , dont la 
trace touche l'une des bases des deux cylindres donnés, a pour inter- 
section avec l'autre cylindre des droites tangentes à la courbe demandée 
niivant les points de cette courbe que le plan auxiliaire contient. 

45g* Le plan auxiliaire UV ne donne pas ^ comme ÂZ , les deux pro-^ 
jections de la tangente à l'intersection cherchée , il n'en donne que la 
projection horizontale VU'. Ce plan VU coupe le cylindre EFGH suivant 
im élément dont la projection VU^ sert de contour à celle de ce cylindre ; 
il coupe le cylindre ÂBCD suiviant les élémens dont les projections ho- 
riaKmtales sont D^ et Vu ; ces trois projections VU', D^ et Uu , se coupent 
en u et (/ : donc les points u et i^ sont les projections horizontales de deux 
points de l'intersection (aeQSuzis/TKca , alqsjTfxtra'). Cela posé , remar- 
quons que les élémens linéaires infiniment petits, qui correspondent sur 
cette intersection aux deux points u eXsf ^ sont dans le plan vertical VU', 
tangent au cylindro EFGH , et nous en conclurons que les tangentes à la 
courbe {ae(^uz*.. a'qs.*») se projettent horizontalement suivant VU'; 
c'est4i-diro que le contour VU', qui correspond au plan auxiliaire UV , 
touche la courbe oeQ&uz . . • suivant les points u e\v^ que le plan U V 
détermine. 

460. Le troisième plan auxilîairo HY donne deux points de cette inter- 
section ^ auxquels correspondent des tangentes qui ont pour projection 
verticale le contour H'H", projection de l'élément qui passe par le point H. 
En effet , ce plan HY coupe le cylindre ÂBCD suivant deux élémens qui 
partent des points X et Y , et dont les projections verticales sont X'x , Y^j 
ces projections rencontrent H'H" en deux points x et ^ , et ces points sont 
évidemment les projections verticales de deux points de l'intersection de- 
mandée. Or^ les élémens linéaires infiniment petits qui correspondent 
aux points x etj, sont dans le plan H'H", perpendiculaire au plan ver- 
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Pt 38. tical; donc ces élëmens prolongés, c'est-à-dire les tangentes à la cooriie 
(aeÇ^uz • • • y a!qsy:i • • ' suivant ces points j ont H'H'^ pour projeclioii 
verticale : donc enfin cette droite HH'^ touche en x ttjr la projecticm vev* 
ticale a' qsjrz' xtra\ de l'intersection demandée. 

461 . Dans l'exemple que nous avons choisi , chacun des deux çyimdrQB 
donnés a des élémens qui ne rencontrent pas l'autre cylindre : on dit alon 
que ces cylindres sarrac/MU , et l'on donne à leur intersection CQmmaiio 
le nom de courbe ^arrachement. S'il arrivait au contraire que tous les 
élémens du plus petit rencontrassent le plus gros j ce dernier se trouvenit 
percé par le premier de part en part; l'intersection se composerait' de 
deux branches , l'une d'entrée du petit cylindre dans le grand , et l'autre 
de sortie , et l'on dirait qu'il y a pénétration entre ces deux cylindres. 
462. En général y une branche de l'intersection de deux surfaces est lUM 
^ branche de pénétration y lorsque toutes les positions de la génératrice d*ane 
de ces surÊices ont un point sur cette branche ; parce qu'il arrive alovi 
qu'une de ces surfaces traverse entièrement l'autre. Dans le cas contraire ^ 
c'est-à-dire quand les génératrices de l'une des surfaces n'ont pas toutes un 
point sur une branche de leur intersection , cette branche est une branché 
darrackement; parce quelesdeuxsurfaces , aulieu de présenter une pénéte* 
tion ,{ ne fontque s'entamer mutuellement (*). On doit sentir d'après cela, et 
nous en verrons des exemples , que l'intersection de deux surfacespeut seoûnt* 
poser de plusieursbranches^lesunesdepénétrationyetlesautresd'arrachementi»' 
, 463* Si l'on imagine que le cylindre EFGH soit sensiblement plus petit 
et plus rapproché du plan vertical qu'il ne l'est ^ il coupera évidemment 
le cylindre ABQ) suivant deux branches de pénétration , Tune que ron 
appelle la courbe d entrée y et l'autre que l'on appelle la courbe de sortit* 
La première sera le lieu des points où les élémens du petit cylindre mtre-» 
ront dans le grand; et la seconde , celui des points où ces mêmes élémens 
sortiront du grand cylindre. Si l'on conçoit que le petit cylindre grossisse 
peu à peu , il arrivera bientôt qu'un de ces élémens j au lieu de percer le 
gros cylindre en deux points , ne fera plus que le toucher en un point uni- 



* (^) On pourrait objecter qu'une surface étant susceptible de plusieurs génératiout^ 
brancbe d'intersection de deux surfaces peut être, sous le rapport d'une génératSon, 
branche de pénétrât ion, et, sous le rapport d'une autre génération, une branche d'arradbe- 
^ent. Gela est yrai ; mais comme ou n'envisage guère une surface que sous le rapport de 
sa génération la plus simple, on n'est jamais embarrassé pour appliquer les noms S orra* 
fihtnunt et de pénétration* 
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que f qui appartiendra tout-à-la-fois à la courbe d'entrée et a celle de sortie ; Pi* ^ 
en sorte que ces deux courbes ne feront plus quune même branche , pré-* ^ 
sentant un point multiple* Âpres un nouvel accroissement du cylindre 
EFGH , les élémens voisins du point multiple , et l'élément qui donnait cc^^ 
points n'auront plus de points communs avec le cylindre ÂBGD; laréunion 
des deux branches de l'intersection en une seule sera tout-à-fait opérée ; 
les deux cylindres s'arracheront mutuellement , et leur intersection sera 
de la forme de celle que l'épure représente. 

464* Bi ®st facile de voir si les deux cylindres donnés se coupent par un 
aYrachementy ou par*une pénétration, sans construire leur ligne d'intersec- 
tion. En effet , pont qu'ils s'arrachent, il faut, d'après ce que nous avons 
dit , que chacun de ces cylindres ait des élémens qui ne percent pas l'autre, 
ce qui exige que parmi tous les plans parallèles à leurs élémens il y en ait 
qui coupent le cylindre le plus gros sans couper le plus petit , et d'autreaf 
qui coupent le plus petit sans couper le plus gros. Pour qu'il y ait péné- 
tration , au contraire , il faut qu'un des cylindres soit percé par tous les 
ëlëmens de l'autre , ce qui exige que tout plan auxiliaire qui coupe le der-"^ 
nîèr , coupe aussi le premier. Or, la trace VU , d'un plan auxiliaire , coupe' 
la base d'un des cylindres donnés, quand le plan et le cylindre se coupent, 
et réciproquement ; donc on devra conclure de ce qu'il y a des parallèles 
à LM qui coupent la base EFGH , sans couper la base ABCD , et d'autres qui 
coupent la base ABCD , sans couper EFGH , que ces cylindres s'arrachent. 
Et si toutes les parallèles à LM , qui coupent EFGH , coupaient ABCD , il 
y aurait pénétration du cylindre ABCD par le cylindre EFGH (4^2). 

Dans ce dernier cas, et les deui^ cylindres ayant toujours, conmie dans 
répure , des traces horizontales circulaires , chaque élément du cylindre 
EFGH percerait le cylindre ABCD en deux points , et l'intersection serait 
composée , comme nous l'avons dit , de deux branches de pénétration , une 
branche d'entrée et uiote branche de sortie j c'est-à-dire qu'il y aurait péné- 
tration double, de l'une des sur£sices données par l'autre. 

465. Exécution de Fépure. La distinction des parties vues et cachées 
de ^'intersection demandée exige beaucoup d'attention , quoique les règles 
suivantes , d'après lesquelles on détermine ces parties , soient d'une grande 
simplicité. 

i"* Règle. Deux élémens vus des deux cylindres donnés se coupent sui^ 
çant un point vu de Vintersectian de ces cjrUndres, 
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2i* Règle. Deux élémens^ tous deux cachés ou dont Vun est caché , se 
cotant suivant un point caché. 

Ces règles f qui sont fondées sur ce qu'il faut qu'aucune des lignes qui 
passent par un point ne soit cachée , pour que ce point soit vu ^ s'appliquent 
à chaque projection , ainsi qu'on va le voir. 
PL 38. Les élémens qui partent des points A , E et Z ^ sont vus en projectioii 
horiz<Shtale; donc les points a et z sont vus. Les mêmes élémens sont vus 
en projection verticale ; donc les points a' et / sont vus. Des deux élémens 
qui partent des points N et P, celui qui part de ce dernier point est caché 
sur le cylindre EFGH^ tant en projection horizontale qu'en projection ver- 
ticale , donc le point (Q, 9), où ils se coupent , n'est vu ni en projection 
horizontale 9 ni en projection verticale. Les deux élémens qui partent des 
points *0 et G ne sont vus ni en projection horizontale, ni en projection 
verticale; donc le point ÇT, f)y où ils se coupent, a ses deux projections 
cachées. 

Nous ne donnerons pas d'autre exemple; on sait, d'après ce qu'on a va 
précédemment (170— lyS), si un élément des cylindres donnés est vu ou 
u'est pas vu ; ainsi , rien ne pourra embarrasser le lecteur. Nous ferons 
seulement remarquer que les points de séparation des parties vues et ca- 
chées sont toujours situés sur les contours des projections des cylindres. 

466. L'exécution de l'épure exigera encore que l'on détermine les par- 
ties des élémens vus d'un cylindre qui seront cachées par l'autre cylindre* 
On fera usage pour cela des plans auxiliaires. S'il s'agit , par exemple j^ de 
l'élément (AI , Âl') du cylindre ABQD , on remarquera que le plan auxi- 
liaire ÂZ laisse au-dessous de lui toute la portion de surface qui s'appuie 
sur l'arc EFGHZ, mais qu'il est au-dessous de la portion qui passe par l'arc 
EZ ; et l'on en conclura que la projection horizontale AI de l'élément (AI, 
AT) est cachée de a en z, c'est-à-dire dans l'intervalle des deux élémens 
£J, ZZ', qui partent des extrémités £ et Z de l'arc EZ. Pour la projection 
verticale, on remarquera que la même portion de surface, qui passe psr 
l'arc EZ, est en avant du plan AZ, et qu'elle cache par conséquent, de a' en 
z', la projection verticale AT , de l'élément (AI, AT) situé dans ce plan. 
^ S'il s'agit de l'élément (NN', wN"), situé dans le plan auxiliaire LM, on 

verra que ce plan est au-dessous et derrière la surface cylindrique qui a 
pour base l'arc GHZEP, et l'on en conclura que l'élément en question est 
caché sur chaque projection dans la partie où il traverse la projection du 
cylindre EFGH. 
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467. PnoBJLBUM 9t. Trouver ï^ intersection éPun cône ei cPun cylindre. 

Soient ABCD la trace borixontale du cylindre donné, B£ la direction des élémens de ^^' ^ 
ce cylindre en projection horizontale j A'F leur direction en projection yerticale, GHIK 
la trace horizontale du cône donné, et (L, L^ le sommet de ce cône. 

468. Il est éyident que si l'on mène, par le sommet (L, L') du cône, un système ds 
plans parallèles aux élémens du cylindre , ik couperont les deux surfaces données suivant 
des droites qui se rencontreront suirant des points de la commune intersection demandée* 
D'après cela , menons par le point (L , L') la droite (LM, L'M') parallèle aux élémetis du 
cylindre; elle percera le plan horizontal en un point (M , M') , et toutes les droites qui 
•eront menées par ce point seront des traces de plans du système en question. 

Soit BMGI l'une de ces traces ; elle coupera les bases des deux surfaces données sniTant 
les points B , N , G , I. Le plan correspondant à cette trace coupera ces surfaces suivant des 
élémens dont les projections horizontales seront , pour le cylindre , les droites BE , Ne, et 
pour le c6ne , les droites OLE, ILQ. Or, ces élémens » situés dans un même plan, se ren*» 
contreront en un même point , dont les projections horizontales seront nécessairement en 
£, Q, G et P; et comme ces points appartiendront à l'intersection cherchée, leurs pren^ 
jeetions E, Q, G, P, appartiendront évidemment aux projections horizontales QRE, SPO^ 
des branches de cette intersection. 

On construira de la même manière les points des projections verticales des mêmes bran- 
ches. Ainsi , ayant mené la trace AMH d'un plan auxiliaire, on aura les points A, C, H, 
o& les élémens correspondans des surfaces données perceront le plan horizontal , on en 
déduira les projections verticales A'F, C/U et HX^ de ces élémens; ces projections se 
croiseront suivant des points U et F, et il est clair que ces points appartiendront aux pro- 
jections verticales FXY, UVT, des branches de Fintersection demandée. 

En menant donc un nombre suffisant de plans auxiliaires , tels que BMI et AMH , sur 
lesquels on exécutera les constructions fort simples qui viennent d'être décrites, on trou- 
vera autant de points qu'on en voudra des deux projections de cette intersection , et Foà 
pourra bientôt tracer ces deux branches (QUE, XYF), (SPO , UVT). 

46g. Pour opérer avec intelligence, il faudra que l'on prenne parfni les plans auxiliaires 
qu'on emploiera, i^ les plans, comme AMH, dont les traces toucheront une des basas 
des deux surfaces données; 2°. ceux , comme BMI , dont les traces passeront par un point, 
tel que le point N ^ ob le contour T^c de la projection horizontale d'une des surfaces don* 
nées touche la base ABCD de cette surface; 3^ enfin, ceux dont les traces passeront par 
un point, tel que le point d^ qui est commun au contour dU de la projection verticale 
d^ine des mêmes surfaces « et à la base GHIR de cette surface. Ces plans auxiliaires, tout 
k Ait analogues à ceux dont il est question n" 4^7 » donneront , comme ces derniers, des 
points de la courbe cherchée, et l'une des deux projections, ou les deux projections, de la 
tangente correspondante (457 — Ifio). 

Le plan AMH, par exemple , est tangent au cène suivant l'élément qui passe par h 
point H , et il contient les points de la courbe demandée qui ont leurs projections verti- 
cales en F et U. Gr, concevons par ces points des tangentes à cette courbe, elles serotit 
dans le plan AMH ; mais elles seront aussi dans les plans tangens au cylindre snitsal les 
élémens qui partent des poinU A et G; donc dks seront les mterseetions de ces phms 
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PL 39. gens et da plan AMH : c'est-à-dîre qu'elles coïncideront arec les élémens qui partent dear 
points A et G ; car ces élémens sont évidemment les intersections dont il i^agit. Donc en- 
Ça les projections horizontales et Terticales de ces mêmes élémens seront des tangentes 
à l'intersection demandée, suirantles points de cette intersection qui se projettent en F 
pi U. Poar ue pas rendre l*épure trop confuse , on n'a mené que les projections Terticales 
ÀfF, Ci] , de ces tangentes. 

. Examinons, ponr le second exemple, les résultats que donne le plan auxiliaire BMI. 
Ce plan coupe le cylindre suirant l'élément qui part du point N , et dont la projection Ne 
sert de contour à la projection horizontale du cylindre; or, le plan vertical qui correspond 
à cet élément est tangent au cylindre ; donc il contient l'élément linéaire infiniment pe-. 
tit qui correspond au point P de l'intersection , situé dans le plan BMI : donc le plan NP 
0xn tient la tangente à cette intersection, menée par celui de ses points qui se projette en 
P. Mais tout ce que ce plan contient est projeté horizontalement suivant sa trace ; done 
enfin la droite !NP est tangente en P à la ligne SPO. 

t Ces deux exemples suffiront pour montrer le parti que I'oq peut tirer des plans auxi- 
liaires dont il vient d'être question. 

. 47^' l^ans le cas que l'épure traite , le sommet du cône est dans l'intérieur du cylindre, 
en sorte que tous les élémens du cône ont un point sur chacune des branches (QR£> XYFX 
(SPO, UVT), de l'intersection demandée. Ces branches sont, d'après ce que nous «vons 
précédemment dit (462), des branches de pénétration. 

. 47^* Lorsqu'il y a pénétration, ou lorsqu'il y a arrachement, entre les deux sorfiues 
donpées , il est facile de le reconnaître sans construire leur intersection: le simple exaniea 
de la disposition des plans auxiliaires suffit pour cela. En effet , menons par le point M 
les traces MH, Mb , tangentes à la base HIK& du cône ; et faisons remarquer que dans un 
fystème de projections obliques, faites sur le plan horizontal de telle manière que le 
point M soit la projection du sonmiet (L, L'}, le cylindre donne aura pour projection sa 
trace ABGD, et le cône les angles indéfinis iMH, AMr, que déterminent les tangentes 
MH, Mb. On sentira que l'intersection des surfaces données se trouve représentée, dans 
,oe système de projections , par les arcs C/», Ar, de la trace ABCD ; et comme le cônes n'a 
>pas un élément dont la projection oblique BMNI ne traverse les arcs Ci» et Ar„ on en 
conclura que les branches C/i et Ar de l'intersection sont des branches de pénétration. 
. . Si les projections obliques des élémens ne rencontraiept pas toutes, une branche qnel- 
•conque Ar de l'intersection, cette branche serait une-branche d'arrachement (*). 

47^* Nous ferons observer en passant qu'il peut y avoir arrachement entre un cylindre 
•t un cône dont les bases sont circulaires ou elliptiques, quoique ces surfaces aient pour 
.intersection une courbe composée de deux branches, ce qui n'aurait pas lieu pourdçox 



(*) Cette considcration des projcctioos obliques, appliquée à Pinteraection de deax cylindres, fera aiisbi 
'ConnAttre iinmediatemcnt si ccue intersection est un arrachement ou uoe pénétration. On supposera qoeles 
projections soient faites parallèiemènt aux éle'meus de Fun des cylindres} sa projection ne sera antre chose 
que sa trace, et Tintersection cherchée ayant pour projection oblique les arcs de cette trace compris ent^ 
- les ^ns auxiliaires qui enfermeront la trace du second cylindre, on verra si ces arcs sont rencontres par les 
^projections obliques de tous les clëmens de ce dernier cyliodie. S'ik le aont , Tintersection set a une p^'trar 
. j^, et t'ils ne le sont pas, ce sers un arracheineoc. . ' j 
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JDTUndres* Cela: tient à ce que chaque nappe du cône peut rencontrer le cylindre ^uiyant PI* 3g^< 
une branche particulière de leur iatersection. 

. 473* Pour décrire facilement cette intersection , et pour être, bien sûr de ne pas faire 
passer une branche par un point qui ne lui appartienne pas^ il faut , pour chaque branche» 
passer, en rerue les points obtenus > en examinant soigneusement les élémens sur lesquels 
ces points sont situés , et en suiyant , pour cela , l'ordre où ces mêmes élémens sont présen- 
tés par Tune des bases des deux surfaces données. Dans l'exemple que nous ayons choisi, 
îi faudra procéder en suivant la base du cône, plutôt qu'en suivant la base du cylindre^ par ^ 
la raison que tous les élémens du cône perçant le cylindre ^ l'examen à faire ne présentera 
aucune discontinuité. Supposons que l'on parte du plan auxiliaire extcême AH , l'élément 
qui part du point H donnera un point de la courbe d'entrée; celui qui part du point I 
donnera un autre point de la même courbe; ceux qui partent des points K, c , by e^G^ay 
jusqu'au point de départ H» en donneront d'autres» et tous ces points se présenteront; suc- 
cessivement» dans le même ordre que si l'on suivait la branche d'entrée en partant de 
l'élément LH pour reyenir à cet élément» ce qui indiquera, d'une manière sûre» comment 
le trait qui doit réunir ces points devra être mené. Cet examen» appliqué à chaque branche 
4t à dbaque projection» préviendra les erreurs que la multiplicité des points obtenus pour- 
rait entraîner. 

474* Exécution de V épure. Une des principales conditions auxquelles on doit se pro« 
^oser de satisfaire dans l'exécution d'une épure » c'est que les données» les constructions 
et les résultats» s'y montrent clairement» et sans qu'une partie de l'épure soit chargée de 
lignes tandis qu'une autre en serait yide. C'est pour nous assujettir à cette condition que 
ttbus ayons employé deux plans auxiliaires BI » AU » l'un pour déterminer les projections 
korLEontales P et Q» de deux points de l'intersection cherchée; l'autre» pour avoir les 
points T et F de la projection verticale de cette intersection. Dans le cas qui nous 00- 
tSttpe» les données ne permettaient pas que les élémens d'intersection d'un même plan 
auxiliaire» avec les surfaces données» pussent être projetés horizontalement et yertica- 
lement sans rendre Fépure confuse. 

' C'est aussi par cette raison que nous n'avons pas construit les traces des surfaces donr- 
nées sur le plan vertical. 

' 47^- Occupons-nous maintenant de la mise an trait des lignes de Fépure. Il est évi- 
dent» d'abord » que la portion NDW de la trace du cylindre est cachée par les élémens de 
là partie r9ZW; et que la partie WZ de cette même trace est cachée par la nappe supé- 
rieure du cône. 11 est clair aussi que l'arc abc de la base de ce cône n'est pas vu. 

Quant aux parties vues et cachées de l'intersection demandée » elles se déterminent par 

'ks mêmes règles que dans le cas de deux cylindres (465)» en ayant soin de faire attention 

que les élémens d'un cône qui sont vus sur l'une deses nappes ne l'étant pas sur l'autre ( i go)» 

'dn doit» lorsque l'intersection détend sur les deux nappes» considérer ces deux nappes 

tobacuné en particulier. 

«•••D'âpre!^ oda» sur diaque nappe du cône» deux élémens vus des surfaces données se ren- 
ooQtrent en un point vu de l'intersection ; et deux élémens cachés» ou un élément caché et 
IlpL>4lément. tu.» se rencontrent en un point caché de la même intersection. 
* t-^l^t^uoos oesi règles à chacune des projections de l'épure» et commentons par consir 



l9% LIVRE nr. INTERSECTIONS DE SURFACSS» 

VL 30. dérer la nappe inférieure du cône. Les élémens qui ont pour pr<^ectiÔDS hw î go nt Jet lit 
droites IL, !NP, étant tus sur le plan horizontal, lorsque Ton suppose diaque surface iaoléi^ 
le point P, projection horizontale du point oh se coupent ces deux élémens » doit appsrte* 
nir à un arc plein de Flntersection demandée. De même , les élémens H17, CD\ étant rwB 
•ur le plan vertical , le point U , on ils se coupent, appartiendra à on arc tv de la pgaje c » 
tion verticale de cette intersection. 

Pour la nappe supérieure , l'élément LQ, prolongement de LI, sera caché) ainsi k 
point Q de riutersection , situé à la rencontre de LQ et de BQ , sera caché» En projection 
verticale 9 l'élément A^F sera yu, et l'élément VF, prolongement dcH'L^ sera caché ; dent 
le point F sera caché. 

En conjtinuant ainsi , on déterminera aisément les parties vues et cachées de Finlersee 
tion demandée. 



476. Il nous resterait à indiquer comment on détermine les parties de dliaqae 
de l'une des surfaces données qui sont cachées par l'autre ; mais comme cette détermina 
tion n'offre aucune difiBcuUé, nous ne nous y arrêterons pas. Nous préviendrons aenlemcnt 
que les élémens qui servent de contour aux projections de ces surfaces comoMnoent en 
général à être vus, ou cessent d'être vus, aux points où ils sont tangcns aux hrandies i$ 
l'intersection. 



477. Problèus 3. Deux swrfacen coniques itarU dcnnéêê^ on demandé Uwr imie, 
tion commune^ , 

Pi* 4o* Prenons pour exemple deux surfaces coniques à hases circulaires, et choisissons ]e plan 
tertical de manière qu'il soit à la même distance des deux sommets de ces snrfiuoes. Tf$r 
près cela , soient (JJgf nad, U V) la hase de la première de ces mêmes surfaces, (e, /] ao^ 
sommet, ÇKcdVb, X'YO la hase de la seconde, et {i, i') son sommet. 

Nous remarquerons que si l'on coupe les deux surfaces données par on STStème d$ 
plans auxiliaires menés par les sommets (#, /), (»', O» on aura pomr sections' des dé- 
mens de ces surfaces qui se rencontreront suivant des poipts de l'intersection demandés 
Or , tous ces plans passeront par la droite {ei , ei) , dont la trace horizontale est le point 
(jn, m) *, donc ils auront pour traces horizontales des droites passant par le point nu 

Soit cm la trace d'un de ces plans; elle coupera les hases des deux surfaces données fû* 
vant les points c,^, Ir, 7», et le plan auxiliaire correspondant coupera ces sup&œs snnaol 
quatre élémens ci,ki,ég ,en, qui se couperont suivant les quatre points />, ^,r^ o, deli 
projection horizontale de l'intersection demandée. Pour avoir les projections verlioakp 
eorrespondantes aux projections p, g , r, o,on mettra les pointsc,^, t, n, en projeelion 
verticale en c^,^', k',n'; on mènera les élémenscV^ Js' i' , g ê\nê\ elles points//, q'p /^^^eà 
ils se couperont, seront les projections cherchées. 

En menant de nouvelles traces de plans auxiliaires, telles que cm, on déterminem à$ 
nouveaux points de l'intersection demandée: il ne «Vagira plus, pour décrire les brandwi 
de cette intersection , que de bien distinguer les points qui devront être joints las vm 
avec les autres. 

478. D'abord on verra facilement , par l'inspection delà projection verticale, qmpmM 
lai points obtenus (/>, />') (q, q)^ (r, r ), (o, o"), le premier et les deux derniers i^pp^tfan- 
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Mut à l'intersection des nappes inférieures des canes, et que le point (q, ^ appartient à PL ho. 
intersection de leurs nappes supérieures. Mais comme deux nappes (par exemple ici les 
deux Biqppes inférieures) peuvent se couper suivant deux branches de courbes, il faudra 
txaminer si les points d'intersection de ces nappes appartiennent à une seule branche i ou 
à plusieurs branches, et, dans le dernier cas , reconnaître les points qui appartiennent à 

ime même branche. 

Pour cela, on examinera de proche en proche les résultats obtenus par le moyen des 
divers plans auxiliaires; on trouyera que celui de ces plans qui vient aprës cm^ a des 
points analogues aux points c,g,k, n, et qu'il détermine un point d'intersection analogue 
«u point p, un point analogue au point q , un point analogue au poyat r, et un point ana- 
logue au point o. On marquera d'un même signe tons les points liés entre eux par la 
même loi d'analogie, et il est évident qu'ils appartiendront à une même branche de 
courbe; car, si l'on multipliait à l'infini les plans auxiliaires, les points marqués d'un 
aaéme signe se suivraient sans solution de continuité. 

Lorsqu'on sera arrivé à un plan auxiliaire mb , taugent à l'une des bases des deux sur- 
faces données en un certain point dy on remarquera que les points n et ^, où la trace cm 
eoupd la base gfnd^ sont réunis en un seul point d-^ et que les points i& et c sont situés , 
l'un en/, et l'autre en b* On en conclura que le point r a pour analogue le point A; que 
le point o a aussi pour analogue le point A ; et, par conséquent, que la branche de courbe 
qni passe par les points analogues au point r, se réunit en A avec la branche de courbe 
qui passe par les points analogues au point o. C'est-à-dire que les points r et o sont analo« 
gués elitre eux et appartiennent à une seule et même branche. 

Les mêmes observations montreront que le point B réunit deux séries de points; l'une 
formée des points analogues au point />; l'autre formée de points analogues entre eux, 
qui ne sont fournis que par les plans auxiliaires très yoisins de mb. 11 sera parlé plus 
loin de ces derniers points (486). 

479. Aprës l'examen que nous venons de faire, on saura que l^intersection demandée est 
composée, dans le cas pris pour exemple, i®. d'une branche d'intersection {^wljqV ^ 
'2»q*'y) des deux nappes supérieures : ce sera une branche d'arrachement (462) j car elle 
n'aura de points que sur une partie des élémens de chacune des surfaces données ; a^ d'une 
branche d'intersection {ywxÈLf i/r'à!x') des deux nappes inférieures : ce sera une branche 
de pénétration ; car elle aura un point sur chaque élément du cône dont le sommet est en 
(#,/); 3**. enfin, d'une branche d'intersection {z'z'f^tpuxy t'B'f) des deux nappes in- 
férieures : ce sera une branche d'arrachement; car elle n'aura de points que sur une partie 
des élémens de chacune des deux surfaces données. 

480. Gomme les nappes supérieures et inférieures des deux cônes (e, /) , {i, i'),se pro» 
longent jusqu'à l'infini , il est assez prés umable que les branches d'arrachement s'étendent 
aussi à l'infini. Pour nous en assurer, construisons les élémens parallèles de ces cônes. 

Pour cela, imaginons que l'un des c6nes donnés, celui dont le sommet est {i, if) , par 
exemple, se meuve parallèlement à lui-même, de manière que le sommet (/, i) vienne 
coïncider avec le sommet (*,0« l^ans cette position, les deux cônes auront en général un 
certain nombre d'élémens communs, et il est clair qu'en ramenant le cône mobile dans sa 
première position, les élémens qui coïncidaient se trouveront, après le mouvement, des 
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^ ift' tàémeDM parallèles. Daos l'épare , les cônes donnés ont des cercles pour lii«es : et ooamié 
les sections faîtes dan^ un cône , par des plans parallèles , sont des ooorbes «imhlaHet 
{voyez la Note 5) , le cône {e, e) est coupé par le plan horiiontal MN saivant va cecd^ 
CDE facile à déterminer; et le cône (^9 i") , lorsque son sommet est en (s, /}f c*^ oovpè 
par le même plan MN suivant le cercle FGHI O. Ces deux cercles CDE^FGHI, se odi-» 
pent en deux points K et L, et les élémens fir/*, LrP.. sont ceux du c^ne (0, e') auxquels 
il correspond , sur le cône [iji), des élémens parallèles Rta, SiQ. Si l'on reut trouTer la 
projection verticale/^' d'un de ces élémens /'^K; il ne s'agira que de mettre le point/* 
en projection yerticale cn/^, et de raenev feJL, 

De ce que les deux surfaces données ont des élémens parallèles y il s'ensuit éridemmeal 
que leur intersection a des points à FinGni. 

481. Pour bien conceroir la situation de ces points et la forme générale de FîntersectiOB 
demandée, concevons que la génératrice du cône {e^ e) parte de la position («s > /s}f 
qu'elle se meuve en avançant vers le point n pour décrire ce cône, et suiTon»-la dans sori 
raouvementi en examinant les positions des points où elle percera suocessiTement k 

cône («,/)• 

D'abord il est clair qu'elle ne cessera pas de passer par un des points de la brandie de 

pénétration (oxAir, xo Mi^if) ; ainsi , nous n'avons à nous occuper, dans l'examen qatf 

nous allons faire, que des branches d'arrachement. 

Dans sa position initiale, la génératrice (m, eV) percera le cône (^,0 au point (iiO? 

lorsqu'elle sera en {tn , «'//) , elle le percera en (/; , p') ; lorsqu'elle sera en (R^^> K.V/*), 

eUe sera parallèle à l'élément Ri'a , et elle rencontrera cet élément à l'infini par sei deox. 

extrémités : c'est-à-dire qu'elle donnera un point de la branche d'intersection {fpmi^f 

ip*^')y situé à l'infini au-dessous du plan horizontal, et un point de la brandie (y^t 

y ç')f situé à l'infini au-dessus du plan horizontal. En continuant d'avancer, la généra^ 

trice ne rencontrera plus la nappe inférieure du cône (,i,/)f mais elle percera sa naj^ 

supérieure. Lorsqu'elle sera en (eg, eg) , le point d'intersection sera en (9,Oi ^^ ^^'^^^ 

qu'elle sera en (eU, e^^) , il sera en (Z, Z'). En continuant de la faire mouvoir, les 

circonstances se représenteront : car le pian vertical ei divise évidemment les deux 

donnés en deux pai*ties symétriques ; mais ce sera dans un ordre contraire. 

482. Pour construire avec exactitude Tintersection qui fait l'objet de ce proUteie, 3 
sera bon d'employer, parmi les plans auxiliaires, ceux comme md, qui seront tangensi 
la hàae/^nsdlJ *, parce que ces plans donneront à la fois des points de la oonxlie chcrdiée» 
et les tangentes à cette courbe suivant ces points. En eiTet, le plan auxiliaire mdeat tan- 
gent au cône {e, e') suivant l'élément {ed^ ed!) , il coupe le cône (i, i) suivant les élé- 
mens (Jff i'fO , [ib , ïU) , et il détermine les points (A , A') , (B , B') , de l'intersection de- 



(^) La droite (t'/i, {'W) , menée pac le sommet (<, 1") d*Dn cône, et par le centre (A, K) de sa 
tient les centres de toutes Itrs sections parallèles à cette base. Diaprés cela, si Ton mène par !• point ft, «0 
la droite (ex, e'ji")» parallèle à (At^ ^'0> cll^ percera le plan MN en nn point (x, x*), qni fera le ceDCse 
du cercle FGHI. Pour décrire ce cercle, il faudra encore obtenir nn de ses poiata ; or si Ton mène per k 
point (0, ff) une droite (e/, e'/'), parallèle à nn élément quelconque fcm, TT), ettte droite sera an 
do côae (i, i') ramené en (e, t) : donc elle percera le plan MN en nu poim (/, O ^ ccpcle FCîHL 
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mandée : or , les tangentes à cette intersection suivant ces points sont situées, d'une part, PI. 4o* 
dans ]e plan auxiliaire indy d'autre part, dans les plans tangens au cône (i, i) suiyant 
les élémens (if^ i'f)f (J^j ^^')\ ^^ comme ces élémens sont les intersections de ces plan» 
tangens et du plan mdy il en résulte que ces mêmes élémens [sont les tangentes cherchées. 

483. Les plans auxiliaires menés par les points s, V, IX, X, par lesquels passent les élé- 
mens qui servent de contours aux projections verticales de ces cônes , donnent à la 
fois des points de la courbe cherchée, et les projections verticales des tangentes qui 
correspondent à ces points. Mais, dans le cas choisi pour exemple , tous ces plans se 
confondent dans le plan vertical mX, en sorte que pour un point quelconque (v, v')^ ob- 
tenu par le moyeu du plan /i»X, la tangente correspondante est com)>rise dans deux plans 
/U', i^'i , perpendiculaires au plan vertical : d'où l'on voit que cette tangente est perpen- 
diculaire au plan mX, et qu'elle se projette verticalement en if\ On trouverait de même 
que les courbes vWk'x y i^'f y T/qy , ont leurs tangentes en x, i et Z', perpc^idiculaires 
au plan mX. 

Cette particularité provient de ce qu'on a pris pour plan vertical un plan également 
distant des sommets («, «'), (i, ïy^ car il en résulte que le plan «i, ou thX, divise les deux 
surfaces données , chacune en deux parties symétriques , et que la partie de l'intersection, 
située en avant du plan tt^X, a même projection verticale que celle située en arrib'e de 
ce plan , en sorte que la projection verticale de cette intersection s'arrête court en ^', /, /, 
et Z^ On verra cependant (52 1) un procédé qui donne les tangentes correspondantes à 
ces points. v 

484* ^^ 1^^ plans mX , mU , thY , ms , différaient les uns des autres , les points de l'inter- 
section fournis par ces plans auraient des tangentes dont les projections verticales se- 
raient les droites i'X', ê\l\ fS'y t9\ parce que ces plans sont les plans analogues du 
plan auxiliaire employé n® 4^^* 

485. Si les sommets des cônes ne se projetaient pas horizontalement dans l'intérieur de 
leurs bases, ou ce qui revient au même, si les projections- horizontales de ces cônes, n'étant 
pas indéfinies dans tous les sens^ se trouvaient bornées à des contours , les plans auxi* 
liaires qui passeraient par les points de contact de ces contours et des bases donneraient 
des points de l'intersection cherchée 1 auxquels correspondraient des tangentes dont ces 
mêmes contours seraient les projections horizontales. Il sera aisé d'en sentir la raison, si 
l'on a bien compris ce que nous avons dit précédemment (459)« 

486. Avant de passer à l'exécution de l'épure, nous ferons remarquer que les plans auxi- 
liaires compris entre 1rs plans dm et PQ/n donneront des points de la branche d'arrache- 
ment des nappes inférieures , situés sur Parc D/, entre 1« point B et l'infini. Ces points , qui 
n'ont pas d'analogues parmi les points/?, ^, r, o, forment une branche particulière qui s'u- 
nit à la branche B//7 suivant le point B. Il était nécessaire d'en parler pour que l'on sût dé- 
terminer les points de l'arc B2^ 

487. Exécution de l* épure J fin suppose que les cônes donnés soient terminés, d'une part,' 
au plan horizontal de projection, d'autre part, au plan MN. Ce dernier plan coupe le 
cône (c, #0 suivant le cercle CDE, et le cône (i, f) suivant le cercle RSTY*. Ces deux 
cercles occupant la partie supérieure du système sont nécessairement tus, en projectimi 
horizontale, ainsi que la projection Jh^T^ de k courbe d'arrachement des dirâx mppei 

=•4 



< 
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PI. |(o. siipériearc^ Les autres branches de rintersection , et la base fnsdU du oône (« 9 «0 > *^t 
évidemment cachées en projection horizontale. Quant k la base aVhS. da oône (s , »") , 
il est daîr qu'elle n'est ^ue que dans les deux arcs situés au dehors dea cilsrclat GDE^ 
BSTY'. 

En projection yerticale, les 'parties vues et cachées sont faciles h déterminer. 

On a indiqué sur Pépure divers élémens , dont il a été question précédemnieM> etk li- 
gnes pleines et ponctuées , selon que leurs parties sont yues ou sont catliées. 

Gomme on a supposé que les deux cônes ne s'étendaient pas au-delà dei fimBê X'mT, 
MN, on a indiqué sur la projection horizontale, en lignes ordinaires de eonttructioo, les 
parties si^ y %%' yyl\y"i ^ de Tinterscction demandée, qui sont au-desao«s ou law dcMii 
de oes plans. 

488. Problème 4* Deux surfaces de révolution dont Us axes ont tm point commun j 
étant données j on demande leur intersection commune. 

Prenons pour exemple un hypcrboloïde et un paralK>loïde de révolution. Et pour que 
les constructions soient les plus simples possibles, choisissons les plans de projection de 
manière que le plan horizontal soit perpendiculaire à l'un des axes de rérolution^ et que 
le plan vertical leur soit parallèle à l'un et à l'autre ^ ce qui évidemment sera toujours 
possible. 
PI. 4t. D'après cela , soient (A, A' A*) l'axe de l'hypcrboloïde, B'CDE la méridienne principale 
decethyperlK)loïde,(GF,G'F') Taxe du paraboloide , et (GF, HIKLMW) sa méridienne 
parallèle au plan yertical. Le point (A, O) sera celui où se rencontreront les deux axes de 
réyolution. 

; 489* Pour construire les points de l'intersection demandée, il faut d'abord choisir un 
système de surfaces auxiliaires qui déterminent, sur les surfaces données, une suite de sefr 
lions les plus simples possibles. Or, après un peu de réflexion , on reconnaîtra facileHWDt 
que ces surfaces auxiliaires sont les sphères concentriques dont le centre est en (A, O). 

Soit DCRIVI le grand cercle d'une de ces sphères situé dans le méridien GF. Il est chir 
que si l'on fait tourner ce cercle autour de Taxe (A , A' A") , en même temps que Fhjper- 
bole B'CDE , il engendrera la sphère à laquelle il appartient, et que la courbe B'CDE en* 
gendrera F hypcrboloïde donné , en sorte que les points C et D, communs aux génératrices 
DCKM,B^CD£, décriront des cercles horizontaux G'P, DN, communs à la ^bère et à 
l'hyperboloïde. En imaginant de même que le cercle DCKM tourne autour de hixe 
(GF, G'F') , en même temps que la parabole HIKLMIS' , ce cercle engendrera la saéme 
sphère auxiliaire , la paralx>le ongondrera lo parabuloVde , et les points I et K ei 
cent deux cercles IQ , RM , communs à ces deux surfaces. 11 suit de là que les 4|pMitie 
qles DN , CP, IQ, RM, dont les plans sont perpendiculaires au plan Yertical , et qui s|i|iar- 
tiennent, les deux premiers à l'hyperboloïde, les deux derniers au paraboloïdei élaift sî-7 
tués sur une même sphère, se couperont suivant des points projetés trrticiJemqtit d> ' , 
en s' et en u. 

Il sera facile de construire leurs projections hdrizontales. Pour avoir eéUes deSi)MHirfs 
tfai sont projetés en s', par exemple, on construira la projection liOriiOBlale srGs àm ebrsb 
Çf ; on mènera la droite s'« perpendiculaire & la ligne de tcfrre , et lai ymits 9-cÉ 9., tk 
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tiefte ligmaofliparft lêeerete mCs^ sevont les pirojeetiofis faoruoniaki ditEcliées, «n sorte PI. 41; 
que les àmxx fMoCt («, y% (9, /), serait detiK panxts de Piotersedioii' dcmaïufcfe. 

|)tt menant de novtettes sphères auxiliaires , on obtiendra de «onveaiix point» de eelto 
intersection, et btenlAt on pouira construire ks deux brapohes (y m' au,", y se') , {rU¥ux , 
/$'/i^y)f q«ii la eompesent. 

4go. Exécution de l'épure. On suppose que les deux surfaces données soient terminées 
au plan horizontal EE', qui coupe Fhyperboloïde suivant le cercle vu (RR'R*, EE') ^ et le 
parabolpïde suivant la courbe aussi vue (VXY, VN')- 

L'intersection demandée a ses deux branches vues en projection verticale. En projec- 
tion horizontale , la branche inférieure est entièrement cachée, et la branche supérieure 
n'est vue que dans la partie z'y^, qui est au-dessus de la gorge z'Zz' de l'hyperboloïdei 

Il est clair que les arcs i'^ y y' cl y dv'j vr', des méridiens des surfaces données, seront 
compris dans l'intérieur de ces surfaces. Us devront par conséquent être ponctués. 

Pour ^que Tépure soit bien complète , il faudra construire le contour TUT de la projec- 
tion horizontale du paraboloïde (387). La partie de ce contour comprise dans le cercle 
RRTl* sera évidemment cachée , et il est clair que Parc Z'Z*, de la trace Z'Z''S'S de Phy- 
perboloïde , sera aussi cachée. 

Nous laisserons au lecteur le soin de construire les deux lignes YXY, TUT'. 

4g I. ProbTjÈmb césiÂRAL. Étant données deux surfaces quelconques S et Sj on de^ 
mande leur intersection commune» 

Pour résoudre ce problème, on choisira d'abord un système de surfaces auxiliaires qui 
aient pour intersections avec les surfaces S et « des lignes faciles à déterminer. Si la na^ 
ture particulière des surfaces dpnuées 4'ijidiqiie pas , parmi les surfaces courbes , de telles 
surfaces auxiliaires, on prendra pour surfaces auxiliaires des plans. Et si aucun sys- 
tème de plans ne présentait un avantage remarquable , sous le rapport de la construction 
des intersections de ces plans avec les surfaces S et s, on prendrait pour plans auxi- 
liaires , ainsi que nous l'avons supposé n^ i44; des plans horizontaux. Dans tous les cas , on 
pourra prendre des surfaces planes pour surfaces auxiliaires^ et ce jie sera que pour simpll*- 
fier les constructions qu'il sera q^elqueIois néceçsftire dç recourir à des surfaces courbes. 

Ce système choisi, on mènera une«uite de surfaces aiixiliairea 2, 2^, s" ... ; ces surfaces 
couperont la surface S suivant une suite de courbes M , M', M" . • . , et la surface s sui- 
vant une suite d'autres courbes m, m% /»"... Les sections M et m, M' et 71/, M* et m", etc., 
étant deux à deux sur ^une mém« csorface auxUiaire, se roicontreront en général suivant 
des points a ,b,c.., , situés aur la surfaœ ^\J ,h\d .., ^ aitués sur la surfoce S'4 (f, <&% 
X^''. . ., situés sur la surface 2.'^ etp. Et coipogi^e ces pointa feivpnt oopimuns ^ux à^'^yix sur- 
faces S et «, il ne s'agijra que de les joindre convenablement par des lignes pour obt^ir 
toutes les branches aJa" . • .ybVb" . • . , ccc" » • • , etc,.^ de l'intersection cherchée. 

4g2. Il est clair que pour mener ces ligne^, il faudra soigneusement classer les points 
obtenus a , ft, c. . . , c/, 6', c'. . . , a", i*, c''. . . , etc., selon les lois d'analogie qui les lieront 
les nné aux autres. Sans cela, on serait exposé à joindre entre eux des points de branches 
différentes de l'intersection demandée, et les arcs de courbe qui en opérerateot la jdOéiibA 
n'appartiendraient p8^ à cette intersection. ', ■ T , -^ ^ 

a4^ • 
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Le classement des points obtenus présente qaelquefoîs de la difficnhé.; mais, loraqneles 
sections auxiliaires sont proches les unes jdes autres ^ chaque coupIe.de aectioiisocNrrespQD-' 
dantes, M et m > M' et m^ M" et wl'j elc. . diffère peu de la couple suivante et de la* couple 
précédente > ce qui rend l'analogie des points obtenus facile à reconnaître. 

493. Souvent deux branches se réunissent > et les surfaces auxiliaires qui sont d?imodt& 
du point de réunion ne contiennent pas de points de ces branches, tandis que les sarftœi 
auxiliaires qui sont de l'autre côté donnent un point de chacune d'elles. Dans ee casi 
faut de l'habitude, ou de la sagacité, pour ne pas s'embrouiUer dtas les résultats dbtesnSi 
bien que le rapprochement successif des points des deux branches indique d'ordinaire leur 
réunion. 

49^* Le choix des surfaces auxiliaires, pour que les constructions soient les plus simples 
possibles, est un objet bien important. Et comme il peut j avoir des positions: particulièits 
de ces surfaces qui donnent des points singuliers de l'intersection , on doit mettre beau- 
coup de soin à employer ces positions de préférence à d'autres. 

lia construction des intersectfons de surfaces est certainement une des parties les pins 
difficiles de la Géométrie descriptive. Nous pensons qu'au moyen de la solution générale 
qu'on vient de voir, et des problèmes qui précèdent, dans lesquels nous avons tichéd'é- 
claircir toutes les difficultés , on pourra détenniner ces intersections dans tons les cas 
possibles. 

CHAPITRE III. 

Des tangentes aux intersections de surfaces. 

4^5. Nous avons vu précédemment (i52) que la tangente en un pcxint de 
l'intersection de deux surfaces est l'intersection de deux plans tangens à ces 
surfaces en ce point : il résulte de là un premier procédé pour construire les 
tangentes aux intersections de surfaces. 

496. On peut remarquer aussi que la tangente est perpendiculaire aux 
normales des deux surfaces y et conséquemment au plan que ces normales 
déterminent , ce qui fournit un second procédé , qui n'est à la rigueur 
qu'une modification du premier, mais qui doit être préféré lorsque les plans 
tangens se déduisent des normales , parce qu'il évité là construction 3e ces 
plans ^ et qu'alors il est plus simple. Nous le nommerons le procédé du plan 
normal. On l'appliquera plus loin (5i8-52i)à deîs exemples pour lesquels 
il présente des avantages particuliers. 

497. Lorsqu'une des deux surfaces données est développable^ rintersec-* 
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tion ^.sur le développement de cette surface , est une courbe partièulière ,1 ^ 
que nous avons nommée (/^26) transformée de V intersection, et à laquelle 
on va voir que Ton sait aussi mener des tangentes. 

Soit k un point de cette intersection , e l'élément indéfini de la surface 
développable sur lequel est le point kyttm l'arc infiniment petit dé l'inter- 
section auquel appartient le même point k. L'élément e et l'arc m déter-- 
mineront une zone infiniment étroite de la surface développable ; et si l'on 
conçoit qu'on développe cette surface , il est évident que cette petite zone 
se trouvera , sur le développement , absolument telle qu'elle était sur la 
surface : donc l'angle de l'arc m et de l'élément e ne changera pas quand on 
fera ce développement. Mais l'arc m est dirigé ^ sur la surface développable, > 
suivant la tangente à l'intersection , et sur le développement , suivant la 
tangente à la transformée ; donc les angles de ces tangentes et des éléinens ! 
indéfinis qui leur correspondent sont égaux. 

n suit de là que si l'on sait mener une tangente à l'intersection y il ne 
s'agira que de construire l'angle de cette tangente avec l'élément de la 
surface développable sur lequel sera le point de contact , et de rapporter 
cet angle sur le développement , pour construire la tangente à la trans* . 
formée. 

498. Les moyens de mener des tangentes à l'intersection de deux sur- 
faces , et à la transformée qui résulte de cette intersection , si l'une de ces 
surfaces est développable , s'appliquent , quel que soit l'angle sous lequel se 
coupent les surfaces, pourvu que cet angle ne soit pas nul. 

Mais lorsqu'il est nul, le plan tangent à l'une de ces surfaces se confond 
avec le plan tangent à l'autre; ces deux plans n'ont pas, par conséquent, 
d'intersection commune , ou plutôt , ils ont à la fois pour intersection toutes 
les droites qui se croisent par le point de contact sur la surface de l'un d'eux , 
et la tangente demandée , qui est une de ces droites , reste indéterminée. ' 
Et comme les normales aux deux surfaces se trouvent confondues quand 
les plans tangens se confondent , le procédé du n** 496 ne donne rien de ^ 

plus que celui du n® 495- 

499. Il résulte de là que lorsque deux surfaces se touchent suivant une 

ligne , ce qui est la même -chose que si elles se coupaient suivant les points 
de cette, ligne sous un angle zéro , on ne sait pas mener de tangentes à ceVdt 
mêmeligne par le moyen des plànSt tangens à ces surfaces. 

Ces lignes portent , comme on sait , le nom de courbes de contact ; elles 
forment dans la Géométrie descriptive une grande classe de courbes , aux*-^ ^ 



qusUei cm ne sait mener des tangenle» que par le mcjen quWveéra n^ 766/ 
5oo. Lorfiqu'onc branche de courbe est infinie, comme on en aT« pi»«* 
cédemment des exemples (4^7 et 4^)^ ^ tangente qui à son point de contact 
à rîfffini est ce qa'on appelle une asjrmptote (Sjj). 

Parmi les courbes que nous connaissons le mieux , l'hyperbole et là p^: 
rabole nou& présentent , par rapport aux asymptotes , ce qu'offrent les H^es^ 
courbes en général. Pour les unes, la tangente tout entière passé à l'infiiii. 
quand le point de contact s'éloigne h l'infini : telle est la parabole (883) : 
telle est aussi l'hélice. Ces courbes, et toutes celles qui sont dans le mèffie 
cas, lie {Hrésentent pas d'asymptotes. Pour les autres, Téloignement du pctnfc 
de contact à l'infini n'entraine pas tous les points de la tangente auasi à: 
l'infini; cette tangente prend alors une situation particulière , et , dans cette* 
situation , elle est l'asymptote de la courbe : c'est ce qui a lieu pour llgr* 
perbole (876 et 877). 

5oi . Dans tous les cas , la tangente à une ligne d'intersection ^tant rin- 
tetsection des deux plans tangens correspondans , il arrivera, kn^qœ le 
point de contact passera à l'infini , que les plans tangens seront k l'infiiii, 
ou seront parallèles, si la courbe n'a pas d'asymptote, ou qu'ils se isùûpé^ 
ront, si elle en a une. D'où l'on voit que la question de mener des asym-^ 
pfoles aux întérsectionsde surfaces se trouvé ramenée k la récherche des 
jdans tangens qui touchent les surfaces données à l'infini. 

Les problèmes suivans achèveront d*éclaircîr ce qui précède. 

PI. 34. 5o2. Problème i*"'. Par un point donné ÇP, FQ , de t intersection 
(ADGK, A'G') dun cylindre vertical ABCD^ . ., e^ d un plan AfG\ mener 
une tangente à cette intersection* 

Menons par le point F la droite F^, tangente à la base ABCI)..« • du 
' cylindre ; la tangente demandée sera dans le plan vertical F^ : mais elle 
sera aussi dans le plan A^G' de l'intersection ; donc cette tangente sera Ut 
droite (Fg,FQ). 

503. Il sera facile de la rapporter sur le rabattement \!CyS. . %; car il 
est clair que lorsqu'on fait tourner le plan A'Q, autour àe la droite (MN,A'Q), 
le point (/i, n') de la tangente (Fy, F'Q), situé sur la charnière, ne prend 
s^un mouvement : donc il est lui-même son rabattement. Or le point 
(F , F') se rabattant en ^ , la tangente (Fj , F'Q) se rabattra en n'^. . 

504. Problème 2. Étant donnée ^ sur le développement tiifjx du 
cylindre ABCD ', Ut transformée kfft' de Vintersection 
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(ASGD> .»! A'G/), *te«er /Hir fe ^in/; P «we tangente à ceUe trans^ w 34. 

(H, ccàOkAïta ) sur rintârsectkm (ABCD . . . , A'G') , le posnt 1^ , F) «fod 
dans lé dôtfeloppeiaent devient F ; on m^neta, par le proradé du problème 
fitécéâetit> la tangente (Fg^ F'Q) ^ et comme l'angk de cette tangente et 
de l'élonent (F , yF') »e Tarie pas ipiand on développe le cyHndre (497) > 
il ne s'agira que de construire, sur le développement, le triangle rectangle 
que fomoient les poiilts (F, F') , (F, y), (y^ Q) , et Ton obtiendim la tan- 
gente demandée. Oty on a déjà /F' b /F', l'angle V^fa" est dfoif , 
donc ai Ton ^pveùdffoet Fq ^ et qne l'on mène ^T'V ^ ttiangle y^f'F' sera 
le triangle cberàkd> et la droite f 'F* la tangente denandée. 

5o5. Problème 3. j^to/i^ tfo/i/ie^ Ze ^dwe {(A, A'), (BCDE> fi'Q')}^ p'- 35. 
le plan (FL^.FD'), e^ fe^ deux branches (BMC, FM^, (DGE, D'G')^ 
de leur intersection ^ on demande les asjrmptotes de cette intersection. 

IX s'agira de trouver lesplattS tangensau cône à l'infini (Soi)^ et pKHir 
cola il &udra chercher d'abord les élémeas sur lescpels se trouvent les pointe 
des branbbes (BMC , FM')^ (DGE^ D'G'), situés à l'infim. Four cS)tesnr 4)e$ 
élemens, menons par le centre (A, h!) de la surface conique donnée 
un plan (a^, aA'), parallèle au plan Coupant (FL, FD'}^ ce plan co^peva 
le cône suivant detrt élémens (^A , aX!) , (cTA , mX!) , parallèles au plan 
(FL, FD'), Itequels^ par conséquent, ne pourront renconti^r ce derwer 
plan que suivant Quatre points situés à l'infini : (/3A^ ^AQ, (cTA^ ^A^)^ 
seront donc les élémtoB cherchés^ 

. ^6. Si l'on vent savoir icommetit les |ioints silnés à lanfini se lient aut. 
deux branches de l'intersectioii , on imagia^a que l'élétneiA (RA, il'A") se 
tnenve pour engendrer le c6ne^ Dans sa position initiale , ri pemera le plan 
toupa^t e^ (M, M'); lorsque le point II sera en H^, le point d'intersec^n 
sena e*i (!', l)^ il viendra ensuite en (B, F)ï puisi mesure que le point R 
approchera du point cT, le point d'intersection s^^oigitera, sur la nappe 
inîfeicnre du cAne, des points (M> M'), (f, I), (B, F). Enfin ce point 
d'interseoiion seva à l'infini, au-dessous du plan horiz^omal, quand le 
point II 6CR[rraAet^ ^Veé le point / ; car *lors la «géi>értrtrice occupera la 
position (cTA, a A') paraUèle M f^lan teupant. A pa«ir de-cette position, là 
dimte nàbileémneradei^péiniid^lii branche' strpénèure de l'inlersecftiôn; 
et d'abord l'élélnent (^A , tt^Pi^) ^déviant percer te plan coupant, aiussi biéhpar 
son extrémité inférieureqaepoursonextrémitésupérienî^,'tébéieuient^ 
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PI. 35. aéra un point de la branche (P1D ^ PD^ , situé à l'infini au-dessus du plan 
horizontal. Ensuite ^ à mesure que le point R avancera vers le point Q , le 
point d'intersection s'abaissera^ en parcourant la branche (DP'G, D'G'), 
et quand le point R sera en Q , le point d'intersection sera en (G, G^» En 
continuant de faire mouvoir le point R sur le demi-cercle QDCR. , les 
circonstances qu'on vient d'examiner se reproduiront dans un ordre 
contraire. 

507 • Maintenant nous remarquerons que la tangente en un point (V^ î), 
de l'intersection donnée; est la droite suivant laquelle le plan tangent au 
cône suivant (1% l), ou , ce qui revient au même , tout le long de l'élément 
(AH'; A'A), coupe le plan (LF , FD'). D'après cela^ l'asymptote à la brandie 
(l'B , IF) sera l'intersection du plan coupant et du plan tangent an cône 
suivant l'élément (AcT , A'a). 

508. Pour construire cette intersection , nous remarquerons qu^ellë est 
nécessairement parallèle à la droite (AcT, A'ct) ; nous mènerons par le 
point éP la droite JV , tangente au cercle BCDE ; cette droite sera la trace 
horizontale du plan tangent au cône suivant l'élément (AcT , AJm) , éSk 
coupera la trace horizontale FL , du plan coupant , en un point ^ qui 
appartiendra à l'asymptote parallèle à (AcT , Pi! et) : donc en menant par ce 
point la droite (Çfl , FD') , cette droite sera l'asymptote cherchée. 

Si l'on voulait mener l'asymptote de la branche (F'D , PD') , on serait 
conduit au même résultat par les mêmes constructions : donc la droite 
(^fl , FD') est l'asymptote de deux branches de l'intersection donnée. ' 

En menant un plan tangent au cône suivant l'élément (fA, aAQ^ il 
aura pour trace horizontale la droite Q^, tangente en Q au cercle BCDE, 
et il. coupera le plaii (FL, FD') suivant l'asymptote (tt^, FD'), des deux 
autres branches (I"C, IF), (P'E, PD'), de l'intersection. D'où Von roh 
que les parties (BMC, MT), (DGE, G'D') , de cette intersection^ gui est 
une hyperbole (583), sont conjuguées entre elles au moyen de leurs »qna^ 
ptotes (Ç9, FD') , (7r(p , FD^). 

509. Si l'on veut avoir ces asymptotes sur le rabattement de l'inlfer- 
section, il ne s'agira que de construire deux points de chacune d'elles 
sur ce rabattement. Or , il est clair que si l'on prend Ftb^ s=s Fît*, et 
FÇ' = FÇ , . les points tt' et Ç' seront les rabattemens de ^ et Ç j en dier- 
chant donc , par le même moyen , les rabattemens de deux autres points 
tels que et ^ , on pourra mener les asymptotes ^^'(p', t,'^ , du laîiatte^ 
i)ient de l'intersection. 
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PL 35. 

5io. Si le plan coupant ne .rencontrait qu'une des deux nappes du 
cône , l'intersection n'aurait pas d'asymptotes , quoiqu'elle pûl avoir des 
points à l'infini. En eflTet , prenons pour plan coupant le plan «4 > P^" 
pendiculaire au plan vertical et parallèle à l'élément (RQ, R'U); il est 
clair qu'il ne pourra rencontrer que la nappe inférieure du cône. Or , 
chaque élément percera ce plan en un point, et la suite de ces points for- 
mera une courbe qui, à partir du point A, s'étendra jusqu'au point où 
l'élément A'R' et le plan »%}/ se rencontreront , c'est-à-dire jusqu'à Fin- 
fini. Mais la tangente à l'infini , ou , ce qui revient au même, l'asymptote, 
sera l'intersection du plan R'A, tangent au cône et perpendiculaire au 
plan vertical , avec le plan û)^ ; et comme ces plans sont parallèles , ils 
ne se coupent qu'à l'infini : donc l'intersection dont il s'agit , qui est une 
parabole (586), n'a pas d'asymptotes (5oo). 

5ii. Nous ferons remarquer que les droites (Ç9, FD'), ('7f(p, FD'), ont 
leurs projections horizontales ponctuées dans l'intérieur du cercle BC3)E. 
La raison en est que ces droites sont situées au-dessous de la nappe su- 
périeure du cône , et qu'elles ne sont vues , en projection horizontale , 
qu'au dehors de la projection de cette nappe. 

5i2. Problème ^. On demande sur le dé\feloppement du cône ^'- ^^ 
{(A, A') , (BCDE, R'Q')}^ l^^ asjrmptotes de la transformée . . .cmb. . • ^ pj^ 36. 
• . •dp'^g' . . •gp'e. • . Fig. I. 

Imaginons que le développement du cône soit fait sur le plan tangent 
correspondant à l'élément (J^A , aAf) , plan dont la trace est <As , et qui 
contient l'asymptote (Çfl , FD'). Il ^est clair que dans l'opération du déve- 
loppement , la petite zone commune à ce plan et au cône n'éprouvera 
aucun changement : et comme cette . zone contient les extrémités des 
branches de l'intersection suivant lesquelles cette intersection est tou- 
chée par l'asymptote (Çfl , FD') ; il s'ensuit que cette asymptote , en con- 
servant sa position par rapport à l'élément («TA, aA'), sera l'asymptote 
de la transformée. Mais le développement est toujours le même , quel 
que soit le plan tangent sur lequel on le suppose fait : donc les asym- 
ptotes de la transformée sont des droites parallèles à ce que deviennent 
les elémens (cfA, aA'), (€A, aA'), lorsqu'on développe le cône. De plus, 
ces droites sont éloignées de leurs parallèles des distances cTÇ, Stc, qui 
séparent les asymptotes (Ç6, FD% (7r(p , FD'), des élémens («TA, «A'); 
(€A, «A'). 

a5 
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PI. 35 n suit de là que si Ton porte les arcs R J^ , R5 , de r en «T' , et de r 
pj**jg en €', sur le développement, pour avoir les âémens S'a, Ca, qui ne 
Fig. I. sont autre chose que les portions qu'occupent (J^A, ak!), (^A, clA!), snf 
ce développement , et qu'ensuite on prenne sur les droites SX'9 ^^^f 
tangentes au cercle q'C'rS'q, les grandeurs cf'Ç^ss cTC» C'Tt^' =^ Ç'!T ; puis, 
que Ion mène, par les points obtenus 1^ et tïï", les droites Ç^fl^', 'ti^^*, ite- 
pectivement parallèles aux élémens J^a, Ca, ces droites seront les asym- 
ptotes demandées. 

5i5. Si le développement du cône était complet, c'est-à-^dire si les 
circonvolutioDS infinies du cercle BCDE étaient toutes rapportées Sur le 
cercle rqs'usq'y la transformée aurait une infinité de branches, conjtigttécs 
entre elles deux à deux, au moyen d'une infinité de droites, dont cha- 
cune serait l'asymptote de deux branches. 

5 14. Problème 5. Étant donnée V intersection, dun plan et dune 
surface de réwlution y mener ^ par un point de cette intersection , wm 
droite qui lui soit tangente. 

Par le point de contact donné, on mènera un plan tangent à la surfine 
de révolution , il coupera le plan donné suivant une droite , et cette 
droite sera la tangente demandée. 

Nous laisserons au lecteur le soin d'appliquer cette solution à Fépure 
de la planche 5j. 

Pt. 3«. 5i5. Problème 6. Étant donnés doue cjrUndres, et unpoint (T, i) 
de leur intersection , on demande la tangente en ce point , à cette inter^ 
section. 

Par les élémens (OT , ot) , (GT , gt) , dont l'intersection est le point 
(T, t)f on mènera des plans respectivement tangens aux deux cylindres 
auxquels ces élémens appartiennent; ils auront pour traces horizontales 
des droites OO, GO, tangentes aux bases ABCD, EFGH ; ces traces se 
couperont en un point du plan horizontal , et la droite meuée par ce 
point, et par le point (T, t) , sera la tangente demandée. 

Nous avons mené la projection horizontale 0T de cette tangente. Si Ton 
veut avoir sa projection verticale, il ne s'agira que d'abaisser par le point ft 
une perpendiculaire sur la ligne de terre , et de mener par le pied de 
cette perpendicidaire , et par le point t , une droite , qui sera la pro|ectioii 
cherchée. 



CH. III. DBS TANGENTES AtJX INTERS- DE SURFACES. IqB 

$i6. PnoBzàMJS 7. Etant donnée l'intersection de deux cônes ^ obtenue pi, 4^1 ^^ ^ 
mande les asymptotes des divtrses branches de cette intersection. 

Nous arons troaTé (48o} les^élémens parallUes des deux côoes en question ; ces élémens^ 
•e rencontrent à l'infini suivant des points de rintersection donnée; ainsi ^ H ne s'agît que 
de mener des plans tangens aux oônès donnés suiyant ces élémens, et les intersections de 
ces plans seront les asymptotes demandées (Soi )• 

Or , les élémens parallèles sont ceux dont les projections horizontales sont Kf" et Ba PI. 40. 
d'une part^ et d'autre part LP et SQ; donc si l'on mène, par les points /* et a, les droites 
/*0 , &i I respectiTcraent tangentes aux bases des deux cônes, ces droites, qui seront les traces 
boriiOntales des plans tangens aux cônes suivant leurs élémens parallèles , se couperont en 
un point B de l'une des aajmptotes. Et cotnme cette asymptote est nécessairement pa- 
rallèle à la droite (K/^, K'/*) > il ne s^agira que de mener par le point è une parallèle à la 
liçie (K/*, Ky)f et cette parallèle, dont la projection horisontale sera 6v, sera, par 
une extrémité, l'asymptote de la branche/72£z , et par l'autre extrémité , l'asymptote de U 
branche ^ J j". 

n serait facile de construire la projection yerticale de cette première asymptote , qiai^ 
nous ne la construisons pas , afin de ne pas embrouiller la figure. Quant |i la seconde, dont 
la projection horizontale est »^, elle sera symétrique de la première par rapport au plaft 
mX, et elle s'obtiendrait d'ailleurs par des opérations pareilles à celles que l'on vient 
d'exposer. 

517. pROBzàtfJS 8. Etant donné un point («, s') de ^intersection de deux surfaces de PI. \u 
réçolation^ obtenue pi, ^i ^ on demande la tangente en ce point à cette intersection^ 

D'après le procédé du n® 49^» ^^^^ tangente sera l'intersection des deux plans tangens 
en (s, s') aux deux surfaces de révolution; donc elle percera le plan horizontal de projec- 
tion au point o& se couperont les traces de ces deux plans. Donc si l'on construit ces 
traces, et qu'on mène par leur point de rencontre et par le point (s, s') une droite, cette 
droite sera la tangente demandée. On voit par là qu'il sera aisé de la construire. 

Ramenons le plan méridien As de l'hyperboloïde en AG; le point (s, s') viendra en. 
(G, G') , et la tangente à la méridienne As se trouvera la droite (G«, GV) , tangente en 
(G, G^ à l'hyperbole B^CDE. Gette tangente percera le plan horizontal en («, « ), et lors- 
qu'on ramènera le plan AG en A«, le point («, « ) viendra en S ^ d'où nous conclurons 
que la tangente en (s, s'), à la méridienne A«, perce le plan horizontal en 6, Or, cette 
tangente est dans le plan tangent en (s , s') à l'hyperboloïde ; donc la trace de ce plan passe 
par le point ff. Mais on sait, d'après ce qu'on a vu précédemment (294) > que cette trace 
est perpendiculaire au méridien As ; donc enfin, cette même trace est la droite C9 , per- 
pendiculaire au point C sur la droite Aff. 

Gherchons maintenant la trace horizontale du plan tangent au parabôloïde en (s, s* y 
VovLT cela, concevons qu'on fasse tourner le plan méridien qui correspond au point (s, s*) y 
autour de l'axe (GF , G'F^ , jusqu'à ce que ce méridien soit devenu vertical ; le point (s , s') 
décrira dans le mouvement un cercle IQ ; ce point viendra s'abattre en I; la tangente cor^ 
répondante au point (s, «^ se trouvera coïncider avec la droite li", et il est clair que si 
l'on construit le point pd cette tangente (&F, U) Mneontre l'axe {ÇF, G'F); et que 

a5.. 



■s 
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PI- 4i. Pon mené par ce point et par le point («, «') une droite (GF, «'a), cette droite sera 
la tangente en (5 , a) à la méridienne qui passe par le point (js , a'). 

Menons par le point I la droite I/, perpendiculaire à li^; cette droite rencontrera Faxe 
(GF, G'F^) au point (i , /), et ce point sera éridemment celui oh. concourront tootes 1» 
normales du paraboloïde correspondantes au cercle IQ : donc si l'on mené par le point s 
et par le point t la droite «1 , cette droite sera la projection horizontale dé la Dormale cb 
(a, s') h la surface du paraboloïde. 

Or, le plan tangent à cette surface en (s , #') passera par la tangente (GF, «'a) , et «ra 
.perpendiculaire h la normale («1, s't) -, donc si l'on construit le point oii la droite (GF^a a) 
perce le plan horizontal , et que l'on mène par ce point la droite •# perpendîcalaîie à 
ai f cette droite m9 sera la trace horizontale du plan tangent an paraboloïde. 

Ayant les traces CB,Aié, on construira la projection B' du point (•>•'), où elles se cou- 
pent, et la droite (fa, ^V), qui passera par ce point et par le point (s, a'), sera la tan- 
gente demandée. 

5 18. Le procédé du plan normal (496) , dû à M. J. Binet (*), sera d'un emploi beau- 
coup plus ayantageux. 

D'âpres ce procédé, il s'agira de mener par le point («, a^) deux droites respectire- 
ment normales aux surfaces données ; on construira le plan qu'elles détermineront , et 
en menant par le point donné {s, a') une droite perpendiculaire à ce plan , cette droite 
aéra la tangente demandée. 

Pour opérer le plus simplement possible , on prendra le plan GF, des axes de réfo- 
lution , pour plan vertical de projection. La normale (aA , a'i) à l'hyperboloïde J?ap- 
puiera sur un point (A, i) de l'axe (A, A'A^ , et elle percera le plan horizontal en 
(m, 77»'). La normale (la, l'a') au paraboloïde s'appuiera sur le point (1, 1') de raxe(GF; 
G'F') , et elle percera le plan horizontal en t. Les points (A , 1 (* > *) 1 étant très fa- 
ciles à déterminer, et les normales («A , a'i), (la , t'a') ,'s'ensuiyant , les traces knm , ê in f 
du plan qu'elles détermineront, se construiront fort aisément , et^es droites êa,f^, me- 
nées par les points s, «' , perpendiculairement aux traces respectives knmy tin', seront 
les projections de la tangente demandée (/«, 1/}. 

On remarquera surtout que des que l'on a construit les deux points f et i, oii les 
normales s'appuient sur les axes de révolution, la projection verticale aV, perpendicu- 
laire a tifSe trouve déterminée. 

Sig. Si Ton voulait connaître les tangentes aux courbes rYi'', ^'W , suivant les points 
singuliers r , i^^y et a, analogues à ceux que nous avons examinés n° 4^3 , il serait tout 
naturel d'appliquer aux points (r, r ), (t^, t^') , (y, y) , (a, a'), le premier des deux pro- 
cédés que nous venons d'exposer , et l'on trouverait que les tangentes en ces demien 
pointa sont des perpendiculaires au plan vertical. D'où il faut conclure que les tangentes 
^^ ^ i ^'1 y } ^\ 9^3Ji courbes rt'v,y%a\ sont les points /, p'^y a', eux-mêmes: c'est-à- 
dire que ces courbes , comme projections de l'intersection donnée^ n'ont pas de tangentes 
aux points r\ i/^y et a', où elles s'arrêtent. 

*' ■ . ■ 11»' 

(*} f^oyez U Corrèfpondance lor l'École polyteefanjqne, tom. III, pag. tq^. 



ver- 
aussi 
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• 520. Maïs on remarquera que les courbes r'i!i^\y'%a\ considérées indépendamment de P». 4»- 
la fonction, qu'elles remplissent sur Pépure, d'être les projections de Tintersection d'un 
liyperbôloïde à une nappe et d'un paraboloïde elliptique, ne s'arrêtent pas en r , <^',y et a . 
En effet, les droites KM et DN , que détermine le cercle DCKM, donnent un point W de 
la brandie «/ prolongée; et les points de la même branche, situés entre a' et W, sont 
"donnés par d'autres cercles plus petits que DCKM. Le cercle bl^d, tangent au sommet L 
de la parabole HIKLMQN', et les cercles compris entre DC'KM et bLcd, déterminent des 
cercles analogues à CP et à KM) qui donnent des points de la brandie //*V' , jusques et 
au-delà du point */. Enfin , tous les cercles possibles, plus grands que DCKM, déterminent 
des droites analogues à CP,DN et IQ , qui donnent jusqu'à l'infini des points des brandies 

521. Or , puisque les courbes r^ipyyzaj se prolongent au-delà des points ri^^iy. et a , 
dles ont nécessairement des tangentes en ces points. 

Imaginons que le point(fi,«')se meuve sur l'intersection donnée : à chacune de ses positions 
il correspondra une position du point t\ une position du point i, et une position delà 
droite i'*, qui passe par ces points. Lorsque le point mobile aura dépassé le point (r^r), il 
se trouvera sur la branche {rxu^ r^at')) il occupera successivement sur la projeclîon 
tlcale /«'/, toutes les positions qu'il y aura déjà occupées , et la droite ti reprendrai 
ses premières positions. Cela posé, considérons ce point dans la position (r, r ) : la droite 
coiTCspondante l'i étant la trace du plan normal sur le plan GF, et ces deux plans se 
trouvant confondus pour cette position, il semblerait qu'on dût en conclure que, pour le 
point (r, /) , la droite ti n'existe pas : mais, en y réfléchissant , on en conclura seulement 
que sous lé rapport de la coïncidence du plan normal et du plan GF elle est indé- 
terminée. 

Et par un examen plus approfondi , on verra qu'il y a des conditions particulières qui 
la déterminent. Effectivement, il est clair qu'elle est la limite des positions que prend l't , 
lorsque le point (# , a) se meut sur {srxu , /»V), et qu'elle passe , par conséquent , par les 
points où les normales correspondantes au point r s'appuient sur les axes de révolution; 
car ces normales sont aussi les limites de celles qui correspondent aux diverses positions 

(*) Les circonstance» qu'on vient d^examiner tiennent à ce que la construction qui donne les points des 
lignes r'i't/, yza\ est pins générale qnê la de'Cnitîon de ces lignes comme projection» de la ligne d'intersec- 
tion. II peut arriver encore que la loi qui lie les points de ces lignes soit plus générale que celle qui résulte 
de la construction <Ie leurs points, et dans ce cas, h plus forte raison , ces mêmes lignes, au lieu de s'arrêter 
aux points donnes par le cercle bLcd, se prolongeront au-delh. C'est ce qui a lieu effectivement pour la figure 
en question ; car l'analyse fait voir que les deux branches de courbe /tfi*% y^t appartiennent 11 une même 
hyperbole. Ceci va sVclaircir au moyen d'un exemple fort simple. 

Supposons que les surfaces donne'es soient deux sphères c'gales , leur intersection sera un cercle dont le plan 
sera perpendiculaire sur le milieo de la droite qui joindra leurs centres , et ce cercle aura uae portion de 
ligne droite pour projection sur un plan quelconque mené par ces centres. Or, on pourrait construire la 
portion de ligne droite dont il s'agit par celle propriété' des points de Tîntersection , qu'ils sont, en projection , 
les intersections de deux cercles égaux dont on fait varier le rayon, ce qui donnerait la droite indéfinie, tout 
entière, dont une partie seulement est la projection du cercle. On voit par \k que si les deux sphères donncts 
ne se coupaient pas, la construction générale n'en donnerait pas moins la projection de leur intersection. 
. La matîte de ceiuaoto csc tîr€e da Traité dèê propriété* projettivcêàt M. Pt)noelet^ scct. I<«, cb, il. 
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^'' ^' la section non fermée à une branche se resserre oa s'ouvre , elle tend 
toujours vers une droite, seulement, il faut reoiarquer que dans le pre- 
mier cas la droite est langeute à la courbe , tandis qu'elle la coupe dans 
le second. 

Si le plan coupant est uu plan rs, passant par le sommet S, la section 
sera une courbe fermée contractée en un seul point. 

52J. Si l'on imagine que le point S s'éloigne à une distance infinie de 
la base circulaire du cùnc , ce cùne se changera en un cylindre, et le plan 
coupant donnera en général une section fermée, qui, comme cas par- 
ticulier , appartiendra au genre de courbes nommées sections coniques. 
Si le plan coupant devient parallèle aux élémens du cylindre, cette sec- 
tion se changera en deux droites parallèles plus ou moins écartées, qui se 
réuniront en une seule dans le cas où la droite G, au Heu de traverser 
la surface, ne ferait que la toucher. 

528. Il suffit de ce qui précède pour montrer que les sections" coniques 
ont la plus grande analogie avec les courbes qu'on nomme ellipses , hy- 
perboles et paraboles (855 — 888). On verra plus loin (58i — 586) qne 
cette analogie est une identité : mais avant de le démontrer, il est néces- 
saire d'étudier les principales propriétés des sections coniques. Nous les 
considérerons comme formées de trois espèces, 1". les sections fermées ; 
Ji". les sections à deux branches; 3°. les sections ouvertes à une senle 
branche. Quant aux cas singuliers examinés tout-à-l'heure, ils rentrent 
dans ces trois espèces. 

529. DES SECTIONS CIRCULAIKES DU CONE. Imaginons dans l'es- 
pace un cône à base circulaire ; concevons par le centre de cette base 
deu]f droites, l'une perpendiculaire à son plan, l'autre menée au sommet, 
et par ces deux -droitea faisons passer un plan : il divisera le cône en deux 

'HTties symétriques ; nous le nommerons plan principal (*) du cône , et 
U seFp^'celui de la projection que nous allons tracer, 
'■s- f> S^' ^ <>it, SA , SB , les elémcns suivant lesquels ce plan coupera la sur- 
ikcr < «. et soit AB le diamètre suivant lequel le même plan coupera 

làV < «iiv. Le plan de cette base et le plan ASlï étant perpendi- 

i la suite t5i)3) tju'il y a d'autres plans du cûne qu'on aommt plans 
-dioairc collectitfîfncnt , la déoonti nation de 
c équivoque. 
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culaires entre eux , la base dont il ^s'agit se projettera sur le plan de la Pj* 36. 
figure suivant la droite AB , et l'on sait (898) que tous les plans parai- '•' *' 
lèles au plan ÂB couperont le cône suivant des cercles. 

Cela posé , considérons le plan principal ÂSB comme horizontal ; por- 
tons SA en Sa, SB enSb, et menons ab. U est clair que l'intersection du 
cône et du plan vertical ab sera une courbe fermée dont les tangentes 
en a et b seront verticales , comme celles en A et B de la section AB ; 
que la droite ab , qui joint les points de contact a et b , sera égale à la 
droite AB , qui joint les points de contact A et B ^ et que les deux sections 
ab, AB, se couperont dans la verticale m, telle que bmz=iBm, en sorte 
que pour des abscisses égales bm, BM, elles auront , dans cette verticale, 
des ordonnées égales. 

Cette analogie entre ces deux courbes AB^ ab , conduit à penser que 
la dernière est un cercle comme la première : cela est effectivement. Pour 
le prouver, menons entre les deux points a et 6 un plan quelconque A^B', 
parallèle à AB ; il coupera le cône suivant un cercle (898) , et l'ordonnée 
en P, que nous nommerons tt, sera commune au cercle et à la courbe 
ab. Or, cette ordonnée étant moyenne proportionnelle entre les deux 
segmens correspondans AT, PB', on aura : 

TT* = AT X PB'; 

mais les triangles semblables AT6 , BTa , donnent 

AT : a? :: ?b : PB, 

ou 

ATx PB' = aP X Ybi 
donc on a " 

9r* = flP X P*. 

Ce qui montre que l'ordonnée en P est aussi moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens aP , ¥b , quelle que soit la position du point P 
entre a et b : donc la section ab est un cercle égal à AB. 

53 1 . Il suit de là que les plans parallèles k ab , de même que ceux 
parallèles à AB , coupent le cône suivant des cercles. 

On donne à ces deux systèmes de plans , AB , A'B', etc. , d'une part , 
ab , a'b', etc. , d'autre part , qui , sans être parallèles , forment dans le 
cône des sections circulaires , le nom de plans antiparallèles; et aux sec- 
tions qu'ils déterminent celui de sections ou de cercles antiparallèles. 

Nous verrons plus loin (Sgô) qu'il n'y a pas d'autres plans, que ceux 

26 
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PL'86« i dont il vieiKt d^éftre question , qiii pùisBeat oo«i|>er le cône suivant des 
^"^^ eéccks. 

532. Une sectioatâfculaire.ii^ ëUntdoDiiée^ ^aîasi (|ue le ptan priAci- 
pil 8ba , il ^ clair que les secdooB AB^ A'B'^ aniiparaUèles à ab, œront 
telles tqae hà magies SA£ , SA^'., des plans de ces sections et die TéléiiieBl 
' S^^i soient éganx>à Fan^ Sa&, du phun a6 et de Tâérnent Sa. 
* De même les an^es SDA , SB'k^ «ont ^gaux à &ba. 
- Ces «galitës d'angles caractérisent les plans antiparallèles : il fitut toute-» 
ftns- bien remarquer que les élémens &b, Sa, avec lesquels ils se trourent 
fimnës , «ont les intersections du côbe et du plan principal. 

5S5. On temarquera aussi que les centres de toutes les sections drcn- 
laires parallèles à AB , sont sur une droite SC , qui diyise AB en deux 
parties -égales, et qui- est dans le jdan principal ASB. Les centres dés sec- 
,ti<ms circulaires parallèles à ab, ront de même sur une droite SC', .com- 
prise dans le plan principal. D'où il suit que ce jian est caractérisé par 
h propriété de contenir les centres des sections antiparallèles AB^ A^B', 
etc., ab, cib' y etc. 

On va Yoir découler de ce qui précède une suite de propriétés îsak 
intéressantes dont jouissent les cordes du oerde. 

554. DES POLES CONJUGUÉS, et des cordes conjuguées, des cônes et des 
cercles (*). Concevons dans l'espace un c6ne qudconque à base circulaire, 
et imaginons qu'une droite le perce en deux points ; la portion de cette 
droite comprise entre ces points sera ce qu'on nomme une corde du cône. 
Nous appellerons une teUe corde , corde intérieure , lorsqu'elle aui*a ses 
extrémités sur une même nappe, parce qu'elle sera effectivement dans 
l'intérieur du cône; et nous la nommerons, corde extérieure j lorsque ses 
extrémités seront sur les deux nappes opposées du cône , parce qu'elle 
sera dans ce cas au dehors de ce cône. 

Suivant l'usage , nous donnerons souvent à la droite entière , dont une 
partie servira de corde à un cône, le même nom de corde qu'a cette 

{^) La presque tQtalité dé ce paragraphe et des deux suiyans est due au Mémoite de 
M. Briaucbon sur les lignât du second ordre , et surtout au Traité des propriétés prt^ec^ 
titres de M. Poncelet ISous avons dû adopter pour ce. chapitre la marche que nous suîtoqs 
dans lé resté de Fout rage , ce qui donne une physionomie neuve aux paragraphes dont 
il s'agit ; mab le fond n'en appartient pas moins aux deux auteurs que nous Tisncms de 
eiler ^ et à M. Garaot f èfoi Umr a ûufrerf 'la earrtère'par la ^Géométrie de ptmiUon. 
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partie , €«' toutes les âpoiteB parallèle? qui le rencontreront^ même cdBies 
qtBÀ ne feront que le tovcberVVa^peUerQtxt par*cetté raisoa des cordéà 
pamllèlefi ... 

553r. Soit'S'le «Atrimèt ^n cfine , et BfîfPQ le ccrde qtri hri sert île Pi. 4». 
base; menons psnr le- sôminet S une Aroitte' SO, parallèle à un système ^^' '' 
dé cordes parallèles q«[dconques , et sôît O le point où cette droite per- 
cera le plan MNPQ. Il est clair que tous, les plans men^ par le même 
sommet, et par les^ cordes en queistion , passeront par la droite- SQ; d'où 
Ton voit que leurs traces TO, MO, WO, etc. , sur le pfen MNPQ, con- 
courront au point 0. 

Nous donnerons à ce point le nom de pâèe des corder parallèles à 
SO (*). Il est évident qne si ces cordes sotrt des t^ordes intiSrieinres, fa 
pôle sera situé à Fertërieur de la base MPffQ , et qu'au contwdrc , si 
ce sont des cordes extérieures , le p61e O sera dans llntérieùr de MNIHJ* 

556. Parmi toutes les traces possibles TO, MO , VO, etc. ^ îî y en aura 
deux OT, OR , qui seront tangentes au cercle MNPQ, et qui détermine-^ 
ront , par leurs points de contact T et R , la corde TR de ce cerde. On 
donne à cette corde le nom de corde poktire. , ou simplement de polaire 
du point O, et ce point prend par rapport à cette polaire , le même nom de 
pôle que nous lui donnons relativement aux cordes parallèles i SO. 

557. Cela posé, soit mnpq un cercle antîparallèle à MNPQ j coupons 
ce cercle par un système de droites parallèles i//, //m, tr^ etc. , menées dans 
son plan ; par le sommet S , menons une droite SO', parallèle aux droites 
de ce système, et par ce sommet et ces droites menons une suite de plans. 
Leurs traces sur MNPQ seront , comme on vient de le voir (555J , une suite 
de droites VR', MN , TR, etc. , concourantes au pôle 0', où la droite SO', 
parallèle à i/r', mn , tr, etc. , perce le plan MNPQ ; et la droite VU , menée 
par les points du contact V et U des tangentes TO', UO', sera le polaire 
du point 0'. 

.Tî 

t't C) ]^trM)«$ des plMift œaàés par )e pointa et ^^ lei coi des fiurallèles sont ceqa'on 
i^iJlfâSéleik perap^ctipeB deo^ cordes, sur le plan MKFQ, pour le poiiit de vue S; tt le 
point O est ce qu'on nomme U point de concours de ces perspectÎTes. 

Tout ce qui ya suivre dans ce chapitre est principalement fondé sur ce principe : que 
les perspectrves des droites parallèles concourent, et que des perspectives parallèles ré- 
pondenl; ^ des^ droites conooiiraatas (.WcfêfL U JWtM d» 4a Sekme thkd^sêin^ Kv. If; 

a6. . 
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PI- 4'- ((y, o) à la base de celui doat le sommet est en . cette droite ett iié^ 
^' cessairement perpendiculaire à Félément (OCX^ (»%) : elest-JHdîf^ ^pie Its 
droites (O'O^, »z), (00'', az), sont rectaogulaîres entre elles. 

Cela posé , considérons le cône qyi a son sommet dans le pliai S(y€ , 
au point projeté verticalement à Tintersection S' des droites Yo , ^flL , 
et dont la base est le grand cercle ^PGKV^'Wy- Ct t!Ôdé coupera- la' 
sphère suivant un second cercle ,- axK{uel appàrtiiendront les 'pemla o 
et o' , et ce cercle sera situe sjrmétriquement par rapport au pian- O^. 
. , Mais les angles S'YX, oo^S', ont pour ïnesure la moitié de Tare oX; donc 
ils sont égaux ; donc les plans oo^ et XY sont axrliparallèles (53 2) : donc 
le cercle o'o est à la fois sur la sj^ère et sar le cône (*). Donc enfin ce 
cercle o'o , dont xx' est la projection horizontale, est ubc ligne d'înteï^ 
section de ces deux surfaces.! 

Concevons que le point (S, a) , où se coupent CO^ et 00' , soit le som- 
meft d'un cône circonscrit k la sphère ; il la toudtera suivant le cerde 
en question (xx% 0^0), et les plans Sx, Sx', seront tout-à-la-fois tân- 
gens en (o: , K) et en (a/, K) , au cône Sxx\ à la sphère , et a« côae 
S'XY. Or, ces plans tangens contiennent les sommets (S, ») et S' de €61 
cônes , et ils se couperont évidemment suivant la verticale ^vée p«l» \é 
sOiAtaet (S, û)) ; donc cette verticale contiendira le sommet S' ; do»e le pout S 
sctti la projection horizontale du sommet Sf : ce qui montre que #S^et 
(/û sont deux droites parallèles. 

Il s'ensuit que les angles a>S^o , KoY , fiont égaux. Et comme l'angle 
âPoS' égale zoY , lequel a pour mesure la moitié de l'àrc onY , ou la moi- 
rfé de o'mY , qui est aussi la mesure de l'angle o'oY , ou KoY , <m viwt 
qu'on a 

€ûoS^ srs KdY ds 'Cê&o. 



D OÙ nous conclurons que le triangle û)S'o est isoscèle , et que ûk) = «S'. 
Il résulte de là que si l'on fait tourner le triangle (OO^'O', «o) , rectan- 
gle en (0", o), autour de l'hypoténuse (00', a), le sommet (0% o) de ce 
triangle décrira un arc de cercle (CS, oS^, passant par le point (S, S^. 
Si donc ce triangle s'arrête dans son mouvement au plan vertical càS' , ses 
— — - - I I ■ I 1 1 ■ ■ 

{*) Il suit de Ik, I*. que tout o6ne qui entre dans une sphère par un cercle XY , en 
«ojrt par nn autre cercle 00^ ^ antîparallèle au premier ; 2*. que deux cercles d'une même 
sphère, lorsque leurs plans sont perpendiculaires à celui dNin même grand eerde^ déter- 
iDOiînent ufli cône dont ils sont deux sections antiparallëles. 
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càtés lQX\]ouT& Mcta^gulaires entre emi., passeront par le sommet (S, S') p|- 4»- 
du cÀoe SQLY,, et Us seront parallèles à la section o'o , antiparallèle à X¥^ ^^* ^' 
ea sorte que le c6ne S jK.Y aeca cekii qu'il s'agissait de trouver pour éé^ 
montrer la propriété qui nous occupe. 

545. TURV éta»t donc vm. cercle quelconque^ un point pris arbitrai- 
rendent 'SUr son plan , 0' un point choisi comme on voudra sur la polaire 
TR du point 0, on peut poser en principe, i**. que la polaire VU du 
point 0' passe par le point ; 2°. que TR et VU sont des cordes conju- 
guées; .3^ que les points 0^ (K etO'% sont des p61es<ronjugnés; 4^. que 
le quadrilatère circonscrit T'HICY^ formé par les tangentes aux extrémités 
des cordes conjuguées TR , VU , a ses côtés respectivement dirigés sur 
lesipôles extérieurs et C; 5*^. que si d'un point M de TURV, on mène 
aux p61es et 0' les droites MO, MO^ puis, que des points N et Q, déter- 
minés par ces droites , on mène d'autres droites NO, QO', ces dernières 
se couperont sur le cercle TURV, en un point P qui achèvera le quadri- 
latère inscrit MNPQ , dont les côtés respectifs concourront en et en O' ; 
6®. enfin, que leis diagonales du quadrilatère circonscrit T'U'R'V', et celles 
des quadrilatères inscrits y tels que BINFQ , se coupent suivant le |)ôle in- 
térieur 0'' (*). 

On remarquera en passant que si les pôles O et 0' variaient sur la droite 
00',t le pôle O'' ne changerait pas de position. De même si les pôles 0' et 
0" variaient sur la droite O'O*, ou que et 0" variassent sur la droite 
00", les pôles respectif et 0' conserveraient une position fixe. 

544* Les cordes conjuguées TR ^ VU , ayant pour caractère que les tan- 
gentes à leurs extrémités se coupent suivant les pôles respectifs O et 0', il 



(^) Cette belle pr<^rîàté des cordes polaires du cereie donne pour la sphère les corol* 
lairessuivans: * 

1°. TR étant le plan de la base d'un cône circonscrit à la sphère TURV^ tout cdne» 
aussi circonscrit à cette sphère , dont le sommet O' sera dans le plan TR , aura pour 
plan de sa base sur la sphère un plan contenant le sommet O. 

a^. Si le sommet O d'un oôiie ciroonscrit à la sphère se meut sur la -verticale O , qai 
«s^ une droite^ quelconque située hors de la sphère , les plans de tous les cercles qui ser*- 
riront sucoessiyement de base au cône mobile , se couperont suirant la polaite XR di^ 
point O. 

3^ Si le sommet O se ment daus un plan quelconque OV^ coupant la sphère, les 
plans de toutes les bases passeront par le sommet 0' du cône qui a pour base le cercle 
TUy intersection de' la sphère et du plan OT. 
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« 

s'ensuit que deux diamètres rectangulaires sont deux cordes conjuguées / 
puisque les tangentes aux extrénaités de ces diamètres se coupent en des 
points ^ situés à Finfîni , qui sont justement leurs pôles respectife. On 
nomme ces diamètres des diamètres conjugués. 

Chaque cercle a par conséquent une infinité de systèmes de diamètres 
conjugués. Nous allons voir que toutes les sections coniques ont une pro- 
priété analogue. 

« 

545. DES DIAMÈTRES œNJUGUÉS des sections coniques. Concevons 
dans Fespace un cône à base circulaire coupé par un plan suivant une courbe 
fermée , et rapportons ce cône et ce plan à deux plans rectangulaires de 
projection , l'un supposé horizontal , qui sera celui de la base , et Fantre 

PI- 43- perpendiculaire au plan coupant. D'après cela , soit (S, S') le sommet du 
^■^ *• cône , TURV sa base, (AB, BD) le plan coupant, et (mnpq, EF) la sec- 
tion du cône et du plan donnés. 

546. Par le sommet (S, S') menons un plan (oi'âi, âiS'), parallèle au 
plan (AB, BD). Sa trace horizontale a^c» sera (537), ^^^ ^^ P^^ de. la 
base TURV , Faxe des pôles de toutes les cordes intérieures du cône si*- 
tuées dans des plans parallèles à (AB, BD). 

Sur cet axe cù'c» prenons arbitrairement un pôle ; menons les tangentes 
OT, OR, qui déterminent la polaire TR du point 0; par le point (ï, où 
ccCle polaire coupe la droite (û'cû, menons les tangentes O'V, OTi, et par 
les points de contact Y et U de ces tangentes, menons la droite YUO. 
Les cordes TR , VU , ainsi construites , seront deux cordes conjuguées , 
et les points 0, 0' et 0", formeront ce que nous appelons un système de 
pôles conjugués (545). 

547- Cela posé , imaginons des plans passant par le sommet (S, S^ et 
par les droites TTJ', TR, VU', qui concourent en 0'. Ces plans contien- 
dront la droite (SO', S'œ) , parallèle au plan (AB, BD) ; donc ils couperont 
ce plan suivant des parallèles à cette droite. Donc, si par les points a:% k\ 
w\ où la droite AB est coupée par TU', TR et VR', on mène parallèle- 
ment à SO', les droites x't\ k't^ iv'i^', ces droites seront les projections 
horizontales des intersections {pc'lf, BD), {kty BD), (ivV, BD), du plan 
(AB, BD), et des plans menés par le sommet (S,. S') et par les droites 
T'U', TR, V'R'. De même , les intersections du plan (AB, BD), et des 
plans menés par (S, S') et par les droites V'T', VU, R'U', concourantes 
en 0, seront des droites (xsf\ BD), (ksf, BD), (wr', BD), dont les projec- 
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lions horizontales passent par les points Xy k, w, et sont parallèles à SO. ^j- 43^ 

Il suit de là que sur le plan (ÂB , BD) , de la section (mnpq , EF) , le qua- '^' 
drilatère circonscrit TU'R'V' donne un parallélogramme (t'u'r'i^' , BD) 
circonscrit à cette section, et tel que les droites (tr, BD), (yu, BD) con-, 
tiennent les points de contact projetés en t, u, r et i^, des côtés de ce 
parallélogramme. Mais les diagonales du quadrilatère T'UH^^ se coupent 
enO", a l'intersection de TR et VU (545); donc celles du parallélogramme 
(/'wVi^', BD) se coupent au point (c, c') projeté horizontalement en c,. 
à l'intersection de tr et vu. D'où nous conclurons que ce point est le 
centre du parallélogramme {l!iii^s/y BD), et que les droites (<r, BD), {yu^ 
BD) se divisent en ce même point respectivement en deux parties égales. 

548. Supposons que le pôle varie sur l'axe des pôles 00', le pôle 0' 
variera aussi j mais le pôle 0" ne variera pas (543) : donc le point (c, d) 
ne variera pas non plus ; car il est l'intersection du plan (AB , BD) et de 
la droite menée par les points (S , S') et 0". Donc enfin les nouvelles 
droites, analogues à (^r, BD), {yu^ BD), présenteront autour du point (c, c') 
toutes les circonstances qui viennent d'être détaillées. 

Si l'on imagine que le point T parcoure tout le cercle TURV , et qu'il 
emmène avec lui le pôle situé sur la tangente TO, et le pôle O' situé 
sur la corde TO" , il est clair que le point t décrira la courbe rrmpq (*) , 
et que la droite tr aura successivement autour du point c toutes les po- 
sitions possibles , sans cesser d'être divisée en deux parties égales par ce 
point. La section conique fermée {mnpq ^ EF) a donc, au point (c, c'), 
ce que l'on nomme un centre (859), et toutes les droites menées par ce 
centre, dans le plan (AB, BD), sont ce qu'on appelle des diamètres. 

549. De plus , la section {mnpq , EF) est telle que les tangentes i^V, 
mV, aux extrémités de chaque diamètre tr , sont parallèles entre elles et 
à un autre diamètre i^w, qui, réciproquement, "jouit de la propriété que 
les tangentes à ses extrémités sont parallèles au premier. On nomme ces 
diamètres tr et vu des diamètres conjugués. 

550. Prenons un point quelconque M sur là basé TURV j par ce point 
menons les droites MO, MO'; par les points N et Q, où elles rencontrent 



(*) Pour abréger, il nous arrivera, dans ce cliapitre, de citer des grandeurs situées 
dans l'espace , sans indiquer autre chose que leur projection horizontale. Cest ainsi que 
nous disons le point t^ la courbe mnpq, etc. , au lieu de dire lé point du plan (AB, BD) 
projeté en t^ la courbe (nnnpq^ EF), elc 

37 
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PI. 43. lé cercle TURV , menons NO' et QO : ees dernières droites se couperont en 
^'S ^' nn. ^int P de TURV (543) ; ainsi le quadrilatère MNPQ se trouve» in- 
sérit dans k Iiase du o6ne donné. Par les côtés de ce quadrilatère et pan- le 
sommet (S 9 S') imaginons des plans : ils couperont le plan (AB , BD)^ de 
k section^ suivant les droites mn, np^pq, qm, faciles à construire-, et 
Mspectivemeat parallèles k tr Qtk ^u, ce qui montre que la figure nmpq , 
inscrite dans la section y sera un parallélogramme. Et comme les diagonales 
de MNPQ se coupent au point 0" (543) , celles de nmpq se couperont en c ; 
dV>ù il suit que les quatre cordes nin etpq^ inq et pn , respectivement pa- 
B^lèies aux diamètres conjugués tr et i^u , sont divisées par ces diamètres , 
dacane en deux parties égales. 

Ot le point M étant pris arbitrairement sur la base , le point m est un 
point quelconque de la section ; donc toute corde nrn, parallèle à un dia- 
lylètre ifUy est divisée en parties égales par le diamètre tr conjugué ki^u, 
ou , ce qui revient au même , chaque diamètre est le lieu des milieux de 
toutes les cordes parallèles à son conjugué. 
Fig. I. 55 1 . Par cela seul qu'un diamètre tr, de la section qui nous occupe, divise 
en deux parties égales un système de cordes parallèles nm , mfn\ etc» , il 
prend par rapport à ces cordes le nom de ditwwtre conjugué , parce qiw le 
diatnètre vu , qui leur est parallèle , et qui détermine leur commune direc- 
tion y est nécessairement le diamètre conjugué de tr. 

Pour démontrer cette propriété, on remarquera d abord que la parallfie 
aut: cordes mn , ntlv!, etc.^ menée par une extrémité r de ^r, est tangente 
à la section : car , si elle la coupait en un autre point r^, le diamètre tr ne 
passerait pas par le milieu de rî\ ce qui est contre l'hypothèse* Gela 
posé y par le centre c , de la sçction mnpqy menons la droite vu parallèle 
à m», m'nl^ etc. | cette droite sera parallèle aux tangentes en ^ et en r. Par 
le point n^ qui est un point quelconque de la même section mnpq y menons la 
droite np , paxcjlèle à tr^ puis , par le point j>y menons pq parallèle à nw : pq 
sera divisée en deux parties égales par £r, et si Ion joint les points m^q par 
Is; droite mq , elle sem parallèle knpy et la figure mnpq sera un parattâo- 
gpranune. Or , si l'on mène par le point 72 un diamètre, il coupera la CMurbe , 
à l'opposé àen y en un point éloigné du point c de la distance en; donc 
il la coupera justement en q. De même, le diamètre mené par le point m 
sera mp ; donc le parallélogramme mnpq sera tel que la corde quelconque 
np^ parallèle à /r, soit divisée en parties égales par i^u : do^c les tangentes 
aux extrémités v et Uy de vu, seront paraUàes à tr. JDûiic, etc. 
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55a. Parmi les difierens systèmes de dkmètpes cohjvgqés , il yîen a oai Pi. 143. 
oh ces diamètres sont rectangulaires. En effet le pôle étant prh à l'infim^ ^'^' ^' 
en deçà du plan Tertical , le p61e 0' sera en ù/, à Tintersectioa de la pafw 
pendiculaire Ca', aBsrissée par le point O* sur çf'i» ; et les dtux diamèlres 
analogues à (/r,BD),(i^,BD), dont Tangle est celui des droites (90, &'m), 
(90', S'ûtf), feront entre eux un angle â)^y9, déterminé, premÂèrement, 
par la droite tù's, qui joint le point o)', et le rabattement s de (S, S') autoàr 
de c/ûâ; secondement, par la droite ^9, menée par le point s parallèlement 
à co'cê. Si le pôle vient en cù% le pôle 0' s^en ira & Tinfini au-deUi du plaK 
vertical , et l'angle des diamètres analogues à (<r, BD)^ (rà , BD), swra œfeii 
a/s9', de la même droite co's , et du prolongement s^ de s^. Mais queUe 
que soit la position du sommet (S, S'), par rapport à la base TUKV, 
les deux angles Ôïa)', cos^, seront toujours supplémens l'un de l'atito'e :d'oi 
il suit que dans le mouvement du pôle O sur la l^e «'» , depuis Tinfiiti 
en deçà du plan vertical, jusqua l'infini au^là, l'angle des devx dia- 
mètres conjtfgtiës (fr, BD), (i^w, BD), aigu d'abord^ deviendra obtus., 
ou bien^ obtus d'abord , il deviendra aigu , et jamais il ne sera nul ; car il 
faudrait pour cela que les pôles et 0' se trouvassent réunis , ce qui «ertt 
impossible. Donc il y aura une position des pôles et C où l'angle dai 
diamètres conjugués sera droit (617). 

553. On donne le nom d'axes à ces diamètres particuliers nsctangiip- Fig. 5. 
laires Â'A, BU, et l'on nomme sommets de la section , les quatre pokiÉs 
A', B', A, B, où elle est coupée parles axes. 

H «uit des propriétés qu'on vient de dànontrer pour les dîaittètres conji«r> 
gués , que les tangentes aux sommets 'sont perpendiculaires aux deux aaoes • 
AA', B'B , et que ces axes divisent la section A'B'AB en quatre pairies égales. 

554* Supposons maintenant qneleplan coupant rencontre les deux nappes 
du cône : c'est-à-dire que la section conique ait "deux branches. £n snixiEaDt 
pour cette section la marche que nous venons de suivre pour la seatron 
fermée , nous allons être conduits à des résultais toupt-à-fait analogoes à 
ceux que nous venons d'obtenir. 

Le cône étant toujours rapporté k deux plans rei5tangulaires ( l'nn s^ê^ 

posé horizontal, qui soit celui de la base TUBîV , l'autre perpradîeulaire au pi. 44. 

plan de la section)^ soit (S , S') son sommet, (AB , BD) le plan ooupant,^ (iTt *^'»8- »• 

(pu^ . • . m w , BD) la section coniqne dont il s'agit. 

555. Parle sommet (S , S') Aencns un pian (m'» , ck^S") , pandtâcr au^n 

27. . 
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PI. 4 j. cou panty il aura pour trace horizontale une droite oJcùy parallèle à A^^ et cette 
'^' '* droite , qui rencontrera la base TURV , puisque le plan coupant rencontre 
les deux nappes , sera Taxe des pôles (SSy) des sections parallèles à (AB, BD). 
G)nstruisons le pôle O^^de TR, et prenons sur afxû un point quelcon- 
que 0'. La polaire VU de ce point passera par le pôle 0^; les droites TR, VU, 
seront deux cordes conjuguées, et les trois points , 0' et 0% seront trois 
pôles conjugues (543). Enfin , après avoir formé le quadrilatère circonscrit 
T'U'R'V, prenons arbitrairement un point M sur TURV; menons les 
droites MO', MO', puis NO' et QO', et nous formerons le quadrilatfli^ in- 
scrit MNPQ, dont les diagonales MP, NQ, ainsi que celles TR', VU', se 
couperont au point (543) . 

556. Par les côtés de ces quadrilatères , par leurs diagonales , et par la 
droite O'O', menons des plans passant par le sommet (S, S') , et voyons com- 
ment ils couperont le plan (AB , BD). Ceux qui passeront par les droites qui 
concourent en contiendront la droite (SO , S'û)) ; donc ils couperont le 
plan (AB, BD) suivant des droites {y^n , BD), {zr^, BD), {k^, BD), (j^\ BD), 
(arm, BD) parallèles à (SO, S'o)). Ceux qui passeront par les droites qui 
concourent en 0' contiendront la droite (SO' , S'û)) ; donc ils couperont 
le plan (AB , BD) suivant des droites (w n , BD) , (sV, BD) , (A/c, BD) , 
{ft' , BD) , {pc^y BD) parallèles à (SO', S'«). Ceux enfin qui passeront par 
les droites qui concourent en O' contiendront la droite menée par le 
point (S , S') et par le point O'' ; mais cette droite perce le plan (AB, BD) 
au point (c , c'j, projeté enc, oii se coupent les droites SO' et k'ci 
donc les intersections {sfl!y BD), (r'w', BD), (///ç, BD), {jip BD), de 

• ces plans et du plan (AB , BD), se couperont au point (c, c'). 

Il suit de là que les figures (^'wW, BD), {mnqpj BD) seront ^es paral- 
lélogrammes dont les diagonales se couperont au point (c, c'); que les 
figures MNPQ , TUH' V, de la base , répondront à des doubles triangles 
mncpqcm , t'u'cr^s/ct'y opposés par le sommet et à bases parallèles ; et que la 
droite (kc^ BD) , qui détermine sur (zV , BD) et {fUy BD) les points jmx)- 
jetés en i' et en w, suivant lesquels les tangentes (i^V, BD), (wV, BD) 
touchent la section, divise en deux parties égales toutes les cordes, telles 
que {mriy BD) , {qp , BD) , parallèles à ces tangentes. 

557. Imaginons que le point 0' varie sur cù'cù; le point 0^ ne variera 
pas (545), et quoique le point change alors de position sur «'d*, le point 
(c, c') ne changera pas; car il sera constamment l'intersection du plan 
(AB , BD) et de la droite menée par les points (S , S') et O' : les pro- 
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priétés qu'on vient de voir subsisteront donc pour toutes les positions que Pi- 44* 
prendront les pôles 0^0' et 0^ ^^«••' 

- 558. Supposons que le point U parcoure le cercle TURY ,^ et que le 
pèle se meuve avec lui ; il est clair que le point u parcourra là section 
tout entière , et que , dans chacune des positions du point u^la droite 
{vu, BD) , qui est une droite quelconque menée par le point (c, c') et ter- 
minée de part et d'autre à la^ section, sera divisée en deux parties égales 
projetées horizontalement en uc et cv. Cest-à-^ire que cçtte section a un 
centre (c , c') , et que toute droite comme (s^u, BD) est un de ses diamètres. 

559. Et chaque diamètre vu divisant en parties égales, ainsi qu'on vient 
de le voir (556) , les cordes parallèles aux tangentes i^V, w'^', en v et u, 
il est ce qu'on nomme, par analogie avec ce qui arrive à la section fer- 
mée (55 1), un diamètre conjugué à celui qui serait mené par le centre c 
parallèlement à ces cordes. Quant à ce dernier, il est évident qu'il ne ren- 
contre pas la courbe ; on le nomme par cette raison diamètre imaginaire , 
et l'on donne à chaque diamètre , tel que vu , le nom de diamètre réel. 

560. Si par le sommet (S , S') on mène un plan perpendiculaire à la 
droite qui joint ce sommet et le pôle 0'', ce plan coupera l'axe des pôles 
û/c» en un point, et ce point, pris pour pôle en place du point 0', don- 
nera un système de diamètres conjugués rectangulaires. 

56 1. Ces diamètres, qui d'après cela se construiront facilement, sont 
ce qu'on appelle les aoces de la section mvn. . .puq. 

Celui A'A qui la coupe est son axe réel j l'autre B'B est son axe imagi- Fîg. 3. 
noire y et les extrémités A^ et A se nomment les sommets de cette section. 

562. L'axe des pôles «'ûj rencontrant la base en deux points R et T, il 'F»g- ^' 
en résulte une propriété bien remarquable que nous allons exposer. Pre- 
nons le point R pour pôle : les points V et U se trouveront réunis en R, 

et les points v et i^, de la courbe, se trouveront à l'infini aux deux ex- 
trémités de la droite T^c<r menée par le centre c et par le point cr. De plus, les 
tangentes analogues à i/r', mY, coïncideront avec cette droite , d'où l'on 
voit qu'elle sera tout-à-la-fois un diamètre de la section, et l'asymptote à 
ses deux parties vn, upn. 

De même le pôle 0' étant pris en T, le diamètre vu sera la droite v'cB^ 
menée par le centre c et par le point 8 , droite qui sera l'asymptote des deux 
parties vm^, uqX. 

r 

563. Passons au cas de la section conique ouverte à une seuk branche» 
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Pi. 45. Otx Siit (525) que le plan de cette section est |mrallèle à l'on tilss plffns 
^' ^' tangens du cône. D après cela , ayant pris pônr plan Vertical un plan per^ 
pbndiculaive an plan coupant et au plan de la base, aoit M'ONT cette base, 
(S^ S') le sommet, (AB, BD) le plan coupant, et {tuhvnb^ HD) la section. 
564- t^ar le sommet (S, S') menons un plan (m' m , «tS"), parallèle au plan 
coupant ; il sera tangent au cène (5^5) suivant un élément (SO ^ S'c»), et 
la tt^âice m'(» sera l'aiee des p61es des sections parallèles à BD (537). 

Ayant pris arlntrairement un poitft 0' sur eaf^ùy construisons la peilaire 
VO de ce point (556). Il est clair que la polaire du point sera ce point 
lui-'itiôme ; qu'il sera , comme corde , la conjuguée de VO ; qu'il sera la 
réanioti des deux pôles , Tun intérieur , Fautre extérieur , que présente 
ordinairement chaque cotde, et que les deux points O' et 0, don( le def» 
laîer est censé double , formeront un système de pôles conjugués (545). 

565. Si nous prenons sur la base M'ON'V un point quelconque M; que 
pour ce point nous construisions (545) le quadrila^re dont les côtés cmi- 
couretft en O et en 0' , ce quadrilatère aura un de ses côtés contracté en 
O , et il se réduira au triangle MNO. Quant au quadrilatère circonscrit 
dont U a été question datô le cas de la section fermée , et dans celui de fat 
section à deux branebels , il se trouvera réduit aux deux droites O' V, (yO, 
comprises entre le point 0' et l'infini auniesmus de ce point. 

566. Cela posé, concevons par les droites MO, VO, NO, d'une part , 
VO' et MOV d'autre part , une suite de plans passant par le sommet dn 
«ône , et voyons comment ils couperont le plan (AB , BD). Ceux doirt les 
t^aiees MO , VO , NO , concourent en , le couperont suivant des droites 
(;rm, BD), (Av, M)), (jn, BD), parallèles à (SO, S'»); et ceux dont les 
traces VO', MO', concourent en 0', le couperont suivant des droites (ism, 
BD), (wv, BD), parallèles à (SO', S'a>). L'analogie ^avec le cas de la secfion 
fermée, et avec -celui -de la section à deux hrandres, se trouvera conservée, 
en ce que les droites MO , VO , NO , qui concourent en , donneift un 
système de droites parallèles (j:m, BD), (^v, BD), {jn^ BD); en ce que 
4es droites VO', MO', concourantes en O', donnent un autre système A 
droites parallèles {wv^ BD), (zm, BD); en ce que la droite (w^», V^)'€êlt 
taugeMe à la section à l'extrémité v de la droite (Ap, BD); enfin, comme 
4Mi va le voir , en ce que cette dernière droite , qui correspond à la covâe 
polaire OV , coupe toute corde {mn , BD) , correspondante k une 'CWA 
MN, dirigée au pôle 0' de OV, et parallèle à la tangente (xw, BD), en 

"pâiMli'égdies Mi y ht. 
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567. Pour ilemontoer cfiite deraôçre foropriété^ maliens par Ift cmt»9* Pi^ 4^- 
C de k base, la droite O'K'CM'; etpar ks pomti N'«feM^> Q^ ell^ wiip^ ^^ ^ 
le cercle M'ON'V, rnenon» les droites N'Q, M'Oi, et la draiJh» N^EFG^ pm 
rallèle à (XX. Las arc» OMf #t M^ seront égaux ^ aiiwi que VN', N'Oet 

OG. Or, r.aogjLe GK'O aura pour ïuesure la moitié cje J'arc GO, ou 1^ moitié 
à^ aon égal YN', H sera doac égal à l'awgle VON'; dow le triwigl^ NTEO 
sera isoscèle , ce qui donne N'£ ?= £0. Oa 9 aussi ; 

EOF=:I^ = ^ = ^ + ^ = 22!:4.JS«:^«'FOj 

donc le triangle EFO est isoscèk ; donc EO := EF. Po»jç fînfin EF ^ EN'. 

Actuellement ^ faisons sur la droite M'O' les constructions que nous avox^ 
faites sur MO'; nous obtiendrons les points m' et n' de la projection amvnb 
de la section , et la droite nt'n' sera parallèle à mn. Et comme EF =sEN^, 
on aura kx' = ^, ce qui donne tmf = fn'. 

Menons par les points M et M^ la droite MM' ; elle déterminera «ur ¥0 
un point H ^ dont la polaire sera conjuguée à YO } donc si l'on mène par 
le point N' la droite NU , elle coupera MO' justement au point N d'in^ 
tersection de MO' et du cercle M'ON^Y , puisque le quadrilatère MM'N'If 
devra être inscrit dans ce cercle : donc les droites M'M, N'N, menées par 
les points M et M', N et N', concourront au même point H de VQ. 

n suit de là que si par les droites WH, NU, et par le sommet du 
cône, on mène des plans, ils couperont le plan (ÂB, BD) suivant d§$ 
droites dont les projections wfmh, rinhj se rencontreront en un point k 
de kv. Mais puisque f'm'= îri ^ et que m» est parallèle à mV, il fiTeBeuiC 
que 771/ = in : ce qu'il fallait démontrer. 

568. SI Ton fait parcourir au point V le cercle entier M WI^, le p^ 
0* parcourra toute la section; toutes les droites telles que (A:v, BD) ae- 
ront parallèles entre elles et à la droite (SO, S'a»), et pour toutes le^ posi- 
tions de la ligne (A:(>, BD), cette ligne divisera en parties égales les cordes, 
telles que (/?»«, BD), parallèles à la tangente (wr, BD) au point, projeté 
en i^, où se rencontreront la droite {kv^ BD) et la section. 

Cette propriété, analogue à celles qu'on a rues n**» 55 1 et 559, fait 
donner aux lignes tjelles que {yk , BD) le no» de diamèti'es confu^ués^ oa 
simplement de diamètres. 

569. Ces diamètiM Àant pennies ne «e reQOtmtpent qu'A l'infiiiî ; ^ûttii 
le -point aoalogiie «fi ceortre de la aecfion (fetinée et jde |i «eetien ii deux 
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PI- 45. branches est à l'infini : c'est-à-dire que la section ouverte à une branche 
**' ^' n'a pas , à proprement parler , ce qu'on appelle un centre. Par la même 
raison le conjugué d'un diamètre (kv, BD) n'existe pas. 

570. Si par le sommet (S, S') on mène un plan perpendiculaire à la 
droite (SO, S'œ), il coupera l'axe des pôles ûù'o^ en un points et il est 
évident que ce point étant pris pour pôle , le diamètre analogue à (^v, 
BD), et la tangente correspondante (w^, BD), se trouveront à angle droit. 
Ce diamètre coupera par conséquent les cordes qui lui seront perpendicu- 
laires en deux parties égales. 

On donne à ce diamètre , qu'il sera très facile de déterminer , le nom 
d'cuce de la section , et on appelle sommet de cette section le point , ana- 
logue au point projeté en ^ , où il la coupe. 

571. Il nous reste encore un cas fort important à examiner, c'est celui 
où le sommet du cône est à l'infini. Alors la surface donnée est un cylin- 

P*- 43. dre à base circulaire TURV, dirigé d'une manière quelconque (Ce , Ce') 
^^^' '' dans l'espace ; la section , à moins qu'elle ne soit composée de lignes droi- 
tes, est une courbe fermée (turv, BD), et l'axe des pôles est -à l'infini, et 
parallèle à la trace horizontale ÂB du plan coupant (AB, BD). 

Or, chaque pôle situé Sur a/co étant à Finfîni , les cordes conjuguées, 
correspondantes à ces pôles, seront des diamètres rectangulaires TR, VU, 
de la base TURV. Les plans menés par ces diamètres , parallèlement au 
cylindre , auront pour traces les droites VÇ , T^ ; ils se couperont suivant 
la droite (Ce , Ce') , et ils couperont le plan (AB, BD) de la section, sui- 
vant des droites (Çc, BD), ((pc, BD), qui seront de véritables ^«imê/np^ 
conjugués de cette section (549) » ^^ T^ ^® couperont suivant son centre 
(c, c'). En effet, au carré TUHT', formé par les tangentes Vh et RÔ, 
ij'TT et V4 ï menées aux extrémités de TR et VU , il correspondra un pa- 
rallélogramme t'u'H^' , formé par les droites M et flr, ttu et ^i^, inter- 
sections des plans parallèles au cylindre menés par les tangentes T'A et Rfl, 
Utt et V>|/; donc ces droites Xt et flr , ttu et 'v(,i^, seront tangentes aux ex- 
trémités de tr et vu 2 donc etc. 

572. Il est aisé de s'assurer que si le point T se meut tout autour de 
TURV , le point t se mouvra tout autour de turv^ et que toutes les droites 
comme tr et i^u ne cesseront pas d'être des diamètres conjugués. En ap- 
pliquant d'ailleurs à la figure qui nous occupe les raisonnemens du n^ 552, 
on reconnaîtra qu'il y a toujours un système de ces diamètres ^^ms lequel 
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ils font entre eux un angle droit (6jg) , d'où il. suit que leâ propriété 
des diamètres conjugués ^ des axes , etc. , démontrés plus haut (549 *^ 
553) pour la section feitnée du cône y ont lien |K>ur celle du cylindre. 

573. Ce qui précède nous met à. même de &ire qadqnef remarques utiles sur la ma- 
nière dont la section fermée*^ la section à deux branches ^ et la section ouyerte^ qui sont 
trois modifications de l'intersection du ç6ne et du plan, se traiismuent les unes dans les 
autres. 

Si la section est fermée, la droite menée par lé centré (« , </)^ et par le sommet (S, S^, ^^ z^» 
perce le plan de la base en un point O', qui est un pôle inyariable appartenant À tous les Fîg. hi 
systèmes de pâles conjugués qui correspondent k la section. Toutes les cordes de cette sec- 
tion sont des cordes intérieures du cône, et leurs pôles O et (y sont situés à Pextérieur dô 
la base TU&y, sur Fiae des pôles OCy/ 

Si le plan coupant BD se meut autour du point E , de manière à devenir peu à peu 
parallèle au il|a& tangent ST, la section s'alongera , et le pôle O'' s'approchera dp la cir- 
conférence TURT^ Si ce plan devient enfin parallèle au plan tangent, le centre {c^c') pas- 
sera à l'infini ) le pôle correspondant i la droite menée par les points (S, S) , (Cf c^)> sera 
sur la ligne TURY ; tous les diamètres seront paraillèles, et toutes les cordes parallèles 
k ces diamètres auront leur pôle réuni au précédent suivant le point O, où l'axe des p|. ^ 
pôles'OO' touchera la base TURY. De sorte que deux pôles étant confondus ei\0 , chaque Fîg. 4. 
système de trois 'pôles conjugués se réduira à deux points O et (X, dont le dernier seul 
sera variable. 

Si lejplan coupant, en continuant de se mouvoir, vient à couper les deux nappes, la p], ^3, 
section aura deux branches ; les pôles qui s^étaient réunis dans la section ouverte se trou* Fig. 4* 
veront séparés; celui O*, qui correspondait au centre (c, c^), et qui était dans l'intérieur 
de la base, passera à l'extérieur, parce que le centre (c, c') , de la nouvelle section , se pi. 44. 
trouvera entre ses deux branches , à l'extérieur du cône ; et celui O, qui correspondra aux Fig. f* 
diamètres réek, passera dans l'intérieur, attendu que ces diamètres seront tous des cordes • 
extérieures. Ces mêmes diamètres étant compris dans l'angle projeté en Bco-, et fori6épar 
les asymptotes (cfl, c'B), (co-, c'B), les diverses positions que pourra prendre le pôle O 
seront situées sur la partie TR, de l'axe ét^tt des pôles, comprise dans le cercle TURVj les 
diamètres imaginaires étant compris dans l'angle 6c/, supplément de Bco-, les pôles cor- 
respondans à ces diamètres et aux cordes qui leur seront parallèles seront situés , sur 
l'axe des pôles, au-dehors de la partie ÏR, et des trois pôles O, (/, O", le seul 'pôleO* 
aura une position invariable. 

574. LES SECTIONS CONIQUES sont des ellipses , des hyperboles , ou 
des paraboles (^). Le cercle jomt , comme on le sait , de la propriété que 

(^) Nous avions d'abord démontré, au moyen d'un grand nombre de proportions, 
suivant la marche des anciens, les propriétés caractéristiques de l'ellipse, de l'hyperbole 
et d» la parabole : nous avons préféré suirre la marche de M. Poncdet; peut-être est- 

a8 
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PL i2. s'il drt Qoujpi pur iràb ëéoàates FQ ^ QH> RP y abscdoioitiit qêtÊkOfoqtm, 

PO X PO' = PM' X PM j 
QN X QN' = QO' X QO ; 
RM X RM' = Rï^ X RN. 

D'où i'on tire, en multipliant lâembre à ittethliré , 

POxPO'.QNxQN'-RMxRM'=t:PM'xPM.RN'xRN.QO'XQO.*^a), 

ce qui donne ce théorème : Le produit des segmehs PO, Pô', QN, QpM', etc., 
adjaeens aux sommets P, Q, R, dans le sens PQR, est égala oebddts 
segmens FW, PM, RN', RN, etc. , adjacens ctux mêmes sorittMUf dam 
le sens PRQ (*)* 

575. Gonceirans que le cercle OMN àerve de hase k tbk lAtke dont le 
sotnmet soit choisi arbitrairement; imaginons que Ce taètaé soiûïnÈt soit 
celui d'une pyramide dont le triangle PQR soit là base , et supposons qpe 
ce cane et cette pyramide soient coupés par un plan quelconcpa. ÏOLsen^ 
^^' 6, tion de ce plan sera , eu général , telle qu'on la. Toit iig* 6> figi ^$ M 
^ ^^ ' fig. 8 ; car le cône setà coupé suivant une courbe femfiae f stûtamt Wie 
courbe à deux branches , ou suivant une courbe ouverte , et b pytUntaàt 
suivant un triangle pqr. Or , quelle que soit cette section , oti Va YOÎr que 
lô théorème précédent s*y appliqué : c'est-à-dire qu^on a 

/70X/>o'.Ç7ix qr^.rmx rm! àt±: pm! K ptn . r»f Xfit- qo'Xqé... (Si). 

f'g- 3, Sj6. Par le sommet S du cène (figé 4)^ et par le segment qadtoflcpiè 
et' 8. ' ^ 3P0 de là base (Jîg. 5 ^tfig. 4), faisons passer un plan ; il cttntiéildiai le ség- 

hiént po (fig. 4 , fig. 6 ,fig. 7 i^tfig. 8) , correspondant à PO (fig. 5 et 
Fig. 4. jig^ 4)f ^^ ïcs points S , TP, py seront en ligne droite , ainsi que S, et o. 

Les deux triangles SPÛ , ^, auront donc l'angle SPO Gonuanin ^ w qui 

donnera, 

SPO : Spo :: SP x SO : S/) x So, 

ou 

SF><SO SpXSo ^^^• 



eVè an peu pltu difficile; mais eDe est pliis courte ^ moins fatigante, et cPone grande 
él^ance. 
O Voyez le Traiti des propriétia projècthés, jiage t8 et saÎTantés. 



D'où HOM JCOndlHKiO» ^ipM h nippOrt i4 lft#l«]f9f() tH<!»S9lr>JW<^^ ^ 49 ^^ ^^ 

IcjBBgaàeKt 70 de la baaé^ étpoiir]e«eiQpent«ginr<^9âflii$#p^,la«9<^ 
Dâiignoiiscç rapport par-, et appelons ^ la perpeniKcnlaire albaissëe du 
point S sur jBO; jww ;?iiwcm§ , 



0» 

«n SP X 50 



n 



n en sera de même, pour tous les autres segmens PO', QJH, etc. ; maïs la P|* 4^. 
perpendiculaife ^ sera la mémepour les^^nairè segmens Ç6 , PO', (JO , QO', '^' 
dirigés "suivant FQ-, et lés perpendiculaiits^ et «4/ > dndssées du isommet 
du cône sur les droites -QR et KP,' appartiendront aussi aux quatre 
segmens dirigés suivant chacune de ces droites. Si ^w: pp ,4^^QÇ 

? ^ â^ 5> 5> ^**^ ' *^ rapports ^HtiâlogPS^ à peliw <jys nou§ ^yQns cjésigeé 



parjjj«»» aurcHis^ 



» \ 



Ce qui donnera pour le prenn^ixienijbre (ie-Ifi rel^tioi;i (a), 

et pour le second^ 

cc'c''>cdd'd'' ^^ ^ ^,^^y ^ SM^ X SM.SN' X SN. SCV x SO : 
en réduisant 3. viendnr donc 

Relation qui est indépendante laps gnwdfiws PO, JR^^SP^Ip^ ip, ^r, etc , 

28.. 
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^' '49- et qiii ne contient absolument <[ae les quantités nam/ériqaesày a!...b,lf. .etc; 
^ Or f d'après les relations, (c) et (d) , chacune de ces quantité , telle que a, est 
la même par rapport à la base , et par rapporta la section; donc la rela- 
tion (e) est tout-4-lar-fois équivalente à la relation (a) et à la relation (6). 
Donc enfin , il râulte de ce que la relation (à) est vraie pour la base^ tpe 
la relation (b) , qui se rapporte à la section ^ est Traie aussi (^). 

577. Cette même relation (b) a lieu encore^ connue on va le voir ^ lors-^ 
que le sonmiet du cône est à l'infini. En effet, ^bub ce cas la secâon n'est 
autre chose qu'une projection oblique ou orthibgonale de la base » et Is 
grandeurs qui sont sur une méii»e droite FQ , QRou RP , sont à leurs prcK 
jections dans un rapport constant e^, C^y, ce qui donne, 

PO X PCy = <t\ po X /»'; Qa X QO = a\qf/ X qo ; 
QN X QN'= €\ qn ;k qn'i RN' X RN = C\ m' x mj 
RMxRM'= y\ rmx. rm'; PM' X PM =:y\pm' X pm,^ 

et par conséquent , 

€t^€^^. poxpo'. qnx,qn!. mixrm=:cL*fi*y^. pm'xpm. rrix^rn. qo'xqo, 

ou , en retranchant le facteur commun a*C^^, la relation (b) ellè-mèine. 
Fig. 6, 578. Cela posé, les trois droites pq , qr, rp, n'étant assujetties à aucune 
7«<^ autre condition que d'être des sécantes de la section, suf^sons'qne les 
f>B* 9i deux sommets p et q appartiennent à un diamètre 00' de cette section, 
et que le troisième sommet s'éloigne à l'infini sur le conjugué de oo\ Soit 
que ce (Uamètre conjugué se trouve à une distance finie (Jig. 9 et^^^. 10}, 
soit qu'il se trouve lui-même k l'infini (Jîg. 11), les droites m^m, Mfn, 
concourantes au troisième sommet, seront des parallèles au diamètre con* 
jugué à (x/; donc on aura (55i,559 et 568) 

pms:9im> et qns=sqn\ 

Ce qui réduira la relation (b) à celle-ci : 

po X po'. qn . rm X ^ = P^ • ^ X m. qo' X qo , 
ou 

P ^ ^ /7>' X m _^ g» _ ^,^,^,^^^^ (f\ 

po X po' rm X rm^ go' ^qo ••••••••••• Sy /* 

Le troisième sommet étant à Infini, il faut , pour faire usage de cette 



loet fr. 



C^) Voyez le ti^té cUa propriétés projectiifesj page 6. 
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relation , voir ce que devient le facteur pï- *>• 

m! yC, m loeiii, 



579; Le plan mené parle sommet S du cône (Jig. 5), et par celle m'pm Fîg> 3 , 
des deux cordes m'pm^ nj^^ $ T^ ^ trouvé la plus grande^ passera par la ^* 9> >« 
droite PR {fis* 5 et^. 5) de la base , droite sur laquelle sont lea points. M' 
et M, Gûrrespondans de m' et ut, et lé troisième sommet , que nous desi- 
gnoxis par la lettre r, étant à l'infini, son correspondant R sera sur une 
droite SR, menée par le sooomet S du c&ne, pairâllèlement à m'm. Par le 
point P, menons la droite xjr parallèle à m'm} les triangles semblables 
SMRy PMx, nous donneront 

SR:)P« :: RBftlroi. 

De même les triangles semblables M'SR, M^rP, noos donneront 

SR : P^':: RM' : PJVr. 

Et coHune/nn' ^pm , on a Po? s= ^ ; d'où il mit que tes premiers rap» 
ports des deux proportions prëoédentes sont identiques , ce qui donne 

RM : PM :: RM' : PM'» 

ou 

XkllM* ■■■■" IMU'*" 

ÊgaEté qui aura Heu entre les grandeurs mV et^r^e y w!^ et tti^^ pour toute 
ligne droite rrC^^ mTi", menée par le point M^ et rencontrant les trois droites 
Snf, Sp, Sm. Or, supposons que )sl ligne droite mH' coupe successivement 
SRf en des points R', R% etc , de plus en ploséloîgnés, et qulenfin cette droite 
infK' prenne la position m'm, pour laquelle le'point R', passé en r, est sup- 
posé à Finfini ; la relation précédente deviendra 

m ^^ ptn 
rm pm 

Ce qui montre qu^un point r étant à V infini sur une droite m'm^ les dis^ 
tances infinies de ce point à deux points m^ et m de la même droite j quoi- 
qu'elles aient une différence finie wlm y sont cependant rigoureusement 
égales j puisque leur rapport est l'unité (*). 



(*) Voues le TraM des propriétés projsciH'ss, page iflL 
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PI. 43. 58o. D'après cela y on voit que la quantité 

Fig. 5. 

rm X Tfnf 

sera ausoi ^gale à FiAuté , car les ^hk tufiniB mt , nn\ ^ iUfèsdkit de la 
longueur iiii»'> étaot^gaiixv kBinfinii m ^ fn', qui ua 4ifiefnt qt» de fe 
lolkgoeiir wfiy woovoàst qae 7mi/(6jci), «root w>u>-sci4jNMnt 4gauL «itre 
eux» Juab égspsL ux dncepRauees» 
Doac la nlafion (/) le réixùt k 

po X po qo X jo^ 

d'où résulte ce théorème important : Que dans toute section plane conique 
ou cylindrique j les quarrés'des ordonnées paraUèles à un diamètre sont 
entre eux 4>0nm(^ le$ reetan^s des Segmnfi' ^fnrespoiukms JormA êurion 
conjugué (584)- ^ 

Les axes n'étant autre chose que dés diamètres conjugués , ce même 
théorème a «donc liea povr les axes. U Ta Jftoos Mrvir à doMotror l'iden- 
tité 4e U Section fermée aiiréc i'ellipse ^ de k feotiba à detric linuidies itnr 
l'hyperbole y de la section, ouverte, avec la pars^le. Pour chaque section 
nous supposerons que cette identité ait lieu ^ nous construirons les foyers , 
et nous ferons voir qu'effectivemsut la i^Ktion peut être engendrée au 
moyen d'un fil attaché à ces foyers (SSS, 861 et 867). 
PI. 43. 58 1. SoitA^B'AB une section fermée^ AA' et BJB' ses axes, on .sait (658) 
P»R. 5. çp^ gj çgjjç section est une eHipse, les petits arcs Fgr? ¥'g', décrits d« poînl 
B comme centre, avec un rayon égal à CA, couperont le grand axe &.'A 
mx. foyers F et F' de la courlneu 
, Or^ on aura, par le théorème du n^ 58o, 



ou 



Pm' <5B* 


S* 

— »• 

CA 




VA' X FA ~~ Qà.' X ÇA — 




L = (CiV H- CP) (CA — CP) = 


= CA- 


- CP* a vient 


• 




■1 


— » 

PM = CB — ^ CB. 




n^ 



Mais 



•• • » 

PI. 45. 

PF = ÇF — CP, 



et 



PF'=s ce* 4« CP'-r. aCF X C?. 
Donc .<-. 

CA 
OU 

m = œ*4- Ô?' 4- â (CÏ — G&) —aGF X CP, 

CA 

OU, à cause de Cb'+ 5aa SsaCX, et à» S'— ^ =BF *— CB= CF, 



iS-- :^ gÂ' + S.^^ - ^O^ X CP. 

CA 

Et attendu que la cpiatrfème propOftioaaeHe Q^ — , donnée par cette 

proportion, CA : CF :: CP : ar , est plus petite <jue CP , et par consé- 
quent plus petite que CA. , on à 

w •= (CA - ^-2)f , 

ou 

MF = CA-^iâ^. 

On trouvera ^ en suivant absolument la même marche , 



;• . CP X CF 



MF' = CA 4. ^ :i. " -f- aCF X CP , 

ou 

MF'=(;^+^-^^. 

On aura donc 

MF + MF' = aAC = AA'. 

« 

D'où Ton voit que la sectkm Hsnoéo du cône et àa cylindre «at telle 
qu'en prenant les deux points F tt F' pour foyers ^ la. somme dès rayons 
vecteurs MF^ MF'^ d'un point quelconque 91, est égale au grand axe AÂ' : 
ce qui prouve que cette seetioft OR tttxt éÊltpêt (855). 
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PI. 44. 582. Pour la section à deux branches dont AA' est l'axe ^ réel, <m 
^*^ aura(58o) _^ _ 

PM* Dm 



£L 



PA' X PA ~ pA' X piL 

Du point p comme centre , avec pk comme rajon , décrivons le 
cercle kgk ; puis , sur A!k comme diamètre , construisons le demi-cerde 
Afhk , et prolongeons l'ordonnée pm jusqu'au point h, oix elle coupe ce 
dernier demi-cercle : nous aurons 

ph = pA! X pk := pM X pfi , 

et conséquemment , 

_ — — • 

PM = ^. (PA' X PA), 

ph 

Et comme on a PA' x PA = (GP -{- CA) (GP — CA) ; U s'ensaiT» 

m = ^. (ëp — ca). 

ph 

m 

Portons pm etph en Cm' et Ch' ; joignons les points h' et A par la droite 
^'A ; menons m'b parallèle à ^'A , et prenons CB = C6 , CB' = C3- 1^ 
triangles semblables Ch'A, , (Mb , donneront 



Cm' : C^' ou pm : ph :: Cb ou CB : CA ; 
d'où Ton tire 

ç^ ^ 

pi* ^ CA 



On aura donc 

m = =. (cp — CÂ*) = = . CB — cb! 

CA CA 

Maintenant^ supposons que A'A et B'B soient les deux axes d'une hy- 
perbole ; pour avoir ses foyers F et F' (864) portons la distance ATB de 
C en F et de C en F' , et nous allons voir que cette hyperbole et la sec- 
tion qui nous occupe sont deux courbes identiques. 

583. Pour le prouver on remarquera que 



!)■ 



MF^^PMH-FF; 
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PI. 44. 



oue - - -^ 

PF«CP — CF: F.g.3 

ce qui donne _ _ __ 

PF = CP'h- CF*— aCP X CF; 
et par suite 

MF = =. CB — CB + CP + CF — 2CP X CF , 

CA 
ou 

MF* = CF* — ci* + =. (CB* + CA ) — aCP X CF. 

CA. 

Mais 

CF*— CB*= ÂB*— CB*= CÂ', 
et 

CB* + CÂ*= CF*; 

donc 

" — • — — » 

MF = CA* + ^_^ÇI _ aCP X CF. 

CA. 

Et comme la quatrième proportionnelle — -^~ — , donnée par la propor- 
tion CA : CF :: CP : oc , est plus grande que CA, on aura 



OU 



MF = ÇL>< ^ — CA. 

LA 

On trouvera , en suivant la même marche , 

MF = ^^ ^^ + CA; 

d'où résultera 

MF — MF = 2CA = AA'. 

Ce qui montre que la difierence des distances d'un point quelconque' M, 
de la section y aux points F' et F est constante. et égale à laxë^réel :■ 
donc, etc. f86i). 

584. Passons au cas de la section ouverte. AA étant un diamètre ; PM pi. is. 
et pm étant deux ordonnées quelconques parallèles à la tangente en A ,* '^' '* 
les segmens correspondans seront d'une part PA et pA. , d'autre part les 

a9 
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PI. 45. distances infinies des points P et /? à Tinfîni au-Klelà de h. Nommons 
** distances D et t/ : on sait (579) qtte leur différence Pp étant une quantité 
finie ^ elles seront parfaitement égales. D'après cela ^ le théorème du n^ 58o 
donnant 



pm 



AP X D Ap X d^ 

à cause deD == ^^ on aura 

PM jS^\ 

AP ~ A/>' 

ce qui nous apprend que, pour la section ouverte, le théorème qui YJeal 
d*être cité se réduit à celui-ci : Les carrés des ordonnées parallèles aux cordes 
conjuguées à un diamètre Ah ^ sont entre eux comme les abscisses corres- 
pondantes^ comptées à partir de l'extrémité A de ce diamètre. 

5(85. Cela posé , supposons que la droite Ah , au lieu d'être un simple 
diamètre , soit l'axe de la section : le point A sera son sommet. Par ce point 
et par l'extrémité m de l'ordonnée quelconque /?/n , Êûsons passer le demi- 
cercle Amh, dont le centre est en k sur Ah. Nous aurons 

pm =i Ap X ph; 
ce qui donnera 

m= AP_>i^ AP =: ph x AP, 

ou , en prenant la distance AF égale au quart de ph ; 

PM*= 4AF X AP. 

Relation qui nous apprend que si la section était une pafîJ)ole , la double 
ordonnée en F serait quadruple de la distance AF , et que , conséquem- 
ment, cette double ordonnée serait le paramètre, et F le foyer (871). 

586. Raisonnons dans cette supposition , et nous allons voir qu'elle est 
vraie. 

Eu effet , portons AF de A en D ; devons par le point I>la dfohe DB per-^ 
pendiculaire kAh, et n^enouB MF. Nous aurons 

Rff*=: JPM + PF, 
ou 

MF « 4AF X AP + (AP ~ AF/, 
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MF*=: 4AF X AP + ÂpV AF*-- aAP X AF , ^'8 7 

Mf* =~ÂP h- AfV 3AF X AP = (AP + Af)', 

ou enfin 

MF = AP 4. AF. 

Mais AP4.AF = AP + AD = PD; donc 

MF = PD. 

C'est-à-dire que la courbe a tous ses points à la même distance du point F 
et de la droite DB : celte courbe est donc une parabole (867). 

587 . Quant aux sections coniques et cylindriques singulières , qui se 
composent dune ou de plusieurs lignes droites^ elles sont évidemment iden- 
tiques avec les ellipses , les hyperboles et les paraboles singidières qui se con>- 
posent aussi de bgnes droites, et dont il est question Note I'"" {885-^^88) (^). 

D^apvès cela , toutes les sections planes du cône à base circulaire [cône 
dont le cylindre de même base n'est qu'un cas particulier (606)] sont 
des lignes elliptiques^ hypeAoliques et paraboliques. On verra plus loin 
(607) que, réciproquement, toutes les ellipses, toutes les hyperboles ^ 
et toutes, les paraboles, sont des sections de plans et de cônes à bases cir- 
culaires. 

588. La relation 

po X po'* qn X qn'. fin X rm! zizpni Xpm. m' x m. qo* X qOf 

caractérisant, comme on vient de le voir , l'ellipse , l'hyperbole et la para- ^ 
bole; de plus^ les cônes et cylindres, qui ont pour bases des courbes 
jouissant de la propriété exprimée par cette relation , ne pouvant être cou- 
pés par des plans que suivant des courbes qui jouissent de cette même 
propriété , il s'ensuit que tous les cônes qui ont pour bases des eUipaes, 
des hyperboles et des paraboles , ne peuvent être coupes par un plan que 
suivant une section elliptique, hyperbolique ou parabolique. 

589. Il suit de là, i**. que toutes les projections obliques et orthogo- 



Il m »^»— — — — »*.<^»- 



(*) On remarquera peut-être que parmi les vari é t é s d' hy per b o l e s ^ ce lle yi se comp os e 
de deux parallèles éUûgQéesd'ime distance finie (887), n'a point été retrouyée (526 et 
5a7) parmi les.#<ctioas çonigti : die «iste jnr jê cjlûidre îbtse bj^etbolisne (607). 
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nales d'une ellipse , d'une hyperbole ou d'une parabole^ sont d'autres 
ellipses y d'autres hyperboles ou d'autres paraboles; 2^. que les courbes 
examinées dans la Note première forment bien un seul et même genre 
de lignes (*). 

PL 43. 590. Des PLAjys DIAMÉTRAUX DES gÔnes. Le cercle quelconque TURV étant la base 
Fig. 4- d'un c6ne, dont le sommet (S, S') ait été choisi arbitrairement » on sait (546— 55o , 555 et 
556, 564 — ^1) <iue le plan mené par le sommet et par la polaire TR d'un point 0|dnriK 
tontes les cordes du cône, telles que {mn, BD), parallèles à la droite (SO, S'm) , en deux 
parties égales. Un plan qui jouit de la propriété de couper ainsi par moitiés tout on aystirae 
de cordes parallèles , est ce qu'on nomme un pUm diamétral. 

Il est clair que tout plan diamétral passe par le sommet (S , S)» 
Pi. 4^* 591. Lorsque lés cordes correspondantes à un plan diamélfral STR sont perpeodicu* 
'>S- '* laires à ce plan, il prend le nom àeplan diaméùral orthogonal. On Toit qoe, dans ce cas, 
le pôle O , correspondant au plan STR , est tel que ce plan soit perpendicalaire à la 
droite SO. 
PI. 43. %^* O, O' et O", étant donc trois pôles conjugués (543) de la base TURV , le plan mené 
Fig. 4 par le sommet, et par O^Cy, sera le plan diamétral correspondant aux cordes panllëlesa 
la droite menée par le sommet et par le pôle O. De même, le plan mené par I0 aommet , 
et par la droite O^O, sera le plan diamétral correspondant aux cordes parallUes i la droite 
menée par le sommet et par le pôle O'. Enfin , le plan mené par le sommet| et parladrotte 
CO, sera pareillement le plan diamétral correspondant aux cordes qui ont le point O' 
pour pôle (Sgo). 

Cest-à-dire que trois pôles conjugués O , (X et CT, déterminent trois plans diamétraui 
passant par les droites O'O", O'O, OCX, qui joignent ces trois pôles , et que les trob sys- 
tèmes de cordes, coupées en parties égales par ces trois plans, sont respectivement paral- 
lèles aux droites menées par le sommet , et par les points O , O', O*, ou , ce qui rerieat au 
môme , que ces cordes sont respectivement parallèles aux intersections de ces trois plans. 
On donne à ces plans le nom de plans diamétraux conjugués, 

593. Lorsque trois plans diamétraux conjugués sont tous trois à la fois des plans dia- 
métraux orthogonaux, ils prennent la dénomination Ae plans diamétraux principaux, oa 
simplement celle de plans principaux, 

, Les trois droites suivant lesquelles se coupent les plans principaux se nomment laaxei 

du cône. Parmi ces axes, celui qui passe par le pôle O* est dans l'intérieur de lasurfiice, 

il se nomme Vaxe réel ; les deux autres sont au^deliors, on les nomme axes imaginaires. 

*P1. 36. 5g4. Si le cercle AB, dont le plan est supposé perpendiculaire au plan SAB de la %urc 

f*»g- 4- (53o), sert de base à un cône dont le sommet soit en S,|le plan SAB, comme nous PaYOns dit 

précédemment (Sag) , divisera le cône en deux parties symétriques : il coupera par con- 



(*) Dans l'Analyse appliquée on les nomme Ugnes du second degré ou lignes dm second 
ordre (169 itote). Le nom de sections coniques est plus particulier à la Géométrie. 
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aéqaeai en parties égales toutes les oordes qui lui seront perpendiculaires. Il est dair qufil. ^\' ^ 
en sera de même du plan SQ, tel que les angles ASQ, QSB^ soient égaux; ainsi que du ^'^' ^ 
plan RST^ perpendiculaire à Tintersection de S AB et de SQ. D'où il suit que tout cône à 
base circulaire présente un système de plans principaux SAB , SQ , EST. 

SgS. 11 est aisé de prouyer aussi qu'un tel cône n'a jamais qu'un seul sjstème de ces 
plans. Pour cela , nous remarquerons d'abord que si ABD est la base circulaire d'un cônci Fig. 3. 
et (jSf S') son sommet^ tout plan principal ^ dont la trace AB coupe la base, est tel que la 
droite menée par le sonunet et par le pôle G de AB, lui soit perpendiculaire, en sorte ' 
que les angles de cette droite, et de celles qui passent par le sommet (S, S) et par les points 
A et B , sont des angles droits. 

Cela posé, soit x un point du cercle ABD, et supposons que ce point appartienne à 
un plan principal. Menons par le point x la trace xt du plan tangent au cône; et con- 
struisons la trace <, de la droite menée dans ce plan par le sommet (S, S') , perpendicu- 
lairement à celle qui joint les points (S, S') et x. S'il y a un plan diamétral orthogonal 
qui passe par le point x ,' le pôle des cordes conjuguées à ce plan sera le point û] donc 
si, par le point t, on mène la tangente tx' k la base, pour déterminer le point de contact x, 
la droite xx' sera la trace du plan orthogonal auquel le point x est supposé appartenir, ce 
qui exige que les droites menées par le sommet (S, S'),. et par les points ^et x\ fassent entre 
elles un angle droit , ou, ce qui retient au même, ce qui exige que le point t soit dans le 
plan es. De là il suit que. le point jr ne peut aïoir que quatre positions sur le cercle ABD, 
saToir : il peut être en Z et en Z' sur la droite CS , et il peut être en z et en z' dans le plan 
principal S'it.Mais ces quatre positions appartiennent aux plans principaux examinés tout 
à l'heure (594); donc, eta \ 

Si le cône pouvait être coupé suivant un cercle par d'autres plans que les plans parai- 
lèles et antiparallëles à la base ABD , ce cône aurait plusieurs systèmes de plans antiparal* 
lèles, et chacun de ces systèmes donnerait un système de plans principaux. Or, puisqu'il 
n'y a qu'un système de ces derniers, il n'y a aussi qu'un seul système de sections antipa- 
rallèles : donc il n'y a pas d'autres plans que les plans parallèles et antiparallèles à la base 
qui puissent couper le cône suivant des cercles. 

597. Nous ferons remarquer en passant que les cercles des sections antiparallèles étant 
distribués sur lesdvoites SC, SC', menées par le sonmiet S, et par les centres G et C dedeux Fig. 4. 
sections A'B', ab , l'axe réel SQ du cône n'en peut contenir aucun, sauf ceux des deux 
cercles qui se confondent arec le sommet. 

598. Soit TURV une section conique quelconque , et soit S un point pris arbitraire- pj. ^g, 
ment dans l'espace pour sommet d'un cône dont TURV soit la base. G étant un point Fig. a. 
quelconque du plan TURV , menons par ce point les tangentes OT, OR, à la base; 

puis menons la corde TR, que nous appellerons la polaire du pôle O: car les déno- 
minations de polaires et de pôles s'appliquent à toutes les courbes planes, de la même 
manière qu'au cerde. Le plan STR, mené par le sommet S et par la polaire TR, cou- 
pera en parties égales toutes les cordes dont le pôle est en O : c'est-à-dire que le plan STR 
sera le plan diamétral correspondant à ces cordes. £n effet, imaginons que le cône soit 
coupé par des plans parallèles à SO; chaque section aura un diamètre dans le plan STR; 
les tangentes anx atrémités. de ce diai^Àtre ooncoorroot à l'infini an point ob la droite 
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PL 46. SOperc^m le plan de cette sectloiiy d'oà l'on voit que les cordes psmllèleft ii SO lerort kg 
'^'l' ^' cordes conjuguées à ce diamètre ; donc toutes les cordes parallUes à SO seroal oovpéaiai 
parties égales par le plan STR. 

Si maintenant on prend sur TR un \Me qoelconque (T; n I^»n déCermhie la peiam 
y\5, et si l'on coupe le cône par un plan parallèle au plan OSO^i la section aura u £a^ 
mètre dans le plan SVIJ-, elle en aura un autre dans le plan STR ; les tangentes Mtxcilré>* 
mités du premier seront parallèles an second; donc ils seront deux dianAtres osujuguèi-, 
donc les tangeutes aux extrémités du second seront parallèles an premier; doae k drohe 
VU prolongée passera par le pôle O : donc la base TURY, qui est nne a e cti on conifw 
quelconque , jouit de toutes les propriétés précédemment démontrées (54^) pour les oofdn 
polaires du cercle. 

5gg. Il s'ensuit que les trois pôles conjugués O, O' et O'^ d'une aecticB eoniqmy dé- 
terminent trois plans diamétraux conjugués OSO*, O'SC/i O'SOf du cène uiiqDd «ppir* 
tient cette section. 

600. Supposons la droite SO perpendiculaire au plan STR^ ^u, ce qni est la mèm 
chose (5gi) , supposons que ce plan soit orthogonal , et faisons mouvoir le fUm ff êmh 
droite indéfinie TR : le plan diamétral SVU, passant par le pôle O, et la droite SO', inter- 
section de SVU et de STR, se mouvront en même temps que le pôle Cy. Conoefons qasci 
pôle soit à rinfînî vers x ou k l' infi ni vers x : à ces deux positions il ne oorpcitpoadi 
seule position Sit» du plan SVU; la droite SO* se trontera en So", et la droite SV, 
parallèle à TR, coïncidera avec la partie So'^on avec la partie So, d'une droite 00' 
par le sommet S parallèlement àTR. La droite SO% dans œi ^eux positkinSi ieca èane 
avec SO'! des angles o'SO'' y O^So, sup[^lémens Tun de l'autre : donc vn de «s aniftesienL 
obtus. Si le point mobile O^ passe de riniîni vers x k l'infini vers s\ en oocnpuBft soecessî- 
vement toutes les positions intermédiaires , l'angle O'SO* variera gradodlemenl : or le 
point O^ étant arrivé en R ou en T, le plan SVU sera en SRO ou STO^ et lu dratle SO^es 
SR ou en ST; donc l'angle O'SO'' sera nul. Donc le plus grand des deux angles 0*^80*, O^Soj^ 
d'obtus qu'il était, deviendra nul , et ensuite égal au plus p etit : donc il 7 aura nne posi- 
tion du point O' pour laquelle ce plus grand angle sera droit Dans eetfte position} qne 
nous indiquerons au moyen du point O' de la figure , la droite SO^ qui , par oda seulqve le 
plan STR est orthogonal , se trouve perpendiculaire à SO , sera donc aconsi pe r p c n J B c uT aire 
à SO'' : donc elle sera perpendiculaire au plan SVU. Donc enfin le plan diamétral bVU 
sera orthogonal , ainsi que STR, en sorte qu'en fais!int passer par les dcfnx droites SO^^ $&, 
perpendiculaires k ces plans , un troisième plan SOO, on aura les trois plans diamttrasx 
principaux STR , SVU , SOa, du cône donné STURV. 

601. On voit d'après cela que si nous pouvons prouver qu'un dVne dont la base est une 
section conique, a toujours un plan orthogonal STR ,i1 -s'ensuivra qu'il a des plans "prinQfUtft. 

Supposons que ce cône soit coupé par un plan parallèle à l'un de ses plans tangeos; 1s 

PI. 45. section sera ouverte, et ce sera une paral)ole TURV. Prenons ortte parabole pour bue; 

Fig. 6. prenons son plan pour plan horizontal de projection, et soit S la projection du somme! 

sur ce plan. Par le point S abaissons la droite Syt normalement a la par a bol e ; soit pg h 

tangente eu n , et soit S' la projection verticale du sonmiet sur tknplan BD^ p etyeadfcahifft 

% pq. Les angles ftSO , TSO <S désignafft ie sonnnet et non sa pr ejiOc iti o ii ^y sîiniii Jsni les 
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plu» >tàB§BiM OB&rOTSy devtti^t «ti« tous deus. droits pour vi» pWp orthogonal ^iXil^ Pi- 4^- 
il ya être facile de construire le p^le O correspondant à un tel pUlEU ^ ^'*' ^ 

Par on p^int (foelcdnqueni, de k partie nBFY de la base TURVi menoiia une tMignute 
qudoonqae mb^ fmÎB ral)«jtloiif le pla?^ tangeBjt Smk. Le aomniet S yiçndra en « ^ U droit» 
Sm Tiendra en zm, et si par le point z ou mène zi perpendiculaire à siï»i le point k, et un 
Bonbre suffisitnl d^autres points, déterminéB delà même maftiëre^ donneront lUQi^qoi^be 
fliMlwy sur Uqnelie devra se troiiTerk pôle cherché 0> si ce pdleeûte réellem^t, 

Dés constructions analogues , faites pour Parc nlJTQ de TVRY, donneront une ligne 
isOQlq j lieu des points teb que k , sur laquelle devra aussi se trouver le pôW O. 

Ces deux lignes pOC/r, fOO'^', seront deux branches d'une même courbe , jouissant de 
la propriété que si par un de ses points k on mène un plan tangent au cône , Pangle de 
Pélément de contact Sm , et de la droite Sk, sera un angle droit. Il est aisé de Toir que ces 
deux branches seront conjuguées entre elles par les asymptotes menées par le {loînt S, 
Pune xyj parallèlement à pq, Pautre ^/, perpendiculairement à Paxe AX de TURV. 

602. II s'agit maintenant de démontrer que les deux lignes /)'0(yry fO(y^^y se ren- 
contreront toujours. Pour cela, nous allons faire voir que la branche p'OQfr^ correspon- 
dante à Parc TzRPy de la base^ situé du côté S de Paxe AX de cette base, coupe cet axe 
en un point t , tel que si Pon mène les tangentes tm , im\ la dernière tin coupera Pautre 
branche vOO'q^ en un point i^ placé au-delà du point t de manière qu'on ait 

La iNraach^. vOO^q allant du point i toucher à Pin£ni Pa^mptote Sy , tandis que In 
branche p'OO'r va du point t k Pinfini toucher Pasjmptote S/, il s'ensuivra q«ç ces 
branches se coupent eu un point O' situé entre < et * , d'unç part , et Pinfini versj^ et /, 
d'autre part. De même le point i étant à droite de t, il s'ensuivra que la ligne iOv allant 
joindre Pasymptote S^'' de la gaucbcx tandis que la ligne iOy^qui part de lagnuche^ va 
joindre Pasymptote Sx de la droite , ces deux lignes iQPy iOp\ se coupent en un poiijt Q- 
U sera donc prouvé que les deux branches de courbe *O0'/, pOO'r, se coupent en ji^v» 
points O et (X. £t il faut bien remarquer que la déiQonsti:ati(^ ne s^ra pas particulière m 
cas de la figure , car de quelque façon que soit placé le sommet par rapp^t k hk baçe 
TURV, les deux asymptotes se croiseront pv le point S, et seront dirigées, coxxam i^M9 
Pavona dit plu» haut , Pune perpendiculairement à AX, Pautre parallèlement k la tapg^nte 
pq, menée par le pied w de la normale Sn , ce qui, avec les positions relatives d^s poinU^ 
et », établit toutes les circonstances sur lesquelles celte déjQonstriition se trouve fondéa- 
Cela posé , tj:ansportons les points m et m\ S, * et i , à la GguwB i'% afin d'éviter la ooiv- 
f usÎMi de lignes que nous donnerait la figure 6. 

L'angle des droites menées du sommet aux points w el tétant droit, les trois pointai», Fig. 1. 
S et t seront sur un demi^erde dont mi sera le diamètre ; si donc nous rabattons le pfan 
de ces trois potnU sur le pbin borisontal , mh4 sera ce demi - cercle , et la perpendîcolaiie 
SA, abaissée du point S sur mi, donnera le rabattement A du sommet. « mainteiiant o» 
déentsur «A, comme diamètre, k demi ^cercle w»A, et qu*on prenne la oei^eM égale ii 
A», a est dair que k oor^ «A tei^m la h««te«r dn sommet an-dessas^An plan horiaental ^ 
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VI. 45. d'où Pon Toit que la leuk disposition des points m y fn\ S et ^ , tnppoie le Maunet dn oAne 
*^S' > • ^tiërement déter miné. 

Menons par le point m la droite mQ perpendiculaire à mni, et prenona le plan inQ 
pour plan vertical. Si nous menons la verticale (S^ aS) ^ et que nousprenkms hS^ssatA, 
ie point (S j S) sera le sommet du cône. 

La droite AX étant perpendiculaire à mm* et passant par le point tj nous prendront sur. 
la droite aS prolongée e8-=^e%\ et comme il s'agit de démontrer que les angles sitnét dans 
l'espace m&t^ m'Sif étant droits , m*i est plus grand que mt^ il reviendra au même de sub- 
stituer l'angle m'St à l'angle mSlf en remplaçant le point {S, S') par (s , S^), et de fidre 
voir que m*i est plus grand que m'i. 

Etant donc connus les points {m\m) , {s , S'), (S « S') ; et les droites menées par les points 
(js, S*) et t, (Sj S') et i, étant respectivement perpendiculaires à {m's, mS^) et à {nt'S, mS), 
le théorème à démontrer sera que m*i excède m*t,ovL bien que si l'on mène par les points 
(^yS')^ (S, S'), des plans respectivement perpendiculaires à (w»'«, mS'), (m'S, mS'), ils 
couperont la droite m*â en deux points ^ et ^^ tels que le point i se trouvant correspondre 
au plan mené par (S, S^ on ait m'i^ m't. 

Ces plans, respectivement perpendiculaires à {nia^ mS) , (m* S , mS'), passeront par les 
horizontales (sr, SV), {Sr, S'r), dont les projections sr, Sr, sont perpendiculures à m's et 
m' S'y or ces horizontales perceront le plan vertical au même point {r, /), car les angles 
m'sr, m'Sr, m^mr, étant tous droits , les points m*, s, S,metr, seront sur un même demî- 
cercle sous - tendu par le diamètre m*r, à l'extrémité r duquel se couperont les troisdroites 
sr, Sr et Qmr, Si donc on mène par le point / la droite rf, perpendiculaire k mS', cette 
droite sera la trace verticale commune aux deux plans perpendiculaires en qnestion*, et 
leurs tsaoes horizontales seront les droites fb^fd, respectivement perpendicnlaires i m' s et 
à m'S. Les angles situés dans l'^pace m'st, m' Si, étant droits, ces droites couperont m'iy 
la première au point t déjà connu, la seconde au point L 

Il suit de là qu'étant donnés les points m', myS, S et t, il ne s'agira, pour avoir le 
point i, que de mener par le point t la droite (^perpendiculaire à m'^, puis, par le 
point/, oit (^ rencontrera la droite ttïQ, perpendiculaire à m* m y d'élever une nouvelle 
droite JH, perpendiculaire à m' S, et cette droite coupera m'ù au point cherché i 

6o3. Sachant construire le point i d'une manière aussi simple, il sera Hadle de voir 
que m'i est toujours plus grand que m*i. Distinguons plusieurs cas. 

I*** Cas. Quel que soit l'angle mtm\ supposons le point S dans l'intérieur de cetangle, et 
du côté de m' m ou se trouve le point t, La ligne (pétant menée par le point / perpendîcn* 
lairement à m'a, et la droite m' s étant nécessairement dans l'angle S/7i'f, puisque les points 
S et « sont placés symétriquement par rapport à AX, on aura évidemment m'i > m't, 
Fig. a. »• Cas, L'angle mtm! étant toujours arbitraire, supposons le point S dans cet angle, à 
l'opposé du sommet par rapport à mm'. Le point projeté en S devant se rabattre sur le 
demi-cercle mzyt, dont miesl le diamètre, il faudra que la projection S de ce peint soit 
située dans ce demi- cercle, ce qui exigera que l-angle Sm^, ou «on égal sm'if soit au plus un 
angle di*oit. Il s'ensuit que la droite (/*, perpendiculaire à m's , coupera la ligne de terre 
TFiQ en un point yj qui sera à droite du point d'intersection h de m'i et de mQ. Or, le point 
^ étant, sur la perpendiculaire à m'S, menée par le point /, et cette perpendieolaire fd 



i^nt éyidemmenl au-delà |de la portion de droite fi, par rapport an point mf, on aura P^* 4^*' 
mcore m'i>m't. . Fig. a. 

' 3* Cas. Supposons le point S situé aa-dehors de l'angle quelconque mim'f du même Fig. 5. 
côté de mmf que le sommet de cest angle. Le point S. devient se trouT^ dans le demi- 
cercle mzyt, il faudra que l'angle Smt=z snit soit au plus égal à un droit. La droite tfy 
perpendiculaire à m ê, sera, donc à gauche de m'i-y d'où l'on TOit que le point d'intersection 
Jb dem^tf etde la ligne de terrei sera situé à droite du point^Mais puisque la ligne/^ per- 
pendiculaire à mSf passe par le point <, la ligne yZ/ qui donne le point i, et qui est per- 
pendiculaire à mfS, sera éridemment au-delà du point ^, par rapport au point m\œ 
qui donnera conséquemment m'i ^ m' t. 

4* Cas. Apres avoir supposé le point S en dedans de l'angle mtmf , et successivement du Fig. 3. 
oôté t de mmf et du câté opposé , puis en dehors de cet angle et du c6té de^ ^ il ne 
nous reste à examiner que le cas oà le point s serait au-Jehors de l'angle mtmf, et à 
l'opposé du sommet de cet angle par rapport à mm\ Ce cas ne peut exister, car le point 
S doit être situé en dedans du demi-cerde nuiyt, et il serait au- dehors. 

Donc, dans tous les cas possibles , on a m'i ^ rnt : ce qu'il fallait démontrer. 

604. Les courbes auxiliaires /^'OCyr^ iKïO'q^ se coupant en deux points O et (y> ilool> Fig. 6. 
respond à ces points deux plans orthogonaux STR, SVU, qui coupent la base TURV. 

Ces plans se coupent eux-mêmes suivant l'axe réel (SO", S^o'')^ et il en résulte que tout plan 
perpendiculaire à cet axe coupe le cône suivant une ellipse. En effet , l'axe des pôles d'une 
section perpendiculaire à (SO", SV) est la droite que déterminent les points Oet O^, et ces 
points sont les pôles des diamètres conjugués rectangulaires de la section; or, supposons, 
I*. qu'elle soit parabolique : les diamètres seraient des droites parallèles qui concourraient 
à l'infini avec l'élément de contact du cône et du plan tangent parallèle au plan coupant; 
celui des deux pôles O et <y qui correspondrait à ces diamètres serait donc sur cet élé- 
ment, c'est-à-dire sur la ligne TUKV; 2°. qu'elle soit hyperbolique : son axe réel serait 
une corde extérieure du cône; donc celui des deux pôles O et O' qui correspondrait à cet 
axe serait dans l'intérieur de la base. Mais les deux pôles O et (X ne sont ni sur TURV, 
ni en dedans de TURV; donc, etc. 

605. Maintenant il est facile de prouver qu'un tel cône peut toujours être coupé sui- pi. ^f, 
vaut un cercle. Pour cela prenons la verticale (G, GS) pour l'axe du cône : suivant cenqui Fig. 4« 
vient d'être démontré , ce cône aura pour intersection avec le plan horizontal une courbe 
elliptique. Supposons que le petit axe AB de cette courbe soit dans le plan vertical, et soit 

GD, perpendiculaire à AB, son demi-grand axe. La demi-ellipse ADB formera la moitié de 
la base du cône; il sera aplati dans le sens-du plan GD ; le plan AB le coupera suivant les 
élémens SA, SB, et si nous portons GD en GD', la droite SD' sera, sur le plan vertical, 
le rabattement de la section GD autour de l'axe réel (G, GS). 

Gela posé , prenons sur l'élément SB un point quelconque b, et nous allons faire voir 
qu'on peut mener par ce point une section circidaire. Par le point b menons une suite de 
plans, tels que 6P, perpendiculaires au plan vertical , et opérons de la même manière sur 
chacun de ces plans. Déterminons le pointe milieu de 6P; imaginons que ce point soit le 
centred'un demi-cercle situé dans le plan ^P, et construisons le rabattement "Pmb de ce 
demi-cerde: son ordonnée en #| dans le plan vertical GD, sera égale à êm. Menons par le 

3o 
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PL 44. pbmt « llKirijtMilak <vi,et prenoiu ênz^tm; il est dair qm fi Id Jcwli-mwlaWfpaftft 
^ 4* naît à la surface du cônei le point n, rabattement, autour de (C, CS)|da {mojt 4éM 4êhA^ 
cende projeté ea «yMtvomFcnûiaar 8D';dowe k suite de« pOMitt felafii» ja iKMOi(«Ae 

«oorbeiMciR^quiysi dieeo«peSD^ eBUQpointjv^oorreipavdaBtanpoiii&XdftflCtdétar^ 
minera uneseotioB circulaire &XQ. 
Or^ ad étant une horiaontale^ la oonrbe nxN pinera par k point A^.BÎIiié à diaila da 

gy, et lor^yiekpowit^iera 60 Eturk droite ftKp>raïlèkàSA»k point âracru^ à Kat^ 
à gauche de SDf^ sur rhorisoiitak EG , qui lera raiyuiptote de k eoorbe ; doBecanaèaHrik 
anM coupera toujaur» SIX. Donc, eta 

Donc tout cône qui a pour base une ellipse, une lijperbeleon nneparabokyCiiàuiolBe 
h base circulaire. 
60& Si le sommet du cdne était à l'infini , il j aurait i examiner plnsievacns : 
Premièrement, supposonsqu'un odne présente une section dBptique^eft qae ootta ser^ 
tion demeure infariaUe pendant c}ue ksommeti^éloigneàFinfiaî^c&QéaeaaciiaiigBraeB 
cylindre elliptique. Imaginons qtt^eln tel cjUndre soit coupé par un pkn perpaadicnkire 
à sadirection; k section sera mie ellipse ( 58i ) i prenons k pkn decstta eUipse pour 
plan horÎKontal de profection, et prenons pour plan Terttcal vn plan nwié par k petit 
axe dek section perpendiculairement au plan horîsontal. Il est dair que k cylin^edont 
il i^Ssgit se trouTcra représenté, ainsi que le cénedun^.préeédent^parsatmQBtborisnnlak 
Fig. 3. ABD, dont nous ne représentons que k partk Tue , et perses traoaa wrticaka ▲•« B& 
Or, si d'un point quelconque (B, 6), de Félément B&, comme centre, snacr é a a ■ j. siCP> 
ooBHtte rayon,on décrit ParomQ, cet «retiendra couper PâémentAsicami poiDfcQ»elt 
il est érident que si Fou coupe k cylindre par k plan bQ^ on aura pmnr section «nedlipie 
^nt ksdeux axes seront égaux à aO) , c'estrà-dîire une section ciroukira» 

Secondement, supposons que k cylindre soit kypcribolique*, ceupona^le par «a pkn 
Fig. 3. perpendicukire à sa direction , et soit mAju,. pA'q Fbyperbok qu'on ohliendim pour sec- 
tion. Gonceroos , par Paxe Ê^k , un pkn Tertica) de projection, et imagûaona qu'on oéœ 
dont 7i»An... pk!q soit k base ait son sommet sur k rerticak C, correspondante au 
centre de cette base : si le sommet s'éloigne à l'infini , le oâne en questiou dirîaadiak cy- 
lindre proposé. Mais l'axe réel de ce cène sera toujours paraUëk au pkft liaràK>ulat, et 
il est aisé de Toir, r*. que le sommet s'étsoit élcTé k une certaine haulflHTy k cône, 
quel qu'il f àt d'abord, se trouvera ensuite aj^ti dans k sens dsi pkn kàî'y. a^.que ka pkns 
des sections circulaires couperont le plan de projection AA' suivant des droites Teriieaks*, 
3^ ^e les rayons de ces sections seront de plus en plus grands; 4°. enfin, qu^ saso»! infinis 
pour la position du sommet éloigné à l'infini , et ^pi'en conséquence ks élémanadit cylindre 
ne seront autre chose que les sections cirenlaîres de ce cylindre. 

Troisièmement, si l'on suppose que le cylindre soit parabolique, on sera conduit aaméme 
résultat que dans le cas précédent. 

Il suit de là que tout cylindre a base elliptique, hyperbolique ou pardbDlifa^n.'est 
réellement qu'un cas particulier du cône à base circulaire , et qu'il peut être coupé par un. 
plan suivant un cercle. 

607. Le cylindre hyperbolique pouvant être coupé par un pkn suivant des fajperbeks 
<)<>mposées, chacune, de deux droites parallèles éloignées d^uoe distance fink arbitrssra. 



CHAP. I V« IIB8 SECTIONS C^KIOfUSSi. 5&5 

on voit que toutes ht i«riitéi poesîUead'élBpies^dniyperfaoks et de pcurabolcs (88i«->8B8)y 
se trouTcnt sur les cônes et cylindres qui ont pour Imses des cercles. 

On remarquera !de plus, d'aptte tbot œ qui prètkâef qtfou peut trouver sur un cône 
quelconque à base circulaire ^ i*. toutes les paraboles possibles , puisqu'on y trouTC la 
droite perpendiculaire k l'axn de iaparabofe^ ^ odle qui se oNifand afac cet vxe (StS) , 
c'est-à-dire I la psnbole k plus ouverte et cèle qui est la jdusalotigée', 2^ toutes les el^ 
Ijpses possibles, car si l'on trace sur ce cane une suite de sections circulaires parallèles ^ et 
qu'on prenne sur ces sections des cordes égales à une ligne donnée , et perpendiculaires au 
plan principal (Sag) , on pourra mener par ces cordes des sections elliptiques qui , ayant la 
ligne donnée pour petit scie, soient comprises entre le cercle , d'une part, et la section 
composée de deux droites parallèles, menée par la corde sitoéea Pinfini, d'autre psart^c^ett- 
à-dire toutes les ellipses d'un petit aie donnée et d'une excentricité variable depuis ^ro 
jusqu'à l'ialîni; 3^ toutes les byperbolesdont les asymptotes comprendront un angle moindre 
que celui du cône. Mais on n'y trouvera pas les autres hyperboles. La seule surface conique 
pour laquelle l'angle au sommet serait infiniment près de deux droits , pourrait donc offrir 
toutes les sections coniques possibles : cette surface es(t un plan. 

608- THÉORÈMES ET PROBLÈMES sur les sections coniques. Il n'y 
a peut-être paâ de sujet qm ait plus exercé les savans que la théorie des 
sections coniques , aussi cette théorie comprend-ene un nombre immense 
de propriétés. T^ous allons nous arrêter un moment à celles qui intéres- 
sent la Géométrie descriptive. 

609. Théorème i*** Une ellipse ABAfB', ayant un de ses axes AA! pi. 46. 
^al au diamètre AM dun cercle ARAH' , les ordonnées PM e^ Ym, du ^'S* '* 
cercle et de VelUpse , correspondantes à une même abscisse CP, sont entre 
elles comme les axes de VelUpse. 

Effectivement, on a pour le cercle 






PM =s CM ~ CP s CA -- CP, 

et pour l'ellipse (58 1) 

Pm'=:â^ (CA*- »). 

CA 

Gç qui donne 

PM : ?m :: \/WZW : g v/cÂ* — €P *, 

on, ce qo'il &|Iait démontrer, 

PM : Km :: liA ^ CB. 



3o. . 
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PI- 4€- Il est évident que pour Tellipse ADAD', on aurait trouve 

Fig. I. 

PM : Pm' :: CA : CD. 

6io. Théorème 2. L'ellipse ABA'B' ajrant encore pour Vun de ses 
axes le diamètre kk' du cercle ARAH', les tangentes MT, ?nT, aux 
points M et m, du cercle et de VeUipse^ correspondons à la même aih- 
cisse CP , couperont Vaxe commun kk^ en un même point T. 

Pour démontrer cette propriété , concevons que l'ellipse ABA^, sup- 
posée horizontale, soit la base d'un cylindre vertical, et faisons tourner 
le cercle ARA'R' jusqu'à ce que le point R' soit sur l'élément du cy- 
lindre projeté en B'. Le plan mené par la position que le point R' 
aura prise, et par les points A et A', coupera le cylindre suivant une 
section dont AA' et RU seront les axes ; donc cette section sera circulaire. 
Donc par cela seul que , dans le mouvement du cercle ARATl', le point R' 
sera venu s'appliquer sur le cylindre , ce cercle tout entier se trouvera 
compris dans la surface dont ABA'B' est la projection ; donc le point M, 
dans sa nouvelle position , se projettera en m : donc le plan mT, tangent 
en m à cette surface , contien(h*a les tangentes en M et m au cercle et a 
l'ellipse. Mais ce plan coupe la droite A A', intersection du plan horizontal 
et de la section circulaire ARA'R', ramenée sur le cylindre, en un point 
T, qui appartient aux tangentes en question : donc, etc. 

Si le diamètre AA', au lieu d'être le grand axe de l'ellipse donnée^ était 
son petit axe , comme dans le cas de l'ellipse AD AD', on concevrait que 
le -cylindre vertical passât par le cercle ARA'R' ; on ferait toomer Tel- 
lipse AD AD' autour de AA', jusqu'à ce que le point D' se projeUt cnR'; 
on remarquerait que dans cette position le plan mené par la droite AA' , 
et par le point D' ramené au-dessus de R', coupe le cylindre suivant une 
ellipse dont les axes sont égaux à AA' et DD'; on en conclurait que , dans 
sa nouvelle position, cette ellipse coïncide avec le cylindre, etc., etc. 

On appelle la droite PT, qui est sous la tangente mT ou MT ou mT, 
la soutangente du point m ou M ou m\ et on énonce le théorème qui 
nous occupe, en disant que le cercle ARA'R' et les ellipses ABA'B', ADAD^» 
ont, pour la mêm^ abscisse ^ une même soutangente. 

Fig. 3. 611. Théorème 3. Qk et CB étant les demi'-axes dune ellipse, toute 
droite TM , égale au demi-^grand axe , qui s'appuiera dun bout M smr 
cette ellipse f et de Vautre bout Tj sur la direction B'CB du petit axe. 



CUAP. tVé DES SECTIONS CONIQUES, 23^ 

aura au dehors de Pangle droiffi'(A^ une partie RM, égale au demi-petit pi. 46. 
axe Oî; ou^ ce qui re\^ient au même^ en dedans de cet angle une partie ^''«- 3- 
RT, égale à rexcerdjicité. 

En effet, du point T œmme centre , avec TM comme rayon, décrivons 
le cercle (MbyïL aura pour diamètre le grand axe de Fellipse , ce qui don- 
nera (609) 

DM : PM :: CA : CB; 

mais les triangles MPR , MDT , étant semblables , on a 

DM : PM :: TM : RM . 

d'où résulte 

CA : CB :: TM = CA : RM : 

ce qui exige qu*on ait CB = RM^ ou la ligne RT égale à Texcentricité. 

612. Sckolie. Cette propriété fournit un procédé bien simple et bien 
commode pour décrire une ellipse. Le voici : 

Étant données les directions MN", PQ , des axes , on prend un petit Fig. 7. 
papier abcd, dont le côté ab soit une ligne droite , on marque sur le bord 
de ce papier trois points A, B , C, tels que la distance AB soit l'excentri- 
cité, AC le demi-grand axe , etBC, conséquemment, le demi-petit axe. 
Cela fait on donne au papier une suite de positions telles, que les points A etB, 
qui terminentl'excentricité , soient sur les lignes MN, PQ; pour chacune on 
marque la position correspondante du point C, et les positions successives 
de ce point décrivent l'ellipse dont MN et PQ sont les directions des axes, et 
AC y BC , les moitiés de ces mêmes axes. 

61 3. THÉORÉMS 4* BÂD éUintundemi'cercle; PM^ Q^jeic,, étant ses ordonnées per- Fig. 6- 

pendiculaires au diamètre'BDj supposons qu'on ait rapporté ces ordonnées en "Pnij Qnjetc.j 
sur les droites Vm^ Qn^ etc. ^ parallèles entre ellesj et passant par les pieds des ordonnées 
PM , QN , etc. j la suite des points m ^n^ etc.j déterminera une dèmi'ellipse BmndD. 

Pour démontrer cette proposition, prenons un point B' sur le prolongement de BD , et 
menons par ce point les droites B' A', BV, respectivement parallèles à PM et à Pm; puis 
imaginons que B'A' soit la projection du demi-cerde BAD sur un plan Tertical tx^', perpen- 
diculaire à BD. Portons B'M' en B'm\ BTï' en B'/i' , etc. : les droites m' m , nn , etc. , seront 
parallèles à BD*, d'où l'on voit que si l'on fait passer par le demi-cercle (BAD; B'A') un 
cylindre parallèle aux droites (Mm, M'/îi')? (J^n,'N'n) , etc., il coupera le plan Va sui- 
vant une courbe (Bm/iaD, B'a'),qui aura pour projection horizontale la ligne en question. 
Or, la. courbe (BmndD , BV) ne sera autre chose qu'une projection oblique du demi- 
cercle sur le plan Ba'; donc cette courbe sera une ellipse (58g) : donc la ligne BmnoD, 
qui est sa projection horizontale, sera aussi une ellipse. 
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PI. 46. Il Ait dftir que le cerde mÛet aoqael ApfMirtîent BAD, âotmarcil l^BUiple«aUke. 

^*8* ^ 614 Et ooonne la projection de la taageiilaà une coarèe eit b tanfente «k la fnf/8> 
tioii de cette coarbe C) 9 on voit que le point T» de la tangenteMTy êoul hû-inAaie aa pto^ 
jection oblique, et que Tm sera ia tangente en m à la ligne BninoD. 

Il suit de la que les tangentes enBetD, à cetteligne, sont les droites Bp,Ilj, parallHes 
àP/n; que la tangente en a est la droite />fi parallèle àBDiet qoeCo^ CD, sont les deMÎ- 
diamètres conjugués égaux de la demi-eliipse BmnoD. 

F«6 4- 61 5. Problème i*'. Etant donnés un axe AA', et un point M dune 
ellipse j trouver Vautre axe. 

Supposons que l'axe donné soit le grand axe ^ et du point M conune 
centre, avec un rayon égal à la moitié CA de AA', décrivons unarc tt'j cet 
arc rencontrera en un point D la perpendiculaire BB', élevée à AA' par le 
point C^ et si Ton joint les points M et D par la droite MD, cette dxoite 
coupera le grand axe AA'en un point x, tel qu'en prenant CBssCB's Blr, 
BB' sera le petit axe demandé (61 1). 
Fig- 5. Si l'axe donné AA^ était le petit axe , avec AC =: 7 AA'^ comme la/on, 
on décrirait, du point M comme centre , un arc tV ; cet arc rencontrerait en 
un point D la droite BB', élevée perpendiculairement à AA^ par le point C^ 
tel que CA c= CA' ; on mènerait la droite MD, qui irait couper AA' en un 
point X, et BB'=:2CB = 2]Vlr, serait le grand axe demandé. 

616. PnoBLÈMB 2. Une turfàce conique à hase circulaire et un pian étant dannétj efef- 
terminer ieevr intereection en eonsiruiêant pkteieurê eystèmee de tffamèiree can/mgmieele 
cette inierseciiott. 

PL 43. ^^ ^ ^^ précédenunent (545— 54g) que TUftV étant la base de la sorfiLoecniniftfty Qi , 
Fig. 4. S) son sommet I et (AB, BD) le plan coupant, il suffisait de mener par le sommet un plan 
(je9,eS'), parallëleà (iLB,BD)ipour contraire autant de systèmes de diamètres ooiqqgaés 
(tTy BD) y {t/tf y BD)y qu^on aura déterminé de sjrsticmes de cx>rdes polaires TR, Vu, dont 
lespdles O et O' soient sur ee. Or, cliaque système de diamètres conjugués donnera 
quatre points de la section, et les quatre tangentes correspondantes; on n^aora done besoin 
que d'un petit nombre de cordes polaires, telles que TR et VU, pour déterminer Finter- 
section demandée, et il serait «uperflu de nous arrêter ici aux constructions à faire. 

Si la section était hyperbolique ou parabolique, on opérerait comme il réinite des u^ 
554-558, et 563— 566. 

Les mêmes constructions s'appliqueraient au cas où la trace TITRY serait une section 
conique quelconque . 



■*■ 



{*^ n est ais4 de toît qae les nûsonnemeo* da n* go s^apptiqaeac aa cas des projections obliques ooDine à 
celoi des projections orthogonales. 



flBAm IV«. BKS SBGTIÛNS CONlQUXa. aSg 



^111» /^^o/»^ trouver les axes de cette intersection. 

SDÎt TURT h ba0»d& k svrfaee âonaée; aoit «/• Faie dès fiélf» de la seetioD {Sè^) ; Pt. 4^ 
«nfia, aok a lerdbattoineBt deœ sommet ratmnr de )à trace«V PîK- ^* 

Haos abaisserons du centre C de TURY la perpendiculaire Ce sur i/m\ par Te point e 
nous mènerons la tangente et^ et nous abaisserons par le point de contact / la perpendi- 
culaire Ky sur Ce : le point O^ sera le pAIe intérieur dont tous les conjugué? sont situés sur 
la droite Jm (S43). Ce pâle étant connu , nous prendrons arbitrairement un point O sur 
cette droite; par ce point nous mènerons la tangente OY; nous déterminerons le point de 
contact Y, et nous ferons passer par ce point , et par le point O'', la droite YO^Cy, qui ira 
couper en un point CX l'axe mm. On sait que les points OetCX seront deux pôles conjugués 
à O*; qu'il correspondra à ces pôles un système de diamètres conjugués, et que l'angle 
OsOf sera celui de ces diamètres : si donc cet angle était droit, ces mêmes diamètres se- 
raient les axes demandés. Elerons par le point a la perpendiculaire sd à «CX, et portons 
«O en sdj au moyen de l'arc Od\ il est clair que si les points O et C/ correspondaient aux 
axes , le point d se trouverait en O sur la droite m' m : donc si l'on prend sur cette droite 
une suite de points tels que le point O; qu'on en déduise une autre suite de points 
tels que le point d\ que par ces points on mène une courbe auxiliaire adxmynz^ cette 
courbe ira couper la droite m' m suivant deux pôles x eXz qui correspondront aux axes de* 
mandés, et ces pôles étant connus, on en déduira facilement ces axes. 

n est aisé de voir que la courbe auxiliaire adxmynz a pour asymptote la droite rsr per- 
pendiculaire à se. 

618. Il sera bien important de ne pas confondre les pôles xetZy qui se correspondent , 
avec le point ^, où se coupent la courbe adxmynz et la droite m' m. Pour cela, il faudra 
opérer avec beaucoup d'ordre-, prendre d'abord le point O à l'infini au-dessus de Ce ; pren- 
dre les autres positions de ce point assez voisines les unes des autres; numéroter la suite 
des points tek que O, la suite des points tels que C/, et la suite des points tels que d\ 
alors on verra que le point ^ ne correspond , comme pôle , ni au point x, ni au point z \ et 
Fon reconnaîtra que ce point étant sur un arc^Y, décrit du point s comme centre, il ar- 
rive que le point O étant en Y, le point t/ est en^ , sans pour cela que les points Y et j^ , 
analogues à (i et O, coïncident en un seul. 

Cette particularité tient à ce que l'idée de rapporter le point O en t/ transforme la 
• question & résoudre en une autre, qui n'est pas identique avec la première, et qui a une so- 
lution particulière qui n'appartient pas& celle-ci. Toutes les fois qu'on emploie des courbes 
auxiliaires, il iiaut, de crainte d'erreur , examiner sicette circonstance n'a pas lieu, c'est-à- 
dire vérifier si effectivement les solutions obtenues satisfont au problème proposé. Ici il ne 
y Vagira que de reconnaître que le point z est bien réellement le pôle conjugué du pôle x, 

619. PnoBLBMS 4* Connaissant V intersection d'un cylindre à base circulaire et d'un 
plan , trouver les axes de cette intersection. 

On sait (571) que les droites Cp , CÇ, étant menées à angle droit par le centre C de la pj. 43. 
basé circulaire, ces droites couperont la trace AB du plan coupant aux deux pôles f et Ç , Fîg* ^ 
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PI. 43* tels que les droites menées par ces pôles, et par le centre (c, e') de la section, fasKut 

Ml' 

'S' ** entre elles uu angle droit. 
Fi|;. 3. Donci TURV étant la base du cylindre, AB étant la trace du plan coupant , et y étant 
le rabattement du centre de la section autour de Afi, si Fon élèye sur le milieu de Gy la 
perpendiculaire mn, qui rencontre AB en m , et que du point m» comme centre , 
avec mC comme rayon , on décrive le demi-cerde liÇyf , ce demi*oercle sera tel ^oe les 
angles ÇC^ , Çy^ , soient tous deux droits ; les points Ç et f seront les pôles correspondani 
au\ axes de la section , et les droi tes ^y , Çy, seront le rabattement de ces axes. 
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QUESTIONS DIVERSES. 

V 

CHAPITRE PREMIER. 

Dés^eloppement des surfaces. 

620. Les surfaces développables sont fréquemment employées dans les arts 
à cause de la propriété, qui les caractérise, de pouvoir être déroulées sur un 
plan, sans éprouver ni déchirure ni duplicature (253). 

D'après cela , la question de développer une surface développable , et de 
rapporter sur son développement les transformées des courbes qu'elle con- 
tient (426) , est une question importante à laquelle il convient que nous 
nous arrêtions. On a déjà vu (43o et 44^) comment elle se résout pour le 
cas du cylindre droit et pour le cas du cône droit ; nous allons la résoudre 
dans d'autres cas plus compliqués , et nous exposerons , dans un problème 
général, les recherches qu'exige la solution complète du développement 
d'une surfoce développable donnée, 

621. Problème i". Étant donnée une surface cjrlindrique quelconque , 
on demande de construire son déi^eloppement ^ de rapporter sur ce dés^elop^ 
pementune courbe connue sur la surface donnée, et de mener une tangente 
à la transformée de cette courbe , par un point choisi arbitrairement sur 
cette transformée. 

Pour résoudre ce problème , nous remarquerons que dans le développe- 
ment d'une surface cylindrique , tous les élémens de cette surface sont 
nécessairement parallèles entre eux; d'où il suit que toute ligne tracée sur 
un cylindre , de manière qu'elle coupe perpendiculairement tous ses élér 
mens , est une ligne droite dans le développement (43o). Or, l'intersection 
d'une surface cylindrique, et d'un jAan perpendiculaire à ses élémens, est 
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une courbe perpendiculaire à ces mêmes élémens; donc cette coorbe 
se transforme en une droite iur k développement de la surface cylin* 
drique (*). 

622. Il suit de là que le développement demande' s'obtiendra en rectifiant 
cette courbe , et en menant par chacun de ses points des droites qui loi 
soient perpendiculaires ; car chacune de ces droites sera un élément de la 
surface , et leur ensemble formera évidemment ce développement. D'après 
cela , il va être facile de résoudre la question proposée. 
M. 47. 623. Soit (ABC, VC) l'intersection d'une surface cylindrique quelconque 
avec le plan horizontal, et (AD^ A'E') l'un des élénieps de cette surface. 
Pour obtenir son développement , nous mènerons d'abord un plan quel- 
conque (F(j, GH), perpendiculaire aux élémens du cylindre, et nous 
chercherons son intersection avec ce cylindre. Pour cela , nous les coupe- 
rons l'un et l'autre par des plans verticaux parallèles à AD ; parce que ces 
plan^ , faciles à représenter , donneront des lignes droites pour sections 
avec le cylindre. 

Le plan de construction AD , par exemple , coupera la surface cylin- 
drique suivant les deux démens (AE , A'E'), (CP, CT'), et le plan (FG, GH) 
suivant une droite passant par le point (D, D'). Four avoir un second point 
de cette droite , on mènera par un point quelconque H de la trace ver- 
ticale GH, une horizontale (H'N, HN'), située dans le plan (GF, GH); elle 
percera le plan AD suivant le point (N, N'), et la droite (DE, D'£% menée 
par ce point et par le point (D, D"), sera la droite cherchée. An moyen 
des sections (AE, A'E'), (CP, CP') et (DE, D'E'), on déterminera les 
projections verticales P' et E', des points de l'intersection situes dans le 
plan auxiliaire AD , et ensuite, on les rapportera en projection horizontale 
ouPetE. 

Une fois qu'on aura détermina la direction D'N^ de la projection Tarti- 
ttle d'une aectîoo dn plan (FG, GH) avec un plan auitiliaîre AD, remplm 
des utres plans auxiliaireft deviendra très rânple. En effet , soit IK tm dt 
ces plans ; il coupera la surface cylindrique suivant les élémens (BK^ Bl^^ 
<IM, VM% et le plan (FG, GH) suivant la droite (KL, K'U), menée par 
le point (K, K") parallMemcnt à (DE, D'Ë')^ ce qui déterminera lo«l dt 
luîte kg point» (L, L'), (M, M^), de l'intewectiim cherchée (LP»M, hTnW}. 



rfk^^ 



f ) Dans les atts, on (loUtie lé nom i^arc droit aux lignes cPune «urfacc dévefoppabte 

t|ui 96 dtatf^Mt en Ttgne» AnÀ\m tôt le dèYrf of p on eiit da tseite mrft^. 
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U aéra facile de la décrire , dès qu'on aura construit un nombre suffisant P'- *7- 
de points tels que (E, EQ, (P, P'), (L, L'), (M, M'). 

6a4. H s'agira ensuite d'obtenir la ligne (LP/iM , LT VM') darw sa véri- 
table grandeur^ afin de pouToir la rectifier. Or , il sulBSra pour cela de »»• 
battre son plan autour de l'une de ses traces GF ou GH. Supposons que ce 
soit autour de GF. Un point quelconque (L, L') décrira un arc de cercle 
vertical LO, dont le centre sera en K , et qui aura pour rayon Thypotéause 
d'un triangle rectangle dont un côté sera l'horizontale LK , et l'autre côté 
la verticale IL\ En portant donc cette hypoténuse de K en sur la droite 
LO, on obtiendra le point 0, rabattement de (L, LQ. D'après cela, il sera 
aisé d'obtenir la courbe OSQ, rabattement de (LP^M, LTVM'), autour 
de GF. Le rabattement RTU de la même courbe, autour de la charnière 
GH, s'obtiendra par les mêmes moyens; et les deux courbes OSQ, RTU, 
dont une seule sera nécessaire , devront être parfaitement égales. 

625. -Maintenant , divisons la courbe OSQ en arcs VX , XY^ YS , etc. , 
VO , OZ , etc. , assez petits pour qu'on puisse supposer , sans erreur sen- 
sible , qu'ils se confondent avec leurs cordes. Ensuite , ayant mené une 
droite quelconque q^q , portons, à partir d'un point i^ de cette droite , à la Pi- 4: 
suite les unes des autres et d'un même côté, les parties VX, XY, YS, etc., pj* /g, 
en i^x , ary, jrs, etc. Puis , portons de l'autre côté les parties VO, OJZ, etc., Fig. i. 
en i^j OZ, etc. La ligne indéfinie q^q présentera la rectification de la courbe 
OSQ, dont la longueur est censée infinie lorsqu'on imagine qu'elle est 
formée par un fil qui se déroule de dessus lui-même pour donner q^q. 

Cela posé, élevons par chaque point v, x^y, s, etc., p, o, s, etc., de 
la droite indéfinie q^q , des perpendiculaires à cette droite. Chacune celles 
représentera un élément du cylindre donné , en sorte que le plan indéfini 
représentera le développement général de ce cylindre , et que là partie 
comprise entre les élémens indéfinis q^a', qa , jneprésenter» la partie qui 
correspond à une simple circonvolution de la courbe OSQ. 

6^6. Soit (ABC, rC) La courbe dont on demande la transformée. Il fxc^ 
dra, pour obtenir cette transformée , prendre la longueur de chaque portioo 
d'âément (PC, P'C), (LB, L'B), (MI, MT), etc. , Kt la porter, savoir : 
la première (PC , PX') sur la droite cv , depuis le point \>f qui repré^eate le 
point V, ou, ce qui revient au même, qui repi^iente k point (P*F), jus^ 
qu'en c ; la deuxième (LB , L'B') sur la droite ob , depuis le point o , qui 
représente le point 0, ou, ce qui revient au même, le point (L, L'); 
jnqu'en b ; et ainsi des outres. Ondécrira eoMÎte wie courbe é^i^a , pa$*^ 
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PI- 47 sant par les points obtenus ^ c^ b ^ iy a', etc. , et cette courbe sera la trans- 
PL 48. formée de (ABC , TC). 

^"8- 1* Il est évident que cette transformée s'étend à l'infini par ses deux extré- 
mités (432), et que la partie a^ca correspond à une circonvolation de 

(ABC,re). 

627. Il s'agira encore de mener une tangente à la courbe a'ca par un 
quelconque b de ses points. Pour cela on construira d'abord l'élément oh , 
qui contient ce point sur le développement ; il sera facile d'en déduire le 
point (L , L') de la courbe (LPnM , LT'/i'M') , lequel s'applique en o quand 
on rectifie cette courbe , et lorsqu'on connaîtra le point (L , L') on mènera 
l'élément (BL, BX'), qui déterminera le point (B, B'), correspondant au 
pointé. Par le point B on mènera la droite BF, tangente en B à la trace 
ABC; on en déduira la tangente (FLW, F'L'W), à la courbe (LPnM, 
LT'wTVI') en (L, L'), ainsi que la tangente OF au rabattement OQS. 

Les tangentes FB , (FL , F'L') , étant dans un même plan , tangent au 
cylindre donné suivant l'élément (BL , B'L') , elles formeront avec cet élé- 
ment un triangle (FLB , FTi'B') , qui ne variera pas dans le développement 
du cylindre. Or, ce triangle est rectangle en (L, L'), le côté (LBy h'V) 
égale 06, le côté (FL, F'L') égale FO; donc, si l'on porte FO de o en/, 
et que l'on mène fb^ le triangle yô6 sera égal au triangle (FLB , FTi'B'). Et 
comme l'angle (LBF, L'B'F), de la tangente et de l'élément, ne varie pas 
quand on développe le cylindre (497)1 la droite^J sera la tangente cherchée. 

On remarquera que la droite WU , menée par le point W, où la tan- 
gente (FL, F'L') perce le plan vertical, et parle point U, rabattement de 
(L , L') , est tangente en U à la courbe RTU ; et que la ligne WTI égale 
(LW, L'W). 

628. Exécution de V épure. Le plan (FG, GH) étant une des grandeurs 
les plus importantes de l'épure , on a supposé que ce plan existait dans l'es- 
pace. U est clair qu'il cache , en projection horizontale, toute la partie du 
cylindre située au-dessous de la section (LP/iM , L'P'/i'M') ; et qu'en pro- 
jection verticale, au contraire, c'est la partie du même cylindre, située 
au-dessus de cette section, qui se trouve cachée. D'après cela, il est aisé 
de déterminer les lignes pleines et ponctuées de l'épure. 

629. Problème 2. Étant donnée une surface conique^ on demande 
den construire le dés^eloppement , de rapporter sur ce développement une 
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courbe donnée sur la surface conique y et de mener une tangente a la trans^ 
formée par un quelconque de ses points. 

. Pour cela , nous remarquerons que tous les élémens d'un cône se croisent 
sur son développement suivant le point où son sommet se trouve appliqué. 
Si donc on prenait sur les élémens de la surface donnée une suite de points 
également distans de son sommet/ ils formeraient nécessairement sur cette 
surface une courbe particulière, qui jouirait de la propriété de se dérouler 
suivant un cercle sur le développement demandé. Or, il est clair que cette 
courbe n'est autre chose que l'intersection d'un cône donné avec une sphère 
ayant son centre au sommet de ce cône. 

630. Cela posé, concevons qu'on ait construit une telle courbe : il sera 
facile d'en déduire le développement de la surface donnée; car il ne s'agira, 
pour cela , que de rapporter cette courbe sur un cercle d'un rayon déter- 
miné , et toutes les droites menées par lé centre de ce cercle , et par les 
points de sa circonférence , représenteront les élémens de cette surface et 
formeront son développement. C'est ce que l'application à un exemple va 
achever d'éclaircir. 

63 1. Soit (A, a) le centre de la surface conique donnée, soit BCDE sa pi. 49- 
trace horizontale , et soit am le rayon de la sphère par laquelle nous allons 
couper cette surface conique dans le but d'obtenir la courbe dont la trans- 
formée est circulaire. 

Pour déterminer cette courbe, c'est-à-dire l'intersection (NIKH, nikh) 
du cône et de la sphère dont il s'agit , nous allons couper ces deux sur- 
faces par des cônes droits verticaux dont les centres soient en (A , a). Ces 
cônes auront pour intersections , avec la sphère , des cercles , et avec le 
cône donné , des droites ; et les points communs des cercles et des droites , 
qui correspondront à un même cône auxiliaire , appartiendront à l'inter- 
section cherchée. 

Décrivons donc , du point A comme centre , un cercle quelconque 
CFE, que nous prendrons pour base d'un des cônes auxiliaires. En géné- 
ral , ce cercle rencontrera la trace BCDE , du cône donné , en plusieurs 
points E et C, auxquels correspondront les projections horizontales AC, 
AE , des élémens d'intersection du cône donné et du cône auxiliaire. Le 
point F ét^nt en projection verticale en fy la méridienne principale du 
cône sera la droite ( AF , af) j cette droite rencontrera la méridienne (LM , 
%m) de la sphère en un point (G ^ g) , et il est clair que le cercle (IGHL , 
gl) sera l'interseclion de cette sphère et du cône auxiliaire. Mais ce cer- 
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^<- 49 cle ^ et les élémeos projeta horizontalement en AC et AE , se rencon- 
treront suivant les points dont les projections horizontales sont en I et 
H ; si donc on met ces points en projection yerticale sur U droite Ig , 
on aura deux points (H, A), (I, i), de l'intersection cherchée (NIKH, 
nikk). 

En menant de nouveaux cônes auxiliaires ^ on aura de nonveauz pointa, 
tels que Çd, h)^ (I, i) ^ et Yoa pourra décrire cette courbe. 

63 a. Pour la tracer avec exactitude ^ il sera bon de construire plnsioun 
points singuliers qui correspondent aux contours des projections yerticaki 
du cône et de la sphère. 

Le point singulier qui correspond au contour (AB , ab) , par exemple , 
sera dans le plan vertical AB ; or ^ en ramenant ce plan en AQ , le point 
(By b) viendra en (Q, q) ^ l'élément (AB, ab) viendra par conséquent en 
{K(^/aq)y et comme la méridienne sphérique AB viendra en (LM^ ^ifO» 
il s'ensuit que le point cherché se trouvera en (R, r). En ramenant donc 
le point (Ry r) en (N, n)j ce dernier point sera celui où la projection 
verticale de la courbe (NIKH, nikh) touchera la droite ab. On determin«ca 
pareillement le point (K, k). 

Les points singuliers qui correspondent au contour (LM ^ IgnCj i de la 
sphère , se trouveront encore plus facilement , car ils seront les interseO" 
tions de la méridienne (LM , %'^)i ^vec les élémens du cône donné situés 
dans le plan LM. (AS^ as) est un de ces élémens; il rencontre (LM^%m) 
en (T, t) : ainsi, (T, t) est l'un de ces points. Il sera aisé de vérifier que 
l'autre est en (0, o). 

U est clair que la nappe supérieure du cône contient une seconde bran* 
che dé Vintersection qui nous occupe; mais nous ferons abstraction de cette 
seconde branche. 

633. Il s'agirait maintenant , pour avoir le développement demandé, 
de rapporter la courbe à double courbure (NIKH, nikh) sur un arc de 
cercle t"'k'n'6^ décrit avec le rayon Pi! t'" z=i am ; mais, pour cela, il faut 
d'abord obtenir , par le moyen exposé n^ 4^ i , une transformée de la 
courbe (NIKH , nikh) , qui présente la véritable longueur de cette courbe. 

On développera donc le cylindre vertical TIKHNT. La trace TIKHNT 
ayant été rectifiée sur la droite T'T", et les perpendiculaires T'/', IV, 
K'A', etc. , ayant été élevées par les points T', F, K', etc. , correiqpon- 
dans à T, I, K, etc., on portera sur ces perpendiculaires les hauteurs des 
points (T, ^), (I, 0» {^1 ^)f ^i^* > au-dessus du plan kpfÎMoSal, et la 
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courbe ^iUhlrii* aura évidemmont la même loagneur que la cônrbe à pi. 49* 
double courbure (TIKHN, tikhri). 

654. Connaissant la ligne t'i'h'Kfif^ on la divisera en parties asse» J>e- 
tites {K>ur qn'on puisse les considérer comme sensiblement droites , et Ton 
portera ces parties , à la suite les tmes àet autres , sur Tare de cercle 
t'"i'm. L'arc t'i' se trouvciti en t"*i!', i'k en fJf, kh en k'W, kn' en K'tf 
et nV^ en n"6. En imaginant donc une infinité de droites^ terminées au 
point A', et menées par ce point et par diflférens points de Tare t^"k'9 , 
indéfini o^nt du côté de ces derniers points, l'ensemble de ces lignes 
représentera le développement de la nappe inférieure du cône donné , 
correspondante à une circonvolution de la courbe (NIKH, nikh). 

n est aisé de voir qu'on aurait le développement de la nappe supé- 
rieure en prolongeant les droites en question de l'autre c6té du point A^ 
Quant aux parties du cône j correspondantes k de nouvelles circonvolu* 
tions de (NIKH, nikh) y on les aurait en prolongeant indéfiniment, et par 
ses deux extrémités, la transformée Hkhlrif^ et en portant ses différentes 
parties sur le cercle entier <'''A:^fl. On voit qu'alors les circonvolutions suc^ 
cessives de la surface donnée s'appliqueraient les unes sur les dtitrâs. 

635. Proposons^nous maintenant de rapporter, sur le développement 
obtenu I une courbe quelconque BCDE, connue sur le cône donné. Soit C 
un point de cette courbe qu'on veuille avoir sur le développement. On 
mènera par ce point la droite AC , projection horizontale de l'élément 
correspondant; cette droite déterminera un point (I, i) de la ligne (NIKH , 
ïuk}^ ; on construira la longueur af de l'élément AC ; ensuite^ on rapport 
tera le point (I, /) en i', sur la transformée t'i'k'h'n't^'y puis en 1", sor te 
cercle t"'k'^ : par le point i' on mènera la droite h!i' , on prendra wr 
cette droite A'C s=s a/", et le point G représentera le ponot C , sur le dé- 
veloppement du cône donné. 

On construira de la même manière les points S'y jy^ F, B'^ ff, ^ 
représentent S, D^ £, B, S, et l'on aura la transformée S^D'E'B'S* èê 
BCDE. 

636. Enfin, proposons-nOus "de ineiier *par tm point queloefliqtte C, Ûë 
la transformée S'C'D'E'B'S", une tangente à cette courbe. Pour cela, nous 
rapj^rterons d'abord ce point sur le cône donné. Or , Félément A'C coupe 
la courbe t*"i!'k'^ en un point î"; si donc on rapporte ce pcûnt cm i' sur" 
iikkn'if^ que l'on construise le point 1'^ et qu'on rapporte ce dernier 
point «n I| il est clair que le qpoint <1, df) sera le MtNspoudaiit de ff^f» 
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^^' 49- sorte qu'en menant la droite ÂIG , elle déterminera le point C correspon- 
dant de C. 

Connaissant les deux points (I , ï) et C , il s agira de mener par ces points 
des tangentes aux courbes respectives auxquelles ils appartieiment. La 
courbe BGDE étant une courbe donnée , on devra savoir mener sa tan- 
gente ex , et cette tangente sera la trace du plan tangent au cône suivant 
le point (If i). Par ce même point (I, /% on mènera un plan tangent à 
la sphère ; il aura pour trace horizontale une droite VX , qui coupen 
ex en un point X; par ce point et par le point Çtf i), on mènera la 
droite (XI , xi), et cette droite sera la tangente en (I, t) à la courbe 
(NIKH, nikh). 

L'élément Ai du cône donné étant un rayon de la sphère , et la tin- 
gente (XI , jci) étant dans le plan tangent correspondant^ cet élément et 
cette tangente se couperont à angle droit ; donc le triangle projeté en CXI 
sera rectangle en (I, i). Mais on sait (497) q^c pour avoir la tangente en 
C, il suffit de construire l'angle en C de ce triangle ; si donc on mène i'x' 
perpendiculaire à A'C, et que l'on construise l'hypoténuse C'jc' égale à 
Cx , la droite Cîx' sera la tangente cherchée. 

On pourra encore porter XI de Y en X', on mènera la droite XV 
tangente en i' à la transformée t'iklitrit^ (5o4) ; XT sera la véritable lon- 
gueur de (XI, xî) : en portant donc cette longueur de i" en or', il ne 
s'agira plus que de mener par les points C et x' la tangente JC^C. 

637. Exécution de répure, lia sphère auxiliaire étant une des gran- 
deurs les plus importantes de l'épure , on a supposé que la calotte ulgm 
de cette sphère existait dans l'espace , et l'on a déterminé , d^apiès cette 
supposition, les lignes pleines et ponctuées de la pi. 49* 

Il est clair que l'intersection (NIKH , nikh) est entièrement vue sur le 
plan horizontal, et qu'elle n'a de vu, sur le plan vertical , qne le seul 
arc (TIK , tik). Quant aux autres lignes de l'épure , il sera facile de déter- 
miner leurs parties vues et cachées. Nous ferons seulement observer que 
la méridienne ulgm cesse d'être vue en ^ , et qu'elle ne recommence à être 
vue qu'au point où elle coupe le contour ad. 

638. PaoBL£ME 3. Étant donné un héliçoïde déveîoppablej construire son divêUppe' 
ment. 

PI. 5o. Soit (ABC, A'B'C) l'hélice arête cie rebroussement de la surface donDée. P'après ce 

quon a tu n° ^63, il sera facile de construire autant d'élémens de cette surface gii'an eu 

Toudra. Spit donc (AD, ii'D -) , (£F^ ET) y (GH, G'H") , etc., quelques-uns de ces éHémens 
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et , afin de moins embrouiller la figure^ ne projetons, sur les plans de projection , que le^ Pl« 5a. 
portions de ces mêmes élémens qui appartiennent à la nappe inférieure de Théliçoïde. 

689. Nous remarquerons d'abord que les positions successives (E, E'), (G, G') , (I , r),etc., 
d'un point quelconque (D, D^) de la génératrice, forment une hélice (DEGI..., D'E'Cr...), 
qui a même axe et même pas que (ABC, h!VC). En effet, la génératrice ayant toujours 
la même inclinaison, les longueurs (DA, D'A'), (EF, E'F'), (GH, G'H'), etc., comprises 
entre le point décrivant et le point de contact de l'hâice , se projetteront suivant les lignes 
égales DA, EF, GH, IK, etc. , ce qui fait voir que la projection horizontale DEGI . . . , de la 
ligne décrite , sera la circonférence d'un cercle dont le centre est en O. D*un autre côté, il 
est évident que les points (E, E'), (G, G'), (I, !')> ^^c., sont élevés au-dessus du point 
(D, D') de hauteurs . égales à celles de leurs correspondans (F, F') , (H, H') , (K, K') , etc. , 
au-dessus du point (A, A'): mais ces dernières sont proportionnelles aux arcs AF, AH , 
AK, etc. ( 1 1 o) ; ces arcs sont proportionnels aux arcs ED, GD , ID , etc.; donc les hauteurs 
des points (E,E'), (G, G'), (1 , 1'), etc. , au-dessus du point (D,D'), sont proportionnelles 
aux arcs ED, GD , ID , etc. : ce qu'il fallait démontrer. 

640. Maintenant je dis que toute hélice (DEG . . , D'E'G' . . . ) , située sur la surface 
donnée , se change en un cercle sur le développement de cette surface. Pour le prouver , 
supposons que les arcs DE, EG, GI, IL, etc. , soient égaux et infiniment petits : les portions 
de surfaces projetées en DEFAD, EGHFE, GIKHG , etc. , seront planes et par^Eiitement 
égales entre elles •, donc lorsqu'on les rapportera à côté les unes des autres, en Je fa d y P'- 5o 
^'^J'^fej-gi'k'Ugy etc., pour avoir le développement demandé, elles formeront une *' 
courbe degvï . . . , qui aura en tous ses points une même courbure. Donc la ligne pj- ,^ 
d egit . . . , qui représentera , sur le développement , l'hélice (DEG . . . , D'E'G' . . . ), sera 
la circonférence d'un cercle. 

641. Et comme une autre circonférence PQRS. . ., qui représenterait une autre hé- 
lice de la surface, couperait les droites d'd^ ef^ g h!, ik\ etc., en des points P, Q, R, S., etc., 
évidemment tels qu'on ait cfP = e'Q=^'R = iS , etc., il s'ensuit que toutes ces circonfé- 
rences seront concentriques. 

642. Cela posé, considérons sur la surface donnée les deux hélices (DEG..., D'E'G'...), PI- ^^' 
(ABC, A'B'C) , et un élément quelconque (LB, L'B') , qui ne sera autre chose que la tan- 
gente en un point (B , B') de l'hélice ^ABC , A'B'C). Menons par le point (L, L') la tan- 
gente (LM, L'N') à l'hélice (DEG . . . , D'E'G' . . . ) (i 12). Il est clair que le plan tangent 

à la surface donnée, suivant l'élément (LB, L'B^), aura pour trace horizontale la droite 
MN : et comme la droite LB se trouve , dans la figure, parallèle à la ligne de terre , la 
droite MN, nécessairement perpendiculaire à LB , sera perpendiculaire à Pï'D^.et la tracç 
verticale de ce plan sera la droite N'L'. Or , concevons qu'on ait développé l'héliçoïde sur 
le plan tangent (NW, N'L') : les élémens infiniment petits ux , y% , des hélices (DEG. . . , 
D'E'G' . . . ), (ABC . . . , A'B'C . . . ) , n'auront pas changé dans le développement, et se trou- 
veront appartenir aux circonférences qui représenteront ces hélices; d'où il faut con- 
clure que les tangentes (ML, NX'), (LB, L'B'), détermineront le centre commun de 
ces circonférences, et par suite, ainsi qu'on va le voir, le développement demandé. 

Exécutons ces constructions, et pour cela, rabattons le plan (NN', N%') autour de.NN' 
sur le plan horizontal. Le point (L, L') viendra s'abattre en /, le iK>int (B> ^Ef ) etkb,^^ 

3â 
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PI. 5o. ligne (NL, W) qa W, et les droites ÇMHj, TS'V) , (NB , TSi'V) , Fcapeetimiient Ungeotes 

aux iiâiee8<DEG...»iy£'G\.0>(AfiC...,A'BV..0i «a (L,L0^(B;B'), viendrait 

s'abaltve epi U' et H6r Ces rabattemens M/ et ISfb, seront , eoilniBe nous venana de le dîve, 

les taiMfiiites en ' et i, aux droonférenees qui représenteront les hélices (DEG. . . , 

WG\ • •)> (ABC; A'B'C}) done, si l'on élève par Iç peint /, lo perpendiculaire à Ml, 

et parie point £yioperpefvdIçulaire&N6y le point o sera le centre de ces oireonféreaces, 

et leurs rajons seront les droites lo et bo. 

^'* ^ 643. Prenons dene an point o^ sur un plan, et décrivons de ce point comme centre , 

PL '5 ^^^^ ^ rayons o'f ae ©/, </y sb 06 » les oirconférenœs dte^t . . . , cifh'k' . . . Ensuite , 

Fig. I. pointons 1^ t^cs DE I DO, etc. , de D' en E% de D'' en G'', etc., sur une droite D^G''* ^ 

ayant élevé par les points ^"^ G "^ etc. , les droites E'E* , G'G'^, etc. , perpendiculai 

D^G^ 9 portons sur ces perpendiculaires les hauteurs respectives 'ETE^ y G"G*, etc.* r. ;s 

points (£9 Y!) , (G; G') , au-dessus du plan horizontal : il est clair que la droite D^E'G"... 

sera la transformée de l'hélice (D£G . . . , D'E'G' . . . )• D'après cela ; si Von porte les lignes 

DTT, E*G*, etc., de d! en /, de e en g y etc., sur la circonférence degV , . . , et qu'on 

mène par les points dC y e'y ^ yi\ / . . . , correspondans à (D, D') , (E, £') , (G, G') , (1 , 1') , 

(L,L'). . ., des droites dtcly efy^Hy i'k'ytV. . .,1a figure. . .^ïge'da'fKk'V . .. sera le 

développement de la ^rtie de l'héliçoïde donné projetée sur le plan horizontal en 

...LIGEDAFHKB. .. 

644* Si l'on veut obtenir le développement de la portion de la nappe supérieure qui 
est comprise entre les élémens (DA, D'A'); (LB, L'B'), et qui est terminée au cylindre 
Tertical DEGIL, il ne s'agira que de prolonger les droites dtd y tb'y jusqu'aux points r 
et ty où elles coupent la circonférence dle'^ît . , . ,-et la portion rdfhlk'b'ury du plan de 
la figure, sera le développement cherché. 

645. On voit, par ce qui vient d'être dit , que lorsqu'on développe la surface donnée, 
l'arête de rebroussement (ABC , A^B'CO se plie sur le cercle dfhlk' . . • , suivant une in- 
finité de circonyolutions de ce cercle ; que les élémens de cette surface deviennent des tan- 
gentes au même cercle; que le développement demandé s'applique sur le pian dltt tout 
entier, a la réserve de l'aire enfermée par la circonférence db'uy et que chaque nappe 
couvre ce plan un nombre infini de fois. 

646. Une courbe quelconque étant donnée sur l'héliçoïde, il sera facile de rapporter 
œtte courbe sur le développement obtenu, et de mener une tangente à sa ti*ansformée : 
nous ne nous arrêterons pas aux constructions qu'il faudrait faire pour cela. 

647* Il suit de ce qui précède que si l'on donne à un morceau de carton , inextensible 
et éminemment flexible , la forme dle'^îtb'VHfdcC y et qu'on plie l'arc dKV de ce carton 
sur un arc d'hélice ( AHB , A'H'B'),le carton coïncidera avec la surface développable donnée. 
Nous déduirons de là un moyen très commode d'exécuter un modèle d'héliçoïde : on con- 
Pl. 5f . struira une hélice sur un cylindre, et l'on déterminera le développement «SyJ'f â# , ti^ii^êm y 
F>g- 2- de deux portions correspondantes des deux nappes de la surface développable dont cette hé- 
lice serait l'arête de rebroussement ; on découpera , dans un morceau de carton très ipince et 
très flexible, deux pièces, l'une égale à l'aire «Cj^/^i^ce, l'autre égale à l'aire «^%)^f^»; on dis- 
posera ces pièces comme elles le sont dans la figure , et en les passant autour du cylin- 
dre, de manière qu'elles se courbent dans des sens opposés, et que l'arc «k, qui leur est 
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^eouMittii, <M>ïâéidé aveo l'hélice tfâcéd sur le cylindre, ohacune d'elles ûameth là jotûtnt PI. 5i. 
d^ttUe tiâf»^ de rhéli$oïdô owreâpoadAiite k celle que fcvmera Tatetre pi^ eût VêMté F>8- ^ 
nappe. D'où l'on yoit que Tensenible des dent pièces de carton dont il s'agit donnera k 
modèle exact d'un hélicoïde et de son arête de rebroussement 

648. En général, en passant un morceau de csirion uC^i^w^^titt terminé à deux arcs 
de cercles concentriques «81, ffyfJ'^n^ , autour d'un cylindre droit quelconque, entendant 
l'arc «9f sur ce cylindre , et en laissant d'ailleurs le carton (supposé flexible et inexten- 
sible) parfaitement libre , il fornlelra une portion d'hélijoïde , mais dont l'arête de rebrons- 
«^^^'^nt sera d'ordinaire sur un cylindre plus petit que le cylindre employé. 
"• c.vi effet, les tensions exercées aux extrémités de l'arc intérieur aêt deyront le faire ooïn- 
cMler ayecla plus courte ligne qu'on paisse mener entre ces extrémités sur la surface du 
cylindre ; or , Fbélice est cette plus courte ligne , car elle a pour transformée une ligne 
droite sur le développement du même cylindre : donc l'arc «Oi se pliera sur le cylindre 
suivant une hélice. D'un autre côté, deux charnière^ consécutives quelcôtiques , suivaiit 
lesquelles le carton aura subi sa flexion , feront le même angle entre elles , et seront sitnAes 
de la même manière par rapport à l'axe du cylindre, parce que tous les points de l'hélice 
«6f étant placés pareillement, par rapport au cylindre et par rapport k la sWface du 
carton , il ne -pourra rien arriver de particulier à aucun d'eux. Donc les élémens de Ta- 
rête de rebroussement, sur lesquels toutes ceâ charnières se couperont deux à deux, fe- 
ront le même angle avec l'axe du cylindre , et en seront à des distances égales ; donc cette 
arête de rebroasseihent sera une héliôè : donc, etc. 

Maititeâatit remarquons que l'on pourra incliner plus ou moiiis l'arc mSi sur lé Qrlindre 
donné, et nous verrons qu'à chaque inclinaison il correspond un hélicoïde particulier. 
Pour chaque hélicoïde , l'atogle des caractéristiques , et de l'arc aêt ^ sera eonstftitt ; mais il 
variera d'un hélicoïde à un autre : or , si cet angle est nul , elles seront toutes tangentes à 
l'hélice u6t f et cette héliœ sera par conséquent l'arête de rebroussement. Il est clair que 
pour toutes les autres valeurs du même angle, l'arête de rebroussement sera située dans 
l'intérieur du cylindre donné; que $i cet angle est droit, le pas dé rhélicê aSi aétk nul, 
qu'elle se réduira à un cercle , et que l'héliçoïde sera un cône dtoit 

Nous ne parlerons pas des lignes pleines et ponctuées dé l'éput^^ on voit asses comtnent 
on doit la dessiner. 

649. Problème général. Une surface déveîoppable quelconque étant donnée j con^ 
struire son développement. 

On ne peut indiquer de méthode générale pour résoudre ce problème qu'en empruntant 
le secours de l'Analyse» D'âpre» Cela, noul nous contenterons dé faire olisâr^er que dans 
chaque cas particulier ou l'on connaît ^ sur une sUrfEK» donnée, uneoourbe dont la trans- 
formée est connue sur le développement de oette surfàée , il é^ toujours possible d'obte-* 
nir ce développement par des opérations graphiques. 

En effet, on pourra mener sur la surface donnée autant d'élémens qu'on en voudra , et 
l'on pourra déterminer leurs angles avec la coiurbe dont la transformée est connue. Et 
comme ces angles ne yarient pas brsqu^oû développe la surface, il né s'agita que dé l'ap- 
porter , sur h transàirtaée de 0étl6i.ç0ttrbe 9 lé p^ 

3a.. 
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ment ; et au moyen de l'angle de cet élément ai^ec la transformée y on construira la droite 
suivant laquelle il s'applique sur le déyeloppemenL La même opération étant faite pour 
un nombre suffisant d'élémens, on aura ce déyeloppement. 



CHAPITRE II. 

Sur les sphères. 

65o. Problème i". Déterminer la sphère circonscrite à un tétraèdre 
donné. 

Pour résoudre ce problème, nous remarquerons que chaque arête du 
tétraèdre donné est ime corde de la sphère cherchée. Or , c'est une 
propriété générale des sphères , que tout plan perpendiculaire sur le 
milieu d'une de leurs cordes passe par leur centre. Il s'ensuit donc que si 
l'on mène, par le milieu des trois arêtes du tétraèdre, trois plans perpen- 
diculaires chacun à une de ces arêtes , ils se couperont suivant un point qui 
sera le centre de la sphère demandée. 

65i . D'après cela, il sera facile d'obtenir cette sphère. Prenons pour plan 
horizontal de projection un plan parallèle à l'une des faces du tétraèdre 
donné , et choisissons le plan vertical de manière qu'il soit parallèle à l'une 
PI. 5a. des arêtes de ce solide. Cela posé, soient (A, A'), (B, B'), (C, C) et (D, D'), 
^'^' '' les quatre sommets du tétraèdre, et supposons que (A, A') et (B, B') étant 
ceux par lesquels passe l'arête (AB,^A'B'), parallèle au plan vertical, les 
trois derniers (B, B'), (C, C) et (D, D'), soient ceux qui sont à la même 
distance du plan horizontal. 

Nous mènerons deux plans verticaux ab , crf, respectivement perpendi- 
culaires sur les milieux des deux côtés horizontaux (BC, B'C), (BD, BD'). 
Ces deux plans se couperont suivant une verticale (E , EE') , qtii contiendra 
le centre de la sphère cherchée. Nous mènerons ensuite un plany^E', per- 
pendiculaire au côté (AB , A'B') parallèle au plan vertical , et ce plan con- 
tiendra le même centre ; donc il coupera la droite (E , EE') suivant un point 
(E, E'), qui ne sera autre chose que ce centre. 

En joignant le point (E, E') avec un quelconque des sommets (D, lï) 
du tétraèdre donné , on obtiendra le rayon (ED , ET)') de la sphère cher- 
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chée , en sorte que si Ton décrit des points E et E' comme centres, avec pi» 5a. 
la véritable grandeur de ce rayon, les cercles GHI, KLM, ces cercles '^* '* 
donneront la. représentation de cette sphère. 

652. Problème 2. Déterminer la sphère inscrite dans un tétraèdrv. 
donné. 

Concevons par une arête de ce tétraèdre un plan qui divise en deux 
parties égales Tangle des deux faces qui se coupent suivant cette arête ; ce 
plan sera le lieu de tous les points de l'espace également distans de ces 
deux faces : donc il contiendra le centre de la sphère demandée. Il suit 
de là que si nous menons , par trois arêtes du tétraèdre, trois plans qui 
divisent en deux parties égales les angles côrrespondans à ces arêtes, ces 
plans se couperont suivant le centre de cette sphère ; d'où l'on voit qu'il 
sera facile de la déterminer. 

653. Pour opérer avec facilité, prenons pour plan horizontal de pro- 
jection une face ABC du tétraèdre, et choisissons pour plan vertical un t»g ^• 
plan perpendiculaire à l'arête AB. 

Ayant représenté les quatre sommets (A, A'), (B, A'), (C, C), (D, DQ, 
nous mènerons la droite A'E, de manière que Ton ait D'ATE = C'A'E, et 
il est clair que le plan ATE , perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion, sera l'un des trois plans auxiliaires qui contiennent le centre cherché. 
Il s'agira d'obtenir la droite intersection des deux autres. 

Faisons passer par l'arête (BD , B'D') le plan auxiliaire correspondant , 
et cherchons sa trace horizontale. Pour cela , rabattons le plan BD sur le 
plan horizontal; le point (D, D') viendra s'abattre en un point d^ et l'a- 
rête (BD, BT)') en B^. Prenons sur l'arête rabattue Ri un point c, et con- 
cevons par ce point un plan cg perpendiculaire à Brf. Si l'on relève Bd 
eu (BD, B'D'), et que l'on imagine que le plan cg suive l'arête Bd dans 
son mouvement , ce plan viendra prendre une position (ai, cg), telle que 
la trace horizontale ab soit ime perpendiculaire à Bd menée par le point g. 
Cela posé , rabattons le plan {ab , cg) sur le plan horizontal ; le point c 
viendra s'abattre en e; les points a et by où la droite ab perce les faces 
(DBC , D'B'C) et AD', ne changeront pas dans le mouvement ; ainsi , les 
intersections du plan dont il s'agit et de ces faces se rabattront suivant les 
droites ea, eb. Or, si l'on mène par le point e la droite ef^ qui divise 
langle aeb en deux parties égales , cette droite sera dans le plan auxi- 
liaire mené par l'arête (BD, BD') : mais cette droite, relevée dans l'espace. 
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PI. 5a. percera le plan horisofttal en/; donc 11 droite B/'seim la trace du plan 
^'^ ' auxiliaire en ^[ueation. 

On trouvera de même la ffwe Af du plan auxiliaire mené par rarftte 
(AD^ A'D'). Les traces Bi, Xi, se couperont en un point i, qui donnera 
rintersection des deux plans auxiliaires correspondans : et comme cette 
intersection ÇDi, D'/') perce en {o, o') le plan auxiliaire ATE, on en con- 
clura que le centre de la sphère cherchée est en (o^o'). 

Connaissant le centre (o , o')^ la repr^ntation de la sphère danandée ne 
donnera lieu à aucune difficulté. 

■ 

654. Probléub 3. Etant données trois sphères ^ on demande de construire, x*. une 
sphère , d'un ra^on connu j intérieurement tangente aux trois sp?ières données j 2^. lapins 
petite sphère qui puisse toucher intérieurement ces trois sphères. 

Occupons-nous d'abord de la première question , et supposons que la sphère demandée 
soit connue. Il est clair que le centre de cette sphère sera distant des centres des sphères 
données de longueurs respecliYement égales à la somme du rayon de chacune d'alias et da 
rayon de la sphère demandée. Donc si l'on construit trois sphères auxiliaires qui aient 
pour rayons ceux des sphères données 9 augmentés du rayon de la sphère demandée, le 
centre de cette dernière sera l'intersection des trois sphères auxiliaires. 

655. D'après cela^ prenons pour plan horizontal de projection le plan des centres des 
trois sphères données^ choisissons pour plan vertical un plan perpendiculaire i la droite 

PI. 5a. menée par deux des centres de ces sphèreâ, et soient (A, A^)^ (B^ B^)^ (G, B'), les centres des^ 
^' mêmes sphères , et A.a,Bb,Cc, leurs rayons* 

On augmentera ces rayons des quantités ad^bey cff égales au rajron connu de la sfbère 
demandée, et Von décrira trois nouyelles sphères avec ces nouveaux rayons. Elles ss comt 
peront suivant trois cercles verticaux ghyik, (J^m^ tnm'n')^ dont le dernier sera paral- 
lèle au plan vertical, et qui auront pour intersections les deux points (/», n^, (j»,ii*)«Ea 
décrivant donc de ces deux points comme centres, avec le rayon no'=zadj les delix sphères 
{Ipq, rst), Qpq^ uifx),Ces deux Sphères résoudront la première question du proUèmepTcqpoié. 

656. Passons à la sieoottde question, et ayant pris pour pland e la ilgure celui dai centres 
PI. 48. des trois sphères données , soient A ^ B, G, ces centres , et AD , BE, GF, les raymis cor- 
*'•» ^- respondans. 

Nous remarquerons que si des points A et B, comme centres > on décrit dauL arcs de 
cercles avec des rayons AO, BO, égaux aux rayons AD, BE , augmentés d'une même qaanlité 
arbitraire PO=QO', les arcs décrits se couperont en deux points O et R ^ également dis- 
tans des cercles A et B. En changeant donc la quantité arbitraire PO , pour aVoir de 
nouveaux arcs , on obtiendra de nouveaux points , tels que O et R , et il est dair que b 
suite de ces points fortttera une branche BGL d'hyperbole > partout également âoignée 
des cercles A et B (861). Or, si l'on imagine que cette hyperbole tourne aittoardela 
droite AB^ prise pom* axe de révolution > elle décrira une aappe d'hyperboloiâe de réfo- 
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ltttk>nàdei»i»ppM(9«9)9qw40M lelkadesçentraidetautefksqp^^ PI. 48. 

gentes 4ux fphàrwA ffc B. ^'S* ^- 

Sirpn décrit de mAm^ , am mejFeipi des oe Atves A et e 9 vae âenaii^ hyperbole IGM , 
elle déterminera luœdevaièiiui suvfece de révolntioi^, qu sera la Ken des centres de toutes 
les sphères à la fois tangentes aux sphères A et G. Mais il est dair que cette surface de ré- 
volution coupera celle dont la génératrice est l'hyperbole HGL suivant une ligne courbe , 
qui sera le lieu des centres de toutes les sphères tfuagentes aux sphères «Jonques. Et comme 
le point G y intersection des génératrices HGL, IGM, appartient à cette ligne courbe, et 
se trouve ; de tous les points de cette ligne , le plus rapproché des centres A , B , G, il s'en- 
suit que ce point est le centre de la sphère (cherchée D|^F. 

On voit que cette solution donne également le cercle tangent intérieurement à trois 
autres, et la plus petite sphère tangente intérieurement à trois sphères. 

657. Nous remarquerons en passant que les centres des sphères tangentes intérieure- 
ment aux trois sphères A, B , G , doivent se trouver à la fois sur les trois surfaces de révo- 
lution dont les boites AB, AG , BG, sont les axes, et dont les branches d'hyperbole HGL , 
IGMj KGN, senties génératrices ;d'oii il suit que ees trois sui^pesyaii lieu de se couper 
suivant des poipts, epminç d^ sinrjSaeof qufl«piiq«es, se coupent suivant unecourbe. 

On pe^ten effet voir, fig. 3,pL 59,quç)es points ('»|7»')>{7»t»*) sofdk la fois sur les 
trois cercles ^A , it , /m, qui apparti^nent à ces s^irfaces , ist qy.'^ faisant varier le para- 
mètre ad==he^=Lefy on obtiendra de nouveaux points , tels que (n , n) , (n , rf') , qui seront 
encore sur les trois nappes d'hyperboloïdes à deux nappes dont il fl^agit (65$). 

658. Si, au lieu de demander des sphères tangentes intérieurement aux sphères don- 
nées, on demandait celles qui les touchent extérieurement, les solutions précédentes ne 
subiraient qu'une légère modtBoation , diaprés laquelle chaque branche HGL d'hyperbole 
.se trouverait remplaeée par Fautre brapoha de la Hiéme hyperbole. 

65g. Problbms 4* Quatn splières ètaM données ^ trouver une cinquième sphère qui 
les touche toutes les quatre, 

A deux des sphères données, il conespondy^ un hyperboloiide à deux nappes 1 lieu des 
centres de toutes 1^ yphères timeentes à çtfi don% qphères (t^^ le problème pvéc^dent) ; 
,et cet hyperbolotde, qu'il s(era facile de construire, oontio^dra 1^ centre de la sphère de^ 
mandée. D'après cela, il correspondra^ aiu| qu^b*? 9ph^e|i 4ow^ W hyperfHdoiide^ i qui 
se couperont suivant deux points, dont l'un sçra le centre d'une sphère tangente inté- 
rieurement aux sphères données , et dont l'autre sera le centre de la sphère tangente exté- 
rieurement aux mêmes sphères. Or , les centres des sphères demandées étant trouvés , ces 
sphères s'ensuivront 

Pour indiquer comment on obtiendra ces centres, désignons par A, B, G, D, ceux des 
sphère^ doQuéfi^f çt nPQipcv>ps cm iiphères ^JJcMnémes, p^ le# méopies lettres A> B^^ G , D. 
Il correspondra à U $phè79 A j et à çb^cm:^ de^ trois autre?, ti'ois byperboloï'des dont les 
axes se couperont en À. On cherchera, par le procédé exposé n® 4^; '^'i^t^^^^i^^ ^^ ^'nn 
de ces hyperboloïdes avec les deux autres^ et l'on pbtlendra dou^ courbes , qyi se croiseront 
sur le premier hyperboloïde suivant les centres cherchés. 

Si les trois hyperbj^loïdes choisis ne correspondaient pas à la même splière A^ au centre 
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de laquelle se ooupent leurs axesi on ne pourrait pas employer le procédé fort simple du 
n® 4^* ^^ sî 1'^^ prenait arbitrairement les trois hyperboloïdes^ patmi les six que don- 
nent les quatre sphères , il se pourrait qu'ils ne correspondissent qu'-à trois de ces sphères : 
dans ce cas, ils auraient de9 courbes pour intersections et non pas des points ^6S^) f et 
.ils ne détermineraient pas les centres cherchés. 



CHAPITRE III. 

< ■ . ■ 

Problèmes de Trigonométrie sphérique. * 

PI. 53. 66o. XJiï triangle sphérique ABC est composé de trois côtés AB, AC, BC , 
^*^ ' qui sont trois arcs de trois cercles situés sur une même sphère^ et de trois 
angles, qui sont ceux que font entre eux les plans des arcs AB, AC, BC. 
La science qui s'occupe de la détermination numérique de trois de ces 
six grandeurs , quand on donne les trois autres et que l'on connaît le rayon 
AM, est celle qui reçoit le nom de Trigonométrie sphérique. Nous allons 
résoudre graphiquement les problèmes auxquels elle conduit» " 

66 1 . Les arcs AB , AC , BC, étant sur une sphère d'un rayon connu AM , 
on pourra leur substituer les angles AMB , AMC, BMC , qui leur correspon- 
dent au centre M; et les six grandeurs, qui forment le triangle ABC, se- 
ront représentées par six angles. 

Mais il est clair que ces six angles , qui sont les trois angles plans 
AMB , AMC , BMC , et les trois angles dièdres des plans AMB, AMC, BMC, 
sont les élémens constitutifs de l'angle solide trièdre MABC ; donc tout 
problème de Trigonométrie sphérique dans lequel , trois des six grandeurs 
qui composent un triangle étant données , on demande les trois autres, se 
change en un autre problème , où les données sont trois élémens d'un 
angle solide trièdre , et où les inconnues sont les trois autres élémens du 
même angle. 

662. D'après cela, il suffira de savoir résoudre graphiquement ce pro- 
blème , Trois des six angles qui forment un angle solide trièdre étant don- 
nés : trousser les trois autres , pour pouyoir aussi résoudre graphiquement 
tous les problèmes de Trigonométrie sphérique. 

Or, cette question générale se divisera en six autres, que voici : 
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m 

1^. Étant donnes trois angles plans ^ trouver les trois angles dièdres. Pi. 53. 

2**. Étant donnés deux angles plans et l'angle dièdre compris, trouver *^*?- 
Tautre angle plan et les deux autres angles dièdres. 

S"*. Étant donnes deux angles plans et l'angle dièdre adjacent à l'un d'eux, 
trouver l'autre angle plan et les deux autres angles dièdres. 

4^. Étant donnés un angle plan et deux angles dièdres , dont l'un soit 
adjacent , trouver les deux autres angles plans et l'autre angle dièdre. 

5^. Étant donnés un angle plan et les deux angles dièdres adjacens, trou-- 
ver les deux autres angles plans et l'angle dièdre compris. 

6^. Enfin, étant donnés les trois angles dièdres , trouver les trois an- 
gles plans. 

665. Mais nous allons montrer que par la considération de V angle solide 
trièdre supplémentaire j ces six questions se réduisent à trois. 

M ABC étant un angle solide trièdre quelconque , élevons , par le som- 
met M, les droites Ma, Mi, Me , respectivement perpendiculaires aux £aces 
MAB,MAC,MBC. 

On sait que deux droites m/z, mp , perpendiculaires à deux plans MN , MP, rîg. a, 
font entre elles un angle nmp supplément de MMP ; ' ' 

Donc l'angle solide trièdre lAabc aura ses angles plans supplémentaires; ^îg- <• 
des angles dièdres de l'angle solide trièdre MABC. 

Or, la droite Mtz est perpendiculaire au plan AMB, et la droite Mi 
perpendiculaire au plan AMC ; donc le plan cMb est perpendiculaire à la 
droite MA, intersection de AMB et de AMC.Et comme les plans t2Mc,iMc, sont 
pareillement perpendiculaires aux arêtes respectives MB, MC , on en con** 
dura que l'angle solide MABC a ses angles plans supplémentaires des an-* 
gles dièdres de l'angle solide Mabc. 

D'où l'on voit que les trois angles plans d'un de ces angles solides 
sont les supplémens des trois angles dièdres de Vautre. C'est ce qui fait 
donner à l'angle solide Mai^? le nom di angle solide supplémentaire de 
MABC : ce dernier est pareillement Yangle solide supplémentaire du pre-<^ 
mier(^). 
. 664. Maintenant remarquons que les 1" , 2* et 5* questions , précédem-»- 



(*) Au lieu de cette dénomination , 90 emploie souvent celle àe pyramide aupplémen* 
taire, parce qu'on dî^^^Wepyramidea les angles solides tels que MABC Comme on ne consi- 
dère pas ici de quatrième face qui puisse servir de base à ces solides, nous atons préféré la 
nom d'angle solide à celui de pyramide. 
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iiiriil |M>hôOM {i)lyà\ mnl, {mr nipport aux angles plans, €ectue les 6% 5* et 4% 
««Mil |i<ir ni|i|M)rl aux niiglcH dicdrcs. Nous en conclurons que si Ton sait 
nNiMiiln* \vH Inïis pnMiùèreSy on saura résoudre les trœs dernières an 
MU\Vni tir raiifvlc solidt* supplémentaire ; car ce qui est angle pl^n dans 
raii;*ti* Milith* doiiiiô, deviendra angle dièdx^ dans langle solidb suppléa 
innilaii*!^ , vi m ipm(|uement (663). 

Il n'sulto tlo \;\ i\\\v |H>ur ix^oudre les 4*, 5*" et 6* questions , il Émdra 
)MX^ndlv los supploiiicns dos trois angles donnés; considérer les 
ctirivs|H>udaiis nu\ un«;[K^ plans donnés, comme des angles dièdres , et 
iH>rivs(H>ndansau\au«;los diixlres, comme desangles plans; appliquer 1 
lulious ilos questions V, a* et l '^ , et construire les snpplémeos 
ll\>UYos : ers su pplémetis seront les angles demandés. 

U no s aj;it donc plus que de ixisoudre graphiquement 
p^mr s;u*air iHMisti^uiro les solutions de toutes ks questions de 
a|duMnqut\ 

(UW rHOKLè)MK r'. KtiMt donnes les tix>is angles pkns d\ 
:^Aidc ttii\hr . tn^nw^^ ses ttms ttngles dièdres (*\ 

r? V, SiMout \0B , IUH:, COD , les t:t>îs angles plans 

^ ^^ ^^ le prrnwr AOB, rt le dernier COD , prennent an-dessus da pha lOC «n 
inouvouH^ut do rotation , autour des droites respectrres BO, (X>, 
nîr tonner Tanglo $olkle en question. D est daîr que les 
hîles \t> , W » dtvrtront dans ce niouTement denx 
dv\nt\s qui auront un élément commun « et qne c 
M^ ♦ IX^ • ivuKÎiloront entro elks , suîrant cet 
Sïpra forttW- Or . si Ton prvtHl OF = OE . les point? F et E 
sk' tvuîùivnt dans U toniv&tioa de Fan^ solide : csa^? k 
aTV \W vvrcle V l » FM"" • dont le plan 5«a p*rpe»i5c 
le jVHut F oéorîm un anlrs* arc de cercle D . TUT 
pcrpctKÎJcuÎjLirc à IX" : dc:v ces rotats « ïrasrrettt <aL%JiMt le «ôS 4r Ti 
pace po^^ytc cxv* jOttljtk»«t cït l et verîsalssaeat ai r«t T 
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détermineront deux angles IGI', IHI% qui seront les deux angles demandes pi. 53. 
correspondans aux arêtes BO et CO. En effet , le plan GI est perpendiculaire ^'^' ^' 
k Tarété BO ; donc c'est dans ce plan que se mesure Fangle des deux faces 
qui passent par BO : mais ce plan coupe la face BOC suivant GI' , et la face 
AOB relevée suivant GF; donc cet angle égale IGI'. De même^ le plan HI 
étant perpendiculaire à OC coupe les faces de l'angle solide qui ont OC pour 
intersection suivant deux droites HT , HI', qui font entre elles Fangle IHr 
de ces £aces« 

666. 11 ne restera donc plus à déterminer que Fangle des deux faces 
AOB, COD. 

Pour l'obtenir, on prendra AO = OD , et Fon remarquera qu'après la Fig- 4- 
formation de Fangle solide , les points A et D sont réunis , et que les droites 
AB et DC, respectivement perpendiculaires à AO et DO , doivent mesurer 
Fangle cherché. Or , si Fon conçoit par ces deux droite^ un plan , il cou-^ 
pera la face BOC suivant BC, et Fangle trièdre suivant un triangle dont 
AB , BC , CD , seront les côtés ; si donc on décrit ^ des points B et C conmie 
centres, les arcs AK, DK, on formera ce triangle , et Fangle CKB sera \û 
troisième angle demandé. 

667. Problème 2. Étant donnés deux angles plans dun angle solide 
trièdre et V angle dièdre compris^ on demande Vautre angle plan et les deux, 
autres angles dièdres. 

Soient AOB , BOC, les deux angles plans donnés, et B£ étant une droite Fig. 5. 
perpendiculaire à OB , soit EBE' un angle égal à Fangle dièdre donné. 

On imaginera que le plan AOB tourne autour de BO ^ jusqu'à ce qu'il 
fasse avec BOC Fangle donné*E'BE , et il est clair qu'alors les trois arêtes 
BO, CO, AO, formeront Fangle solide. Dans le mouvement, le point A ^ 
où la droite BE prolongée coupe AO , décrira un arc de cercle ( AE , ADE'), 
et viendra s'arrêter en (E, F). Si donc on conçoit une droite, menée par 
{E , E') et par le point , Fangle de cette droite et de OC sera le troi- 
sième angle plan demandé. D'après cela , il sera aisé de le rabattre et d avoir 
sa véritable grandeur. En effet, le point (E, E') décrira un arc de cercle 
dont le plan EG sera perpendiculaire à la charnière OC : or , si Fon rabat 
ce plan autour de sa trace EG , le point (E , E') viendra en E% en sorte qu*en 
décrivant, du point C comme centre , l'arc E'TG, on aura l'arc (EG , ETG) 
décrit par le point (E, E") en se rabattant : mais il est clair que le point G 
sera le rabattement de(E, TS!')i donc Fangle COG sera l'angle plan demandé.^ 

33.. 
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Pi 53. Connaissant les trois angles plans AOB , BOC , COG , les deux autres an- 
'^' ' glés inconnus s'obtiendront par la solution du problème precédeat. 

668. Exécution de répure. Pour que la fig. 5 ne soit pas semblaMe à 
la fig. 5, nous ayons tracé la ligne OG^ qui forme langle demandé COG , 
au moyen de lignes mixtes. 

669. Problème S' Etant donnes deux angles plans d'un angle solide 
trièdre , et Vangle dièdre adjacent à Vun deux , trouver Vautre angle plan 
et les deux autres angles dièdres. 

Soit AOB , BOC y les deux angles plans donnés ^ et la droite AB ayant 
été menée perpendiculairement à AO ^ soit B'AB l'angle dièdre donné , sup- 
posé adjacent à AOB. 

Nous concevrons un plan par les droites AO , (AB , AB') , et ce sera évi- 
demment celui du troisième angle plan demandé. Nous imaginerons ensuite 
que langle BOC tourne autour de l'arête OB ; la droite OC engendrera , dans 
le mouvement de cet angle ^ une surface conique droite qui coupera en 
général le plan mené par AO et par (AB, AB') suivant deux droites : or, 
il est évident que chacun des angles de ces droites et de la ligne AO sera 
l'angle plan cherché ; d'où l'on voit que le problème proposé présente deux 
solutions. 

- Four les obtenir , il s'agira donc de déterminer les intersections da plan 
mené par AO ^ et par (AB , AB') , avec le cône décrit par la droite CO , et 
dé construire les angles que formeront ces intersections avec la ligné AO. 
Or, si l'on coupe ces deux surfaces par le plan CD, mené perpendicu- 
lairement à BO par le point B , où se coupent AB et BO , on obtiendra pour 
sections , premièrement , avec le cône, le cercle (CD, CFG) décrit par le 
point C autour du point B ; secondement , avec le plan , la droite menée 
par le point D et par le point qui se projette horizontalement en B et verti- 
calement en B' et B' , laquelle droite se rabat autour de CD en DB'. Ces 
sections (CD , DB*), (CD , DFG) , se couperont en deux points F et G , et les 
angles des droites menées par ces points et par le point 0, avec la droite 
AO , seront les angles cherchés. Si donc on fait attention que les points F et G 
sont à une distance OC du point , et qu'ils sont éloignés du point D des 
distances DF et DG, on verra qu'en décrivant du point D conmie centre, 
avec les rayons DF et DG , les arcs FMI , GNK , puis du point comme 
centre , avec le rayon OC, l'arc CLKI , ce dernier coupera les deux premiers 
çu deux points I et K , qui donneront les angles plans cherchés DOI^ DOK. 



^ 



CHAP. III. PROBLEMES DE TRIGONOMETRIE SPHÉRIQUE. 261 

Connaissant les trois angles plans AOB, BOC, DOI, ou AOB, BOC, P|-55' 
DOK, on saura trouver les angles dièdres demandés (665). •y. »«• • 

670. Exécution de répure. Pour que l'on ne confonde pas les données 
et les résultats, nous ayons tracé les données AOB, BOC, B'AB, en lignes 
pleines > et les côtés 01, OK, des valeurs AOI, AOK, de l'angle plan de- 
mandé, en lignes mixtes. 

671. Remarque. Nous ferons observer en passant, que les données d'un Fig. 3, 
angle solide trièdre en déterminent toujours deux, symétriques l'un de 4*5 «6. 
l'autre. Dans les figures 3 et 4, le second angle s'obtiendrait en réunissante 

les arêtes OA, OD, au-dessous du plan BOC; dans la figure 5, en plaçant 
l'angle E'BE, au-dessous du plan BOC; enfin, dans la fig. 6, en plaçant 
l'angle B'AB, au-dessous du plan AOB. Mais deux angles solides trièdres 
symétriques étant composés des mêmes parties, les solutions précédentes 
donnent les mêmes résultats , soit que l'on construise l'angle situé au-des- 
sus du plan de la figure , soit que l'on construise celui qui est au-dessous 
de ce plan . 

On aura fréquemment occasion, dans la Coupe des pierres, d'appliquer 
les solutions précédentes. 



CHAPITRE IV. 

Construction d'un point donné de plusieurs manières dans 

l'espace. 

672. PROBLÈME I". Trois plans A,B,C, étant donnés, et connaissant 
les distances m, n, p, dun point à ces trois plans, construire la position de 
ce point. 

n est clair que si l'on mène deux plans a et a\ parallèles au plan A , et 
distans de ce plan de la longueur m, le point demandé sera sur l'un de ces 
plans. Si de même on mène deux plans b et b\ parallèles au plan B, et 
distans de ce plan de la longueur n , le même point demandé sera aussi sur 
l'un des plans b et b'. Or, les plans a et a', b et b' , se couperont suivant 
quatre droites, faciles à déterminer , qui contiendront évidemment le point 
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clierchë : maïs ce point sera aussi sur deux plans c et €\ menés parallèle-* 
ment au plan C, à des distances de ce plan égales à la longueur/?; donc il 
sera Fun des huit points suivant lesquels les deux plans c et c' couperont 
les quatre droites intersections des plans a et a' d*une part ^béth' d'autre 
part. 

Ainsi, le problème proposé présente huit solutions. Comme il sera facile 
de les obtenir, nous ne nous arrêterons pas à leur construction. 

675. Problème 2. Trois points A, B, C, étaiU donnés, et connaissant 
leurs Stances m, n, p, à un quatrième point , on demandé ce dernier 
point. 

Il est évident que le point cherché sera sur trois sphères qui auront pour 
centres les points A, B, C, et pour rayons les distances m, n^ p, corres- 
pondantes à ces points; donc il sera leur intersection commune. Or, deux, 
de ces sphères se couperont suivant un cercle , et ce cercle aura deux points 
communs avec la troisième sphère; donc le problème proposé auraen^ 
général deux solutions. D'après ce qu'on a vu n^ 655, il sera aisé de les 
construire. 

Nous ferons observer que si la somme de deux quelconques des distances 
m, n, p, n'excédait pas l'éloignement des centres des sphères correspon- 
dantes, ces sphères ne se couperaient pas, et la question proposée se trou- 
yerait impossible. 

674» Problème 5. Étant données trois lignes droites A, B, C, et les 
distances m, n, p, dwi point à ces lignes, on demande de construire la 
position de ce point. 

Concevons qu'on mène dans l'espace une droite parallèle à la droite A , 
et distante de cette dernière, d'une longueur m; puis imaginons qu'on fasse 
toiu*ner la droite menée , autour de la droite A prise pour axe de révolu- 
tion : il est clair que la droite mobile engendrera une surface cylindrique 
droite qtd aura tous ses points à la distance m de la droite A. Il y aura pa- 
reillement deux autres surfaces cylindriques droites qui, ayant les droites 
B et C pour axes , contiendront tous les points de l'espace éloignés de ces 
axes des longueurs respectives n et /?; donc le point demandé sera Tinter- 
section de trois surfaces cylindriques droites. 
PI. 5i. 675. Soit (EF, E'P) une des lignes droites données, et GH la distance 
F»g- 3- du point cherché à cette droite; il s'agira d'abord de représenter la surface 
cylindrique droite correspondante à (EF, ET'). Pour cela, nous remarque- 
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rons que la trace horizontale de cette surface est une ellipse dont le centre Pj- ^r- 
est le point E, où la droite (EF, E' F') perce le plan horizontal, et que ^'^' 
le petit axe de cette ellipse est une droite IK perpendiculaire à EF et double 
de GH. Pour avoir les extrémités du grand axe , nous construirons les élé- 
mens de la surface cylindrique situés dans le plan EF : ces élémens seront 
deux droites parallèles à (EF , ET'), et distans de cette droite de la lon- 
gueur GH. Si donc on rabat le plan EF sur le plan horizontal, autour de 
sa trace EF, la droite (EF, ET') se rabattra en EF , et si l'on mène NO 
perpendiculaire à EF, et qu'on prenne Q0 = QN = GII , puis qu'on mène 
Tes droites OM, NL, parallèles à EP , ces droites seront évidemment les 
rabattemens des élémens en question , et les points L et M , où ces élémens 
percent le plan horizontal^ détermineront le grand axe cherché LM. 

Connaissant les quatre points I, M, K, L, on décrira l'ellipse jlMKL : 
elle sera la trace du cylindre droit correspondant à (EF , ET') , et la repré- 
sentation de ce cylindre sera facile à exécuter. 

676. Lorsqu'on aura représenté les trois cylindres correspondans aux 
trois droites données^ on cherchera les intersections de l'un d'entre eux 
avec les deux autres; ces intersections se rencontreront suivant certains 
points, et chacun de ces points sera une solution du problème proposé. 

Au lieu d'appliquer ces constructions à un exemple, nous allons géné- 
raliser la question et chercher l'intersection de trois cylindres quelconques. 
Ce nouveau problème se résoudra comme celui qui nous occupe, et le choix 
des données favorables a l'épure sera un peu plus facile que dans ce dernier. 

6^7. Problème 4- Un point étant situé sur trois surfaces cylindriques données j on d#- 
mande Us intersections de ces surfaces et la position de ce point. 

Prenons pour traces horizontales des trois surfaces données les ellipses DEF,GHK> PI. 54. 
LMN, et soient {J^d, P'D'), (Pa, PV) ,(PZ;, Vb') , les directions des élémens de ces sur- 
faces: elles seront déternainoes. Pour les désigner facilement, nommons A celle dont la 
trace est DCF , et dont les élémens sont parallèles à (P^, FD'} ; nommons B celle dont la 
trace est GHK., et dont les élémens sont parallèles à (Pa^ P'a ); enfin, nommons G la troî- 
tième, dont la trace est LMN , et dont les élémens sont parallèles à (P6 , Vb') . 

Ayant mené.par un point quelconque (P, P') de Tespace trois droites i^d , PD') , (Pa , 
^^')> (P^> P'^') , respectivement parallèles aux élémens des cylindres donnés^on ooa*- 
•truira les pointsc/, a,^^ où ces droites ^cent le plan faoriisontal, et Ton aura kt dirac- 
tîons dfi^ dby ab, des traces des plans auxiliaires par l^esquels il convient de couper cet 
cylindres (455) pour obtenir leurs intersections. 

678. Ces direaions étaat trouvées, on «enera les droites OQ et O'Q', RS et R'S', T'^ 
et ITW'i et Pva Bausa» pr^pùèrement^ que le cyljtodre; A péôètre le cylindre B .aHivaul 
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Vl 5| une courbe composée de deux brandies fermées ; secondemeot, qioe le cylindre A coupe le 
c^rlindre C suivant une branche unique d'arrachement; troisiëmeinent enfin, que les cj- 
Ijîadres B et G se coupent aussi suivant une branche unique d'arrachement (464)* 

On construira ces intersections par les procédés que nous avons exposés (455 — 4^) « ^^ 
l'on obtiendra, savoir : pour intersection de A et B, les lignes (TUVX, T'U'VX') et 
OTZI , n'ZT) ; pour intersection de A et C , la ligne {ifl^hklmi, îe'Vf^KVtm't-) \ et 
enfin , pour intersection de B et G, la ligne (Imopyrs/I , Vin'o'f/qWa^V). 

Connaissant ces trois intersections , les points {i , t')» (1 > 1^ > oii elles se coupent tontes 
trois, seront déterminés. li est aisé de voir que dans le cas pris pour exemple le problème 
proposé aura deux solutions. 

679. Mais comme la complication de la figure peut empêcher de distinguer bien dai- 
rement les points ou ces courbes se coupent, il sera bon de savoir vérifier si un point 
donné (» , i) est en eflet sur les trois cylindres donnés. Pour cela , on mènera par ce point 
les trois élémens (£^, £'»') , {GiiG'i) , (M£ , M^i') ,et Ton remarquera qu'en supposant que 
le point {i , i) soit à la fois sur les trois surfaces A , B , G, les trois plans menés par ces élé- 
mens , pris deux à deux , seront des plans auxiliaires : d'oii l'on voit que les droites £G , 
EM, GM , menées par les points £, G, M,oii ces mêmes élémens rencontrent les bases 
A, B, G, devront être (comme elles le sont véritablement) parallèles à da^db elab. Le 
même moyen de vérification étant appliqué au point (I , V), on trouvera que les élémens 
(FI, FI') , (HT, H'!'), (NI, N'iO> pcrceiit le plan horiwmUl en trois poinU N, H, F, 

~ des ellipses A, B , Ç, et que les droites FH , FN, BN, sont parallèles k da^àbj ah* Noos 
conclurons de là que les points (», ï) , (I , V) , sont bien les points demandés. 

680. Exécution de l'épure* Quand on aura obtenu l'intersection de deux des trois 
cylindres donnés , on déterminera les parties de cette intersection qui seraient vues, si œa 
deux cylindres existaient seuls dans l'espace. Et comme l'mtroduction du troisième cy-* 
lindre dans le système ne peut que cacher des parties vues , mais non pas rendre visibles 
des parties cachées , on connaîtra déjà beaucoup de ces dernières parties, et il ne s^agîrm 
plus que de distinguer parmi les arcs vus, de l'intersection de deux cylindres, les parties 
de ces arcs cachés par le troisième. 

La recherche de ces parties demandera de la sagacité. Toutefois, en faisant attention 
que pour que le troisième cylindre cache une partie de l'intersection des deux autres, il £int, 
ou que ce troisième cylindre soit au-dessus ou en avant de cette partie, ou qu'il la con- 
tienne , on sortira aisément des difficultés de cette recherche. En effet, le^troisiènft cy- 
lindre coupant le premier et le second suivant des courbes trouvées , il sera toujours fiicile 
de savoir, par le moyen de ces courbes, comment il sera situé par rapport à une partie de 
l'intersection des deux autres , en sorte que la question sera ramenée à des considérafions 
fort simples. G'est ce que l'application va achever d'éclaircir. Commençons par la projec- 
tion horizontale. 

68k nop est l'arc vu de l'intersection des surfaces B et G : cet arc ne sera pas caché par 
\k surface A; car étant projeté au dehors de la projection de cette surface, il ne pent ni 
être renfermé en elle , ni situé au-dessous d'elle. 

L'arc mie de l'intersection de A et C serait vu, en faisant abstraction de la susfooe B; 
mais il est dair que le cylindre A est au-dessous de cette surface à partir dn oontonr uy^ 
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qu^illa pénètre sumnt »Y2I, clqu'fl n'en «ort qne suivant la c<nii*e TUVX, «Huéb *u- PL 54. 
âelà d^ Tare mi^ t donc cet arts tdut entîet e^ badié pat la amrAce B^ éoit tsolfitfbè ètmtî 
att-dessom Jelle, soit comme étant rentettni par ëlte. 

Quant JL l'arc (TUV; TVT), ûe Vitàetafedtion de A «t B^ il jsst afi-dëlà de h CoAAêi 
(jAjghhlmiy iéTf/h'i7m^f), snÎTaiît lacfuelle se fcbhpfeiit A fet C; dwiC » eift à1^deslllli 
de la surîace C ; diinic il ne petit être cacbé^pàr cette surface : donc eiifîii il e^ tu ; cat H 
correspond à des étâmens vtis de A e^B (465). 

682. Pour la projection yerticale^ on remarquera qu'eti faisant fii1}strat^iôfi de là îitr- 
fiice B , Parc ^ffV de Fintersection de A et C est vu : cl comme les surfaces A et C n^entrehf 
dans la surface B qu'à partir des arcs TiTT', ^Vi, on eh concSafa que îàrc g'fVnh 
cesse d'être vu qu'au point V. 

Les mêmes considérations feront yoir que lèS arCS fl'ify Wlfy le premier ihtersection 
d^ C et B y et le second intersection de A et B^ ne cessent d'être Incrs , par l'ii^letporit'ioii 
des surfaces respecâyes A et C^anlquelles ils n*appartîennent paS; qti'à partir du porntrj 

683. Pour rendre ce qui précède plus intelligible , nous ayons marqué en lignes mixtes 
les arcs des intersections demandées qui seraient tus ^ si Ton faisait ab^raclion de la sur- 
face à laquelle ils n'appartiennent pas. Ceux qui ne sont yus dans aucun cas sont d'ail- 
leurs en lignes ponctuées^ et ceux qui sont yus sur Ic^ trois surfaces sont en lignes 
pleines. 

684* Ayant de passer à un antre problème ^ nous ferons remarquer que lorsqu'un des 
points demandés n'est pas tu sur ^une projection ^ il est nécessairement l'intersection de 
trois arcs cachés. Ainsi, les trois points Ijiyi^ sont les intersections d'arcs cachés^ Ht 
fle^ S!Lf pour le premier; Tfl, mfc, nH, pour le second; et T'^'I', w!îé\ nil\ pour le 
troisième. 

De même le point yu V est Fintersection des arcs yus *t'ÎIVy s^fV, gfV, Mais il est clair 
que ces arcs cessent d'être yus au point T, parce qu'ils appartiennent à des courbes qui 
entrent 9 à partir de ce point ^ dans la surface à laquelle elles n^appartienùent pas. 

lïous ferons remarquer encore que si les arcs TUY, hhl , pussent par les pdints t 61 i^ 
ce ne peut être que par un basard que les données présentent. 



685. J?»OM^mM 5. Un ingénieur jpùrocurant un pays de fnontUgnes est fnuni d'urne 
carte topographique sut laqmmUe sont exaùtenteni marquées les pr(fectiens des diffêreme 
pointe du terrain j et les cotes qui indiquent les JunUeurs de ces points au-dessus d^éne 
même surface de nipeau. Il rencontre un point remarquable qui n'estpùs sur la ûarte^ 1m if^ 
génieur ne porte avec lui df autre instrument qu'un graphomètre propre à mesurer les 
angles ^ et cet instrument est garni d^unjihà-pîomh. 

On demande que^ sans qidtter la station j il construire sur latàrîe ta pÔsilià'n dûpàîHt . 
où il est j et qu'il trouve la cote qui confient à ce points c^esi-à-^tiré sa fututeur au-dessus 
de ta surface de nipeau. 

<( Parmi les points du terrain marqués June manière précise sur la carte , et qui seront 
les plus yoisins^ Tingénieur en distinguera trois, dont deux au moins ne soient pasita inêinë 
hauteur que lui; pnb il obseryera les atrgles ftn*més par ht yerticale ièt le* rttyww fîsûels 
dirigés à «e» trots points , et tf aprës cette seule ob£«rtatlon il pourra tèsmite hi i^eftiw. 

34 , 



266 LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES. 

» En effet I nommons A > B ^ G , les trois points obsenrés , dont il a les projections hori- 
sontales sur la carte y et dont il pourra construire les projections yerticales au moyen de 
leurs cotes. Puisqu'il connaît l'angle formé par la yerticale correspondante à la statioh , et 
par le rayon yisuel dirigé au point A | il connaît aussi Fangle formé par le même rayon et 
par la verticale élerée au point A : car en négligeant la courbure de la terre ^ ce qui est 
oonyenable^ ces deux angles sont alternes interneSi et par conséquent égaux. Si donc il con- 
çoit une surface conique à base circulaire , dont le sommet soit au point A, dont l'axe soit 
Tertical, et dont l'angle formé par l'axe et par la droite génératrice soit égala l'angle ob- 
serré 9 ce qui détermine complètement cette .surface, elle passera par le rayon yisuel 
dirigé au point A, et par conséquent par le point de la station : ainsi, il aura une pre-' 
mière surface courbe déterminée, sur laquelle se trouvera le point demandé. En raison- 
nant pour les deux autres points B,G, comme pour le premier, le point demandé se 
trouvera encore sur deux autres surfaces coniques à bases circulaires'i dont les axes seront 
verticaux, dont les sommets seront aux points B, G, et pour chacune desquelles l'angle 
formé par l'axe, et par la génératrice , sera égal à l'angle formé par la verticale et par le 
rayon visuel correspondant. Le point demandé sera donc en même temps sur trois sur&ces 
coniques déterminées de forme et de position , et par conséquent dans leur intersection 
commune. Il ne s'agit donc plus que de construire, d'après les données de la question , les 
projections horizontales et verticales des intersections de ces trois surfaces considérées 
deux à deux; les intersections de ces projections donneront les projections horizontale et 
verticale du point demandé , et par conséquent la position de ce point sur la carte, et sa 
hauteur au-dessus ou au-dessous des points observés, ce qui déterminera sa cote. 

» Cette solution doit en général produire huit points qui satisfont à la question ; mais 
il sera facile à l'observateur de distinguer parmi ces huit points , celui qui coïncide avec le 
point de la station. D'abord il pourra toujours s'assurer si le point de la station e^t au-des- 
sus ou au-dessous du plan qui passe par les trois points çbservés. Supposons que ce plan soit 
au-dessus du plan des sommets des cônes ; il sera autorisé à négliger les branches desinter* 
sections des surfaces coniques qui existent au-idessous de ce plan; par là, le nombre des 
points possibles sera réduit à quatre. Ge serait la même chose, si le point de station, 
était au contraire placé au-dessous du plan. Ensuite, parmi ces quatre points, s^ils exis- 
tent tous, il reconnaîtra facilement celui dont la position, par rapport aux trou som- 
mets, est la même que celle du point de la station , par rapport aux points observés. » 

Si l'on veut un exemple, on le trouvera dans la Géométrie descripiiçe de M. Monge, 
d'où ce problème est extrait. 

686. Problbmb 6. ce Les circonstances étant les mêmes que dans la question précé- 
dente j at^ec cette seule différence que If instrument n^est pas garni de fil-^-plomh ^ de mor 
nière que les angles açec la verticale ne puissent pas être mesurés j on demande encore que 
l'ingénieur j sans quitUr la station ^ détermine sur la carte la position du point ou il est, 
et qu'il trompe la cote de ce point, c'est'à'<iire son élépotion au-dessus de la surface de ni- 
peau à laquelle tous les points de la carte sont rapportés, 

» Après avoir choisi trois points du terrain qui soient marqués d'une manière précise 
sur la carte, et tels que le point de station ne soit pas avec eux dans le même plan, Fîngé* 
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nîeur mesurera les trois angles que forment entre eux les rayons TÎsuels dirigés Ji ces trois 
points; et au moyen de cette seule obseryation, il sera en état de résoudre la question. 

n En effet} si nous nommons A, B, G> les trois points observés , et si on les suppose Pi* 55. 
joints par les trois droites A6, BG, CA, l'ingénieur aura les projections horizontales de 
ces droites tracées sur la carte ; de plus , au moyen des cotes des trob points, il aura les dif- 
férences de hauteur des extrémités de ces droites; il pourra donc avoir la grandeur de 
chacune d'elles. 

N Gela posé , si dans un plan quelconque , mené par AB , on conçoit un triangle rec- 
tangle BAD| construit sur AB comme base, et dont l'angle en A soit le complément de 
l'angle sous lequel le côté AB a été observé, l'angle en D sera égal à l'angle observé, et la 
circonférence de cercle décrite par les trois points A, B,D, jouira de la propriété que si 
d'un point quelconque W, de l'arc ADB, on mène deux droites aux points A et B, l'angle 
en W qu'elles comprendront entre elles , sera égal à l'angle observé. Si donc on conçoit 
que le plan du cercle tourne autour de AB comme charnière, l'arc ADB engendrera une 
surface de révolution dont tous les points jouiront de la même propriété; c'est-àrdire que 
si d'un point quelconque de la surface on mène deux droites aux points A et B, ces droites 
formeront entre elles un 'angle ^al à l'angle obsenré. Or, il est évident que les points de 
cette surface de révolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété; donc la sur* 
face passera par le point de la station. Si l'on raisonne de la même manière pour les deux 
autres droites BG, GA , on aura deux autres surfaces de révolution, sur chacune desquelles 
se trouvera le point de la station ; ce point sera donc en même temps sur trois surfaces de 
révolution différentes, déterminées de forme et de position; il sera donc un point de leur 
intersection commune. » 

687. Chacune de ces surfaces aura deux nappes distinctes, l'une engendrée par l'arc 
ADB, capable d'un des angles observés , et l'autre engendrée par l'arc Af^B, capable du 
supplément]de cet angle. Or , généralement, chaque nappe d'une de ces surfaces de révo- 
lution peut être coupée par une nappe de l'une des deux autres surfaces suivant deux 
branches de courbe ; donc la ligne d'intersection de deux de ces surfaces est en général 
composée de huit branches. Mais une de ces branches peut couper une nappe de la troi*. 
sième surface en quatre points; donc les deux nappes de cette dernière surface peuyent 
rencontrer les huit branches de l'intersection en soixante-quatre points. 

Tous ces points ne satisfont pas à la question proposée : en effet , l'arc Am'B n'étant pas 
capable d'un des angles donnés , mais bien du supplément de cet angle , la nappe de surface 
qu'iIengendre,etquenous appellerons Tiappe supplémentaire^ ne peut contenir le point 
demandé. D'après cela, chacune des surfaces données n'a qu'une nappe qui puisse con- 
duire à la solution cherchée, ce qui réduit le nombre des branches de courbe, qui peuvent 
contenir le point à construire, à deux ; et le nombre des solutions du problème, à huit 

De ces huit solutions, quatre seront d'un côté du plan des trois points donnés, et les 
quatre autres du côté opposé, en sorte que Tobserrateur , qui saura toujours de quel côté 
de ce plan il se trouTe placé, n'aura yétitablement que quatre points d'intersection à con- 
struire. Et parmi ces quatre points, s'ils existent tous, il reconnaîtra feicilement celui qui 
sera situé, par rapport aux points A, B, G, de la même manière que celui de la station , 
par rapport aux points du terrain qi^il a observés. . 

34,. 
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PI. 55. 688. Boiur appliquer cd q.u^ précède , pienon« pour plani lusiciioiditl Jb plaa dea.txoU 
points doanéstj et pour p1^ i^ertîcal ou plau perpeadicalaic« à «ne droUç. mariée pa^ de» 
^ e««k poùibs. 

' Soient donc (A, a) , (B , 2») , (C, a), ce» trol» pokiis , et ADB; AEG| BFC» les troU ara 
l^ovi^ont^ux capables des angles observés. Noos concevrons que ces. arcs tûiment respecta* 
«en^eat autour des cordes AB^AC^ CB, qui les souteudent, et ils eng^drefloni lfi& sur* 
faces de révolution ADBG , AECH, BFCI , dont il s'agit de construire les pcônto, d'iaUr- 
section. 

Cherchons^ la ligne $uivant laquelle se coupent les deux surfaces dont AC el BG eonl 
les axes. D'après ce qu'on a vu précédemment (489) i iL conviendra pouff eda de: Q^ufcr 
ces deux surfaces par des sphères concentriques dont le centre soift en (Ci a)»HQC.qjBifil- 
«onqqc mnrsui/j de ces sphères, coupera ces deux surfaces suivait deux cordes tgù auront 
pour intersection des points de la ligne cherchée» Or> ces cevclçs seipro}eUer0ii&b<mNonr 
talement en xa et nu j et le dernier se projettera verticalemenJ; ejx n^y^Jf'i d*oli Fg« voit 
qu'Hs as couperont suivant les points (y^y) et (y ,jjO- 

En menant de nouvelles sphères concentriques a la sphère mnrsuif,: ojx obtiendra de 
Biouveaux points, tels que (jr, y)^ {y, y) y et l'om en déduira IHutersecliim {fl^Jff 
fSe'y'da . . .ad"ye'Zf}. 

On construira de même Vintcpsection {^^fy/e'ga . , ^ag'e'f^^ des deux awfaoes doot 
AB et AC sont les axes. Celtis intersection coupera û lîgne (Gcb/\/^ V#'yit^a. • • oif^'elf^ 
suivant les points (« ,«')>(« 1 *^) ^{fff)} {Af^y entre lesquels il ne s'agira, plna ^ de 
reoannaitre le point de la sta^tiom : ee qui, comme nous Va90D4 d^ dit» 9tn, toujours 
facile. 

68^ Si nooA nous ^tioi^s seulement proposé dn consixuire cette statîoaDiiom m'ajams 
déterminé que les parties des projections Terticales des intersections Qitf,^ àgtf^ fn àit i» 
du côté du plan ah où elle se trouve, et nous n'aurions même eu besoin €pe dis Pmie.dBS 
projections verticales fSéydCa^. ^adYê"Zf\f€g(L. . ^ag'e'fi car ayant les pcofecr 
tîons horisQntales4t et/ des points cherchés, uneiseuledes lignes/^Y^V'^^ • ^ad!y€*Zf^ 
ftl^a. . •fig'efy wSit pour déterminer leurs proiecJUonsverticale&e',/';jW,/'* 

Mais noua avons voulu repr43enter lea intersections complètes de la surfam^ngend^ 
par la circonférence entière AECr, avec lesi sur&ces engtoxdrées. psY l^a cûeoonftrenoes 
ÀDBi#/, BFG7. 

• 690. La même sphère Jimmw , qui xmus,a donné les points d'intersection d[e8.iiag|fesidér 
critos par les arcs W^C ^ AfXI, donne, des points de toutes, les bcanchea de.rinfeQcaeclîan 
complète^ En effet, cette sphère coupe. la suriaoe A£CH suivant, les deux ccm^ nu^r rt, 
«t la surface BFCI suivant. les deiKX oeccks X9,pq% ces quatre cerdus sopX dans fgf^^ 
plans, qui se renconJbrent suivani quatre droUes^pi'OJetées horiiontalement en. quatresaînt^ 
yfkyz et /• Le premier j' est la pri^ection de deuxpoiats iy^y), (^,y''],.diç.ïijal«cae>dtioiides 
nappes principales; le second it , appartenant à l'intersection des.plan^dca wcalear^i^gi 
tsorrespond à laprojectiouborisontale de L'iatetsee^ion de» nappe^Jup^lém^utaîn^déGritas 
pi^r les arcs ArC , B^/Cvlftl<i^0J^9i^3V^4 ai^^artûent à l'interaection de U- nappQ.pBinGipdkf 
décrite par l'arc BIC, avec la nappe, Siupplémentaire décrits.par KaiioA/C; w&l. Hvâr 
trième l, qui est sur l'intersection des pla>i-.dei>oegQtes ■ «(♦; ^M > c^MfrtijOP^i^ riitfiriytioP 
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_4q la nappe principale décrite j»rA^C,.^«€}(^la napp^ suppI^iQ^ti^ir^ jt^^iteparB^C PI^ 55. 

691 . En général , chaque point j<r ^> «1 h cacr<^pom€l(pa à demL pointas de l'interjection 
^diercbée^ Tun. situé av-^)ei9Uf 4^ pla^ 9b , et ^a^tr)e situé a««defi60i^ : c'est oe ^i a:Kea 
funv les points j^ et «^^mjqfieU-cprreappndaat les point» (jryy et (^jjr")! (** «') ^ 
4f ,/}, Mata 9 pouçra^ faiff ap^i que }n 49«œ. points tela que Cy,iy'>, ÇyyJllff » iséu- 
4Ûss«nJ; dans le planai, ^t 4ajD# «0 cm U poÎAtj^ ne donnera qu'un seul point de Tinte»- 
section cliercbée. Il pourra même arriver qu'un ou^pInsieui«dea points dbteans , y^ k, g, l, 
;Qe fournissent auc^n p»int dn qetUt int^seoti^n; et c'est ee qui a lieub^eâmme en Ta le 

3air « pour }e» pwvts à et A 

Effectivement, le point k doit appartenir à l'intersection des nappes ArCj^'BpEiq 'y mais 
}i est projeté an deibÂrs.dn ne$ napiv^; donc il ne peut ce^i^espendre h aucun point de la 
.UgM^uMugat laqjueHei^^a na{ipes sq coupent, U en e«i(de même du point l, qui se trouve 
projeté au dehors des nappes BpCq , AECH. 

Les cercles ri et pq, nu etpq^ ne s'étendant pas jusqu'aux droites i et l, suivant lesquelles 
leurs plans se coupent , on dit que les intersections de ces cercles sont imagiruiireaj et que 
les points k et l, où se projetteraient ces intersections , si elles étaient réelles j c'est-à-dire 
si elles existaient, répondent à des parties des intersections des nappes ArC/ et B/)C^ , 'BpCq 
et A£CM , qui sont imaginaires. Sous ce rapport, les points j^ et z répondent à des parties 
réelles de l'intersection cherchée. 

692. Si l'on mène de nouvelles sphères auxiliaires, telles que mnrsuv, et que l'on classe 
avec soin les points qu'elles donneront pour chaque branche de la h'gne d'intersection des 
deux surfaces dont AG et BG sont les axes , on pourra bientôt décrire facilement cette 
ligne. Voici les parties qui la composent: i°. la branche (Cûfj^é?/*/, ad y s'y f fia" y^ cT d) 
d'intersection des nappes principales engendrées par BFG et AEG; 2®. la branche (f^m'J, 
anhfva^ d'intersection des deux nappes supplémentaires G/>B^, CrA/; 3^ la partie ima- 
ginaire projetée horizontalement en y'itAV; 4"' la branche (c^yC, ah^zc^J^lfa) d'inter- 
section de la nappe principale engendrée par BFG avec la nappe supplémentaire CrA^; 
5®. la branche (Ca', aitVTa) j 6**. enfin, la partie imaginaire projetée hopizontalement 



en au i. 



On trouvera de même que les deux surfaces dont AB et AG sont les axes, se coupent, 
1*». suivant la branche (^AgKefh, age'/feYa)\ 2«. suivant la branche (A**/, akT?iYa)', 
3^. suivant la partie imaginaire projetée horizontalement en iVo; 4^. suivant la 
branche (op', o'q'p'q*) j 5®. suivant la partie imaginaire projetée horizontalement en 
jlr Kssh. 

Ges deux intersections se rencontreront en douze points , et si l'on détermine la ligne 
suivant laquelle se coupent les surfaces dont BA et BG sont les axes, on trouvera que cette 
ligne passe par ces douze points. Pour les rendre bien apparens, on a mené par chacun 
d'eux un petit arc de l'intersection des surfaces décrites autour de BA et de BG. 

693. Exécution de l'épure. Les arcs^K^, dye, ce, sont les ^euls, des intersections des 
trois surfaces données, qui soient vus sur la projection horizontale. Comme ils contri- 
buent beaucoup à donner l'idée de la situation de ces surfaces les unes par rapport aux 
autres, il était nécessaire que le dernier ce fût marqué sur l'épure. Il se construit comme 
l'arc dye , dont nous nous sommes occupés. 
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' Quant au contour àm prt^ectioni horiiontalet dea mènies surfaces, il est aisé de les dé- 
terminer et d'en diitingoer les parties vnes et cachées. 

'^ Nous avons marqué sur la projection Tortîcale ceux , LMNOP de la nappe principale 
qu'engendre l'arc ADB, QQ'RR' de la nappe supplémentaire engendrée par l'arc Am'B; 
TXTZ de La nappe principale engendrée par AEC, et SSTU de la nappe AK>. Les con- 
tours dea nappes de la surface décrite autour de BG auraient trop iort/eBoeat compliqué 
la figure : nous ne les atons pas décrits. 

Les seuls arcs des intersections construites tus, en projectitm verticale, sont les arcs 
Ng'a,a^O. IL est clair qu'ib touchent le contour LMNOP aux pointsHet 0,oliiIf ces- 
sent d'être vus. ' 

Nous avons tracé les arcs /th'c', a'u'i , io'o , p'r'A/t'h , qui répondent à des parties 
imaginaires des intersections demuidées , au mojen de lignes ordinaires de o 
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LIVRE VI. 

COMPLÉMENT 

de la théorie des Lignes courbes et des Surfaces courbes. 

CHAPITRE PREMIER. 

Des Surfaces gauches. 

a 

694* IN ous avons examiné^ chap. lU^ liv. 11^ les deux principaux genres 
des surfaces gauches ; mais comme nous n'étions pas encore familiarisés 
avec les plans tangens et avec les intersections de surfaces ^ nous ayons 
dû nous borner à la partie la plus élémentaire de la matière que nous 
traitions : aussi nous sommes- nous contentés d'indiquer sommairement 
(242) les générations des surfaces gauches dont nous ne pouvions pas nous 
occuper. Nous allons compléter ici la théorie de ces surfaces ^ et nous 
commencerons par démontrer deux théorèmes qui nous conduiront à la 
solution générale du problème du plan tangent. 

695. Théorème i*'. Si deux surfaces gauches S et ^ ont un même 
plan directeur j un élément E commun ^ et deux plans tangens com-^ 
muns dont les points de contact m et m! soient sur Télément E, ces deux 
surfaces seront tangentes entre elles tout le long de cet élément. 

Pour démontrer cette propriété , concevons par les points de contact 
m et m' deux plans sécans quelconques P et P^ Ces plans couperont la 
surface S suivant deux courbes d et dj et la surface 2 suivant deux autres 
courbes «T et cT'. Imaginons que l'on prenne pour directrices de la première 
surface S ^ les lignes d et d\ et pour directrices de la seconde 2 les lignes 
J^ et cT'. Les deux surfaces étant tangentes entre eUes en m et m\ elles 
auront deux facettes communes ^ que nous nommerons aussi m et m^ : 
or, la facette m, soit qu'elle appartienne à la surface S , soit qu'elle ap- 
partienne à la surface 2 , ne pourra être coupée par le plan P que sui- 
vant un élément linéaire unique h, qui appartiendra tout-à-la-fbis aux 
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deux courbes ^ et cT ; d'où il suit que ces courbes seront tangentes entre 
elles en m. On peut démontref de même fpie les lignes d! et S' se tou- 
cheront suivant un élément linéaire k de la facette m\ Et si l'on se figure 
que la génératrice de la surface S se meure sur les courbes d et ct^ prises 
pour directrices , il est clair qu'auprès de l'élément E ^ cette génératrice 
s appuiera sur les lignes infiniment petites k et J^ : et comme ces lignes 
appartiennent ault courbes «T et cT'^ tout aussi bien qu'aux courbes d et 
dy la zone de la surface gauche , engendrée proche de Félément E, sera 
commune aux surfaces S et 2 ; donc ^ etc. 

696. Théorème 2. Quelles que soient deux surfaces gauches S et 2, 
lorsqu'elles ont un élément commun TS,^ et trois plans tangens communs 
dont les points de contact m ^ m' , m" , sont sur cet élément y elles sont 
^ tangentes entre elles tout le long du même élément. 

La déflaoiifitration de ce théorème est tout-à-fak analogue à celle du 
tbëorèâae précédent* 

CoDceT<ms par les pointa m, m^, m*', trois plans sécans quelconques P , 
P'i P''. Soient d, d'^ d^y les courbes suivant lesquelles ils couperont la sur* 
fiboe S, -et J'j cT^ J^% les courbes suivant lesquelles ih couperont la sur- 
tÊCe S« Ces deux surfaces étant tangentes entre dles en m, mf tt m^, â -est 
ùdie de voir que les courbes d et J", d et S"' y d' tt A ^'y se iouchaont 
deux à deux suivant des lignes infiniment petites A ^ A:' et A:". Cela posé ^ 
faisons mouvoir la génératrice de la sur£ace S sur les lignes d, d et d^^ 
prises pour nouvelles directrices; il est clair qu'auprès de l'élément E cette 
génératrice s'appuiera sur les lignes k ^ A:' et k' : et comme ces h'gnes ap- 
partiennent lout-à-la-fois aux courbes d et cT, d et J^', d et «T*, la zone 
de surface engendrée le long de l'élément E sera commune aux deux sur- 
faces S et 2; donc^ etc. 

697 • PitCBLÈMB GÉNÉRAL. Étant donné une surface gauche quel» 
conque et un point dun de ses élémejis ^ on demande le plan tetngent à 
la surface en ce point. 

Pour résoudre ce problème , on mènera par l'élément K , qui cofltîarrt 
le point de contact donné , trois plans quelconques P, P, P"; ott con- 
struira les courbes d'intersection de ces plans avec la surface gaudhtej où 
détermiuiera les points m, ni^ tri', où l'élément K coupera ces courbes, 
c* tes points seront ceux où les plans P, P', P'', seront tangens à la smv 
donnée (245). 
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Si donc Ton mène par les points m^ m\ irf^ dans les plans respectifs 
P, P', P'', trois lignes droites quelconques , et que Ton prenne ces lignes 
pour directrices d'un hyperboloïde à une nappe , cet hyperboloïde tou- 
chera la surface donnée tout le long de rélément K (696). D'où l'on voit 
que pour avoir le plan tangent demandé ^ il ne s'agira que de mener par 
le point de contact donné un plan tangent à l'hyperboloïde : question que 
l'on sait résoudre (526). 

Cette solution^ purement graphique, s'applique comme on* le voit à 
toute espèce de surface gauche ^ même à celles dont les générations se- 
raient inconnues , pourvu que l'on ait un nombre suffisant de leurs élé- 
mens. 

698. Si la surface donnée avait un plan directeur, c'est-à-dire si ses 
élémens étaient parallèles à un même plan , la solution précédente pour- 
rait être simplifiée; parce qu'au lieu de prendre l'hyperboloïde à une 
nappe pour surface auxiliaire , on pourrait, ainsi qu'on va le voir, em- 
ployer le paraboloïde hyperbolique. 

Par l'élément K , concevons que l'on ait mené deux plans quelconques 
P et F, et imaginons que l'on ait construit les points m et m\ où ils tou- 
cheront la surface gauche. Par ces points et dans les plans respectifs P et 
P', on mènera deux droites quelconques, et si l'on prend ces droites pour 
directrices d'une paraboloïde hyperbolique qui ait pour plan directeur 
celui de la surface donnée, le* paraboloïde et cette surface se toucheront 
tout le long de l'élément K (696) : si donc on mène par le point de con- 
tact donné un plan tangent à ce paraboloïde (3 1 7) , ce plan sera le plan 
demandé. 

Ces constructions seront beaucoup plus faciles que dans le cas général , 
mais elles seront encore d'un emploi fort pénible. 

699. Dans les cas usuels , on peut choisir un ou plusieurs des plans de 
construction P, F, P'', de manière que leurs points de contact m, m', m% 
soient immédiatement connus , et les solutions précédentes se trouvent 
par là considérablement simplifiées. C'est ce que va nous montrer l'exa- 
men qui nous reste à faire des différens genres de surfaces gauches qui 
sont employées dans les arts. 

700. DES SURFACES GAUCHES qui ont un plan directeur et deux 
surfaces directrices. Concevons qu'une droite se meuve en restant tou- 
jours parallèle à xm plan donné et en touchant constamment deux surÉaices 

35 
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données , eUe engendrera dans son mouTemenl ane surlace ^ncbe ; car, à 
moios qu'il n'y ait entre le plan directeur et les surfaces directâces des 
relations particulières , deux .positions coosecntivea de. la génératrice ne 
seront pas dans un même plan (ai4)< 

701. Le plan directeur et les deux surface» dipeetrices étant Teprésentés» 
il sera toujours facile de coastnùre autant d'elémens qu'on en voudra.de 
la surface gauche déterminée par ce plan et par ces deux surface». En 
effet, si l'on mène ài^ plans parallèles au -^n ^reeteur,' et qu'on cherche 
les intersections de ces plans et'des deux surfaces directrices, il ne s'aura 
plus que de mener des droites (yojez la Note 6) tangentes respectivement 
à deux, intersections comprises dans le même plan, et ces droites seront 
les élémens de la surface. 

70a. Chacun de ces élémens touchera chaque surface directrice suivant 
un point, et la suite des points de contact des élémens formera, sur les 
deux surfaces directrices , deux ligues qui seront les courbes de contact de 
ces surfaces et de la sur&ce gauche. Ces deux lignes, substituées aux sur- 
&ces directrices , pourraient servir de directrices linéaires à la surfece 
engendrée : mais comme on ne sait pas mener, par des méthodes sim» 
ples, des tangentes aux courbes de contact (499)* ^^ directrices li- 
néaires n'auraient aucun- avantage sur les surfaces directrices , et elles 
ne seraient même pas propres à la détermination du plan tangent; tandis 
qn'il se construit aisément , ainsi qu'on va le voir , au moyen de ces 
surfeces. 

705. Problème i". Étant donnée une surface gauche du genre de 
celles qui ont un plan directeur et deux surfaces directrices , avec un élé- 
ment de cette surface et un point de cet élément , construire le plan tan- 
gent correspondant à ce point. 

Four cela on mènera, par les. points où cet élément touchera. les dsas 
surfaces directrices, des plaus tangens à ces surfeces; par les- mêmes 
points , on mènera des droites quelconques dans ces plans, et ces <ibt»tes 
seront les directrices d'un paralioloïde hyperbolique tangent à la sur&de 
lonnée tout le long de l'élément donné (Gq5) , en sorte que la recherehe 
£ent demandé sera ramenée au problème du n" 3 17. 

^uriace donnée avait pour directrices une sur&ce et une 

I de deux surfaces , c'est-à-dire si l'une des surfaces direc- 

Là^mA|^me , le plan tangent s'obtiendrait de même , 
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au i^oyen d'un paraboloîde auxiliaire , et les directrices de ce paralx>- 
loïde ne seraient pas plus difficiles à déterminer que dans le cas de deux 
surfaces directrices. En effet , 1 élément passant par le point de contact 
toucherait la sur&ce directrice en un point ^ et la directrice linéaire en 
un autre point ; et comme il suffit que le paraboloîde auxiliaire touche 
la surface donnée en deux points^ pour qu'il la touche au point de 
contact donné (696) , on choisirait pour ses directrices , i^. une droite 
menée arbitrairement par le premier point , dans le plan tangent corres^ 
pondant de la surface directrice; 2**. la tangente a la directrice linéaire 
menée par le second point. 

705. On voit donc par là que , soit que la surface donnée ait une 
surface et une courbe ou deux surfaces pour directrices , on peut tou- 
jours choisir le paraboloîde auxiliaire parmi une infinité d'autres ; 
puisque l'une de ses directrices , au moins , se trouve menée par un 
point dans un plan tangent connu ^ et dans une direction de ce plan 
entièrement arbitraire. Cette propriété est d'un assez grand avantage, 
parce qu'on se détermine pour le choix qui conduit aux constructions 
les plus simples. 

Tout ce qui précède va être éclairci par la solution du problème 
suivant. * . . 

706. Problbmb 2. Étant donnée la êurfacé gauche qui apour plan directeur le plan PI. 56. 
horizontal de projection jet pour directrices ^ 1**. la courbe (CIH, CV'&V)^ 2®. laapJière 

dont le centre est en (A , A'), et dont le rayon est ( AB , A'B') , on demande ^ premièrement ^ 
de représenter cette surface*, secondement^ de construire le plan tangent en un point de 
l'un de ses éUmens, 

D'après ce qu'on a tu précédemment (i56) , il faudra, pour représenter la surface don- 
née , construire ses traces, les contours de ses projections, ses lignes singulières, et un 
nombre su£Bsant de ses élémens. 

707. Pour cela , on commencera par choisir sur la directrice linéaire (CIH, CTH'l*) , 
un certain nombre de points (C, C) , (D, D'), (E, E'), etc.; par ces points, on mènera 
des plans parallèles au plan directeur , c'est-à-dire horizontaux \ ils couperont la sphère di- 
rectrice suivant des cercles , et en menant par les points (C, C) , (D, D') , (E, E') , etc. , des 
tangentes à ces cercles, ces tangentes seront les élémens cherchés. Suivons ces construc- 
tions pour le point (D , D'). 

Le plan horizontal mené par ce point aura pour trace yerticale la ligne D^i//, parallèle 
à la ligne de terre; et comme cette trace sera la projection de tout ce qui sera conbena 
dans ce plan, elle sera nécessairement la projection yerticale de l'élément c)ierché. Le 
plan Vm' coupera la sphère directrice sairant un oorcle {omp^ o'p')y facile à déterminer) 
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PJ. 56. par le point D on mènera la tangente Dm, à la projection omp de ce cercle, et la droite 
Çùm, iym)f tangente à la sphère en (/?», m'), sera évidemment l'élément demandé! 

Le même plan horizontal JY/n coupera la directrice linéaire (CIH, Cl'H'l*) , en un 
second point (G, G'), qui, avec le cercle {omp y o'p), déterminera un second élément 
(Gn, G*n) de la surface gauche. Cet élément et l'élément (Ditï, Um') , étant situés dans le 
même plan, se couperont en un certain point (n, n). 

En prenant sur la directrice linéaire de nouveaux points, sur lesquels on opérera comme 

on vient d'opérer sur le point (D, D'), on obtiendra de nouveaux élémens de la surface 

• gauche; et si Ton fait attention que le même plan horizontal "Om' contient deux de cet 

élémens, on verra que cette surface est composée de deux parties, qui se coupent suivant 

une courbe (/j^, Kg h"), 

708. Cette courbe est une courbe singulière de la surface donnée; elle est, comme on 
le Toit, F intersection de la partie de la surface qui correspond à l'arc TCl* de la directrice, 
avec la partie qui correspond à l'arc VWV, Elle divise cette surface en deux nappes, et 
il importe qu'elle soit exactement représentée, pour qu'on sente bien comment ces deux 
nappes sont disposées l'une par rapport à l'autre. 

709. Pour rendre la représentation la plus complète possible , on aura som de oon«^ 
•truire les élémens extrêmes (Ç^,Cy), (Hg-, H'^), (lA, Vh!),{\h,Vh'), parce qu'ils ap- 
partiennent aux contours des projections de la surface donnée. 11 est clah* que ces con- 
tours sont, pour la projection verticale , les deux droites TA', TA', el pour la projection 
horizontale, i®. les deux droites Cg, H^; 2®. la courbe thk^ qui touche les projections horir 
contales de tous les élémens de la surface représentée. 

Il est remarquable que le plan tangent en un point d'un clément qui sert de contour 
touche la surface gaucHe tout le long de cet élément C'est le cas examiné n^ 334- 

710. L'épure ne peut présenter aucune trace; car les parties indiquées des élémens ne 
rencontrent pas le plan horizontal , et leurs intersections avec le plan vertical sont au 
dehors du cadre. 

Pour bien faire sentir la disposition de la surface engendrée, par rapport à la sphère 
directrice, il sera boade décrire la courbe (jshx, sKx"^}^ qui est le lieu des points teb que 
(7», m') , où les élémens de la surface gauche touchent la surface sphérique. 

711. Enfin , nous ferons observer que la surface en question présente encore deux autres 
nappes , qui sont produites par une génératrice toujours située en arrière delà sphère di* 
rectrice. Pour que la figure ne soit pas trop compliquée , nous ferons abstraction de ces 
deux dernières nappes. 

712. Passons actuellement à la construction du plan tangent. Soit (RM, K'M') un élé- 
ment.de la surface, et (M, M^ un point de cet élément par lequel on demande de mener 
le plan tangent. 

Le plan horizontal mené par l'élément (KM,K'M') coupe la sphère directrice suivant 
le cercle {ace, as) , et le point de contact (a , a'), de ce cercle et de l'élément (KM, R'M'), 
est celui oii ce même élément touche la sphère directrice; donc ce point (a, a') et le 
point (K, &'), commun à la directrice linéaire et à la droite (KM, K'M'), sont ceux par 
le9C|uels il s'agit de mener les directrices du paraboloïde hyperbolique auxiliaire (704)- 

Cçlle qui correspondra au point (K, K') sera la droite (KL, KX') , tangente en (K, K') à. 
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la directrice linéaire j et quant à la seconde , ce sera une droite prise à volonté dans le plan PI. 56. 
tangent à la sphère en (a, a'). 

Pour obtenir cette seconde directrice, menons d^abord le plan 'tangent en (a, a'). Cela 
exigera que nous rabattions le méridien Aa en AB, parallèlement au plan vertical :1e 
point (a, a') viendra se rabattre en (e, /) , et la tangente à la méridienne (AB, uï/eif) , en 
(js, e) , sera la droite (</, «'/) , qui perce le plan horizontal en (/, t). Or, lorsqu'on ra- 
mènera le plan AB en Aa, le point (/, /") viendra en q; donc la tangente en (a, a') , à la 
méridienne Aa , perce le plan horizontal en q. Mais le plan tangent passe par cette tan- 
gente ; donc il a pour trace une droite menée par le point q ; et comme il est perpendi- 
culaire au plan méridien , cette droite est nécessairement la perpendiculaire ^O , élevée 
par le point q sur la droite Aa. 

Connaissant la trace horizontale ^O du plan tangent à la sphère, il ne sera pas nécessaire 
de chercher sa trace verticale. On prendra sur la droite ^O un point (fi , b') ; on mènera 
par ce point et par le point (a, a') une droite (ai, a't'), et cette droite pourra être choisie 
pour la deuzLième directrice du paraboloïde. 

Il ne s'agira donc plus, pour avoir le plan tangent en (M, M') à la surface donnée, que 
de mener par le point (M, M') du paraboloïde dont (KL, K'L'), et (ab, ab') , sont les direc- 
trices, et dont la génératrice est horizontale, un plan tangent k ce paraboloïde (3i5). 
Pour cela, on remarquera que la droite (fiL, b'\J) est l'élément du paraboloïde , situé 
dans le plan horizontal ; on mènera par le point (M, M') des droites (MN, M'N') , (MO^ 
M'O'), respectivement parallèles aux directrices (KL, R'L'), (oô, a'b')'y elles détermine- 
ront un plan parallèle à ces directrices; ce plan contiendra l'élément de la seconde géné- 
ration qui passe par le point (M, M'); il aura pour trace horizontale la droite PÏO, et il 
coupera par conséquent l'élément (6L, V\J) suivant le point P. Mais il ne peut coupée 
cet élément que suivant le point où ce même élément est touché par l'élément de la se- 
conde génération^ donc le point P appartient à ce dernier élément : donc il appartient au 
plan tangent demandé. 

En menant donc par le point P la droite PQ, parallèle à KM, cette droite sera la trace 
horizontale de ce plan, et il sera facile d'en déduire sa trace verticale (^). 

Nous appliquerons souvent dans la Coupe des pierres et dans la Charpente, cette con- 
struction simple et commode du plan tangent aux surfaces gauches qui ont un plan direc* 
teur et des surfaces directrices. 

713. Exécution de V épure. Nous n'avons pas supposé que le plan tangent demandé 
existât dans l'espace, et c'est pour cela (56) que nous avons indiqué sa trace FQ au 



{*) SM s^agissait ;d^avoir le plan taogctit en un point (n, n') de la ligne multiple {htig^ h'g'h"), on voit 
que ce point étant à la fois sur deux clémens de la surface, les constructions précédentes conduiraient h deax 
solutions. 

On voit aussi que si Ton connaissait denx courbes sur la surface donnée, l'une située sur la nappe hgQH, 
l'autre située sur la nappe A^^R, et toutes deux passant par un point (n, n') de la ligne multiple {hng, 
h'^k"), les tangentes à ces courbes seraient, Tune dans le plan tangent à la première nappe , l'antre daus le 
plan tangent h la seconde , et que l'ensemble des deux tangentes détenninerait un plan coupant, qui ne serait 
tangent ni h l'aneni à Tautre nappe, et qui par conséquent ne toucherait pas la surface.. 



,^,; VI. COMPLEMENT. 



376 

Pi. 56. par le point D on mo j. - >•* -^^ ^ 9"''^ "'^* P** ^®"*^ exister , la détermination des 

IDm D'to'I Isnci i****^-' ne présente aucune difficulté : en conséquence nous ne 

LiO mAme vh . »*•*■* ^^ff^"* seulement une observation. 

■ècood Doint v -• *-*rtioate , la courbe singulière (^hg, h'gli) divise chaque élément 

#W r^* '\ * ,, jVux parties , Pune rue, l'autre cachée , et que cette courbe jouît 

jr* ■ ^^^^ ^«(1 projection horizontale , relativeraent aux élémens qui sont au- 

. r « K H rst d'ailleurs évident que, sur cette dernière projection, les autres 



or . . *••••* 



j\»i:hôs. 



j^% ^(>ltF4CES GAUCHES dont la génératrice touche constamment trois surfaces 
V .vhv^oiis dans l'espace une telle surface gauche et ses trois surfaces directrices, 
•iK*»»* ^'^^ dernières par les noms de première directrice j deuxième directrice ^ et 
\Z'^.^dim'frU^' 

iVb 1^*^' montrons d'abord comment on pourrait construire les éicmens de la surface 
iL^iK*o» ^^ pour cela 9 imaginons qu'on veuille avoir l'élément parallèle à un plan donné. 
ihk concerra que ce pian soit le plan directeur d'une surface gauche auxiliaire ayant pour 
Jiit«triccs deux des trois surfaces directrices données, par exemple, la première et la 
seconde. Cette surface auxiliaire coupera la troisième directrice suivant une courbe; et je 
dis que si l'on mène parallèlement au plan donné une tangente à cette courbe (*), cette 
tangente sera l'élément cherché. En effet , la surface auxiliaire aura un élément passant 
par le point de contact de cette tangente , puisque ce point sera sur l'intersection de cette 
surface et de la troisième directrice^ et ces deux droites, l'élément et la tangente, seront 
parallèles à un même plan : de plus , elles seront dans le plan tangent à la surface auxi- 
liaire; donc elles coïncideront entre elles. Mais par cela seul que la tangente en ques- 
tion touchera une courbe située sur la troisième surface directrice, elle sera tangente à 
cette surface; d'un autre cété, elle touche la première et la seconde surfaces directrices, 
puisqu'elle coïncide avec un élément de la surface auxiliaire : donc, etc. 

Il suit de U qu'en se donnant une suite de plans , on pourra déterminer les ëlëmens 
parallèles à chacun d'eux, et parvenir à représenter la surface gauche dont il s'agit (^48). 
71 5. Lorsque l'une des trois surfaces directrices est une surface développable, il est 
assez faeile de construire les élémens delà surface gauche engendrée; parce qu'un plan 
tangent quelconque à cette surface dé?eloppable la touche tout le long d'un de ses élé- 
mens, et coupe les deux autres surfaces directrices, chacune suivant une courbe, en sorte 
cpe si Von mène une droite tangente à ces deux courbes (Note 6) , cette droite est dans le 
plan tangent à la surface développable ; elle rencontre par conséquent l'élément de con- 
tact : d'oii il suit qu'elle est tangente aux trois surfaces directrices, c'est-à-dire qu'elle est 
un des élémens de la surface gauche. 



C*") Pour mener parallèlement à un plan donné P une tangente à une courbe connnc , il fandra faire uoc 
pn^cction auxiliaire ^ de cette courbe, sur un plan P' perpendiculaire an plan P : il est clair que la tangente 
cherchée aura pour projection, sur le plan P, une droite ^ parallèle h Tinteriection des plans P et P', et 
tangente à la courbe ^ \ or cette droite ^ sera facile à de'tcrminer (i3'i) , et la tangente demandée s^ensnivra. 

11 est d''aillf nrs assez aisé de voir qne Tintersection de la surface auxiliaire, et de la uoisième directrice, est 
une courbe à laquelle on sait mener des tangentes par le procédé du n^ 49^* 
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716. Si cette surface aràit |iour directrice» mie lîg^ie et deuic surfaces, ôu deus surfàcèè 
et une llg^e» leffopératîôm^CfMt noW'TettonsidHiidiqmfr'povr^ 

Tiendraient beaucoup plus simples. On en va voir tout à l'heure un exemple. 

717. Comme chaque élément d^mie nîriace gauehe eagetfdtée'pâp letfkoutémetife ct^une 
droite qui s'appuie constamaaieiit sur tr(»is> sulfatées , touche chactftue de cèS^rf(fteès*etf ^6 
point, la suite des points de cootctct d€ii'diffè»9]l»^éléflien«^lbntfe sur ces stirfàèës trois 
courbes; suivant lesquelles elles soDttéuohées par la sttx^bce engendrée; Il serait ftcilé de 
déterminer oes courbes, et Foti pourrait «Aasuite les prendre pour directrices de là Hùrfkt^ 
gauche: mais ce serait sans atfeiAfagebieiiisei^sible; parce qn^on n'a pas de méthôdé-sfàlple 
pour leur mener des tangentes (499)- 

Sachant représenter les- surfaces dont no^ nous 'occupolis, ta question impoi^tatité à 
résoudre est celle du plan tangent. Nous altons indiquer uii mojeti très comm'ode' de* ïé 
construire. 

718. Problbmm I'^ Étant donnée une surface gauche du genre de celles qui ont 'ppur 
directrices trois surfaces, avec un de ses élémens et un point de cet élément j on derjumde 
le plan tangent à la surfiice en ce point, 

Uélément sur lequel est le point de contact touchera les surfaces directrices en trois 
points i par ces points on mènera des plans respectivement tangens à ces surfaces, et ce^ 
plans toucheront aussi la surface gauche. Or, si l'on mënç dans ces trois plans, et par leurs 
trois points de contact, trois droites quelconques ; il est clair que l'-hyperboloïde à une 
nappe dont elles seront les directrices aura trois plans tangens communs avec la sur£aMX 
gauche*) que les trois points de contact de ces plans seront sur l'élément donné, et que, 
par conséquent^ l'hyperboloïde touchera la surface , donnée tout le long de cet dé- 
ment (696)^ En menant donc par le point donné un plan tangent à l'hyperboloïde auxi- 
liaire, on aura le plan tangent à la surface gauche. 

Si une ou plusieurs des surfaces directi*ices se trouvent remplacées par des lignes don- 
nées , auxquelles on sache mener directement des tangentes , la constructicm du plan tan- 
gent deviendra encore plus simple ; parce que l'hyperboloïde aura pour directricea les 
droites tangentes à ces lignes menées p^ les points où elles seront rencontrées pair Fé- 
lément sur lequel est le point de contact. 

L'application qui suit va achever d'éclaircir cette solution. 

719. PnoBL'ÈitE 2. On demande j x"^: de représenter là surface gàûch'e produite' par le - 
mouvement d^ une droite assujettie à t&ucher cùnsûz'mmeift ùtie surface cylindrique dôn^ 
née et deux courbes données ; 2°. de miMet uri' plan tangerti^ à cette sufface gaiuihé' par 
un point donné sufun de ses élémens. ' > ■ 

Choisissons poftr'pflan horiiôntal un plan perpendicûfaire^à là siirfacé c)'Hndnqàe di- 
rectrice de la surface diotinéè , et soient (AB'; J^îf) , (CDJ Gntyy,les detix directrices lî^ PI. 57. 
néaircs'de cette surface , et EfO ïa tra^e'fiorizoutalè du cylînA* vèrtibal q^î lui Séit dé 
troistèuie directrice. Nous^c(tar)àiënceti9l!r^ par ^crpli^ésenter la stirfàtte' donnée; et jib«^ cek, 
nous mènerons une suite de plans verticaux AC,HI , LM , etc. , tangens i la surikoe cylin- 
drique directrice V chacun d'eux coupera les directrices linéaires en detix points (Ay A') 
et (C, ery, (H, ir)êtfï ,17, (L/Ii') ^ (W, M»>, été.) ette droiterî«déftiie^(iKî, A'CT)', 
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PI. 57. (HI, HT), (LM, L'M'), etc., qui joindront les points correspondans, seront évldem^ 
ment des élémens de. la surface donnée ^ puisqu'elles toucheront à la fois les trois diiec* 
trlces. 

Si Ton construit ainsi un nombre suffisant d'élémens (AC% A'C), (HI, HT), (LM, 
UM.'), etc., on aura la représentation de la surface donnée , et il est clair que le cercle 
EFG^que touchent les droi tes AC,H(^LMj etc., sera le contour de la projection horisontale. 

En projection Tcrticale , les élémens A'C',HTyL'M', etc., détermineront par leurs in- 
tersections successives upe courbe /?^râ , qui sera le contour de la projection Terticale de 
la surface gauche. Dans l'exemple particulier que nous avons choisi , ce contour offre un 
point r de rebroussement. 

720. Passons à la construction du plan tangent. Soit P la projection horizontale deson 
point de contact: ce point sera sur un élément projeté horizontalement en JK, et ver- 
ticalement en J'K'; donc la projection verticale de ce point sera le point P', situé sur la ver- 
ticale (P, PF). 

L'élément (JK , J'K^ > qui contient le point de contact , touchera les directrices linéaires 
suivant les points (J, J') et (K , K') , et la directrice cylindrique suivant le point (a, (/). 
Parles deux premiers nous mènerons les droites (JQ, J'QO> Ç^j K.'R'), respectivement 
tangentes aux courbes (AB, A'B') , (CD, CD') , et elles seront, comme on l'a vu précé- 
demment (718} , deux des trois directrices de l'hyperboloïde auxiliaire. Pour avoir la troi* 
siëme, nous mènerons par lé point (a, o^une droite quelconque (aS, a'S'), qui soit dans 
le plan vertical oJ: Et comme ce plan est tangent en (a , a') à la surface directrice, il 
s'ensuit que l'hy perboloïde à une nappe dont (JQ , J'Q') , ( aS, a S') , (KR , K'R') , sont les 
trois directrices, est tangent à la surface donnée suivant les trois points (J, J'), (a, a) , 
(R, K'), dû même éléitient (JK , J'K')*, et que, par conséquent, le plan cherché , tangent 
en (P, F) à cette surface, sera le plan tangent au même point de l'hyperboloïde. D^près 
cela , et d'après ce qu'on a vu n^ 826, il sera facile de construire ce plan. 

721. E^^écution de l* épure. Nous n'avons représenté que la portion de surface limitée 
aux directrices linéaires et aux élémens (AC, h!C) , (BD, B'D'). 

La surface directrice étant une des données de l'épure, on a indiqué sa trace borison- 
,tale EFGpar une ligne pleine, et les contours tu, f^x, de sa projection verticale, aussi 
par des lignes pleines, si ce n'est dans les parties où ils se trouvent cachés par la surface 
gauche. 

Pour, déterminer les parties vues çt cachées des élémens, examinons celui dont les pro- 
jections sont NO, N'O'. Il est clair que la partie N^ de sa projection horizontale ne peut 
être cachée par rien; ainsi elle doit être pleine. La partie hF doit être pleine aussi; car 
les points de l'élément (NO, N'O'), projetés en è, c, d, etc., sont au-dessus des points 
des élémens (AC, A'Ç') , (Kl, HT) , (JK, J'K'), etc., projetés aux naêmes points, ^, c, 
d, etc. Pa;p des considérations semblables, ou verra que les points de l'élément Q^O^ H'O'), 
projetés entre F et /*, somt au-dessous des élémens (BD, B'D'), (TU, TU'), etc., et Ton 
en conclura que la partie JV* de NO doit être ponctuée. Quanta la partie AO, il est évi- 
dent qu'elle est vue. 

La projection verticale N'O'.pe présentera pas plus de difficulté. On reconnaîtra d'abord 
que les parties N'^^ mO\ sont vues. Des constructions fort aisées îesfmt voir epsoîle qiie la 
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partie de <NO , N'O') , projetée en iq, passe en arrière des élémens A'C, HT, J^', L'M', Pi. 57. 
et qu'elle est par conséquent cacliée. Enfin on reconnaîtra que la partie projetée en qm, 
étant en avant des élémens B^D', TV, etc., est nécessairement yue. 

II faudra encore fiiire attention , pour la projection yerticale^ qu'il pourra y avoir des 
élémens cachés en partie par le cylindre EFG. . 

Quant à la courbe j9^rss, elle sera vue lorsqu'elle touchera des projections d'élémens, 
vues d'un vCÀté du point de contact, et elle sera cachée lorsque ces projections ne seront 
vues ni d'un côté de leur point de contact , ni de l'autre côté. 

722. Des surfaces gauches qui forment les fileta des via. Les surfaces qui forment 
les filets des vis appartiennent tout-à-la-fois à deux genres de sui*faces gauches. 

Dans l'un , le mouvement de la droite génératrice est déterminé par la condition que 
cette droite s'appuie constamment sur une directrice linéaire , et qu'elle la rencontre tou- 
jours sous le même angle , sans cesser d'ailleurs de toucher une deuxième directrice 
quelconque. 

Dans l'autre, la génératrice a deux directrices quelconques, et son mouvement est dé«- 
terminé par la condition que la partie de cette génératrice ^ comprise entre les deux di- 
rectrices, soit d'une longueur constante. 

723. L'examen de ces djsux genres de surfaces nous conduirait trop loin , et serait dénué 
d'intérêt : nous nous bornerons à considérer l'espèce qui leur est commune, et qu'on em- 
ploie dans la construction des vis. 

Ce qui caractérise cette espèce , c'est que les directrices sont toujours une hélice et son 
axe > et que la génératrice rencontre l'axe de l'hélice sous un angle constant, ou , ce qui 
revient au même , comme on va le voir (726), que la partie de cette génératrice , comprise 
entre les directrices, est d'une longueur constante. Nous donnerons aux surfaces de cette 
esiphceflenorad^héliçoideagauchea. On démontrera plus loin, n° 726, que ces surfaces 
appartiennent à la famille des surfaces gauches, et au n° 729, qu'elles sont coupées, 
ainsi que leshéliçoïdes développables, par des cylindres concentriques à celui qui contient 
l'hélice directrice, suivant des hélices de même pas. Les problèmes qui suivent vont faire 
connaître les propriétés des héliçoïdes gauches. 

724* ProbIjBmb i*^. EtantdoTméea une hélice et une droite qui a^appuie aur cette hélice 
et aur aon axe^ représenter Vhéliçdide gauche dont cette droite ^ mobile aana que la partie 
compriae. entre Vaxe et V hélice varie de longueur^ eat la génératrice. 

Soit IK l'axe vertical de l'hélice donnée j AfiCD la projection de cette hélice sur un plan PI. 58. 
parallèle à son axe; A , B, G y D, etc. , les projections des points suivant lesquels elle est 
coupée par .tin plan mené par IK , parallèlement au plan vertical de projection; €xA, BC, 
D2 , etc. , les partie antérieures de cette hélice , et AB , CD , etc. , ses parties postérieures. 

Enfin, soit aXiM; une droite menée par le point a de l'hélice a ABC, et par le point L 
^ l'axe IK, de manière que la distance comprise entre ces points soit la longueur con- 

f 

stanie dpnnéeu h' . 

72S. Il est bièh.clair qui si la droite alM se meut sur l'héKoe oABC , et sur l'axe IK ; 
de manièivqae la longueur projetée çn aL soit constante , deux positions consécutives de 
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PI. 58. cotte droite ve seront pas dazu le même plan, ainsi la sur£BM:c^iMiée sera bien une siuiboe 
gaacbe. 

726. Il est clair aussi que les points a, ^, A 9 c, etc., de lliélîee, étant également dislans 
4e l'axe IK , et la longueur projetée en ah étant constante, comme on Ta supposé , l'aogle 
projeté en àUL sera aussi constant , et réciproquement. 

727. De ce que l'angle aLK, sera constant, il s'ensuit que lorsque la génératrice i^éle- 
f era, le long de l^axe IK , 4'une certaine hauteur , le point suivant lequel elle s'appuyera 
sur l'hélice , et tous ses autres points, s'élcTcront à la même hauteur. 

D'après cela , il est évident que si Ton prend sur l'hélice aABC, une série de points 6, A , 
c, d^e,fp etc., élevés au-dessus du point a des hauteurs verticales v, asr, 3v, 4» > 5sr, 
etc.; sur Paxe IK une autre série de points m, n, o,p, q^ r, etc. , élevés respectivement 
au-dessus du point L des mêmes hauteurs 7, 2ir , Sir , etc. , et qu'on mène les droites bm , 
en, do, ^Pffçygr, etc. , par les points de l'Iiélice et de son axe également élevés aa-dessus 
des points respectif a et L , ces droites seront des élémens de l'héliçcnde. 

728. Les projections c/i , do, ep,fq, gr, h3,de ceux de ces élémens qui passent par les 
points c,d,e,/fgyh, détermineront une courbe hqO, qui touche et laisse d'un même 
oêté les projections de tous les élémens qui passent par l'arc AB. Cette courbe est ôonsé- 
quemment un des contours de la projection de la surface. Il est facile de voir que ses 
parties qh et ^O s'étendront à l'iniini, et qu'elles auront pour asymptotes les projections 
des élémens qui passent par les points A et B. 

De même , les projections iU ,/V, tX , lY , m'Z , nfW, des élémens qui s'appuient sur 
l'arc BG, détermineront une courbe nxU, égale à hqO, mais située en sens contrsdreyet 
telle que les branches infinies ^Aet xd^U auront une asymptote commune. D'où l'on peut 
conclure que le contour de la projection verticale de Théliçoïde est composé d'une iufiiûté 
de branches infinies /i^O, Uatt»', o'p'g", rs\ etc.^ égalesenlre elles, disposées régulièrement 
à droite et à gauche de l'axe IK., et dont chacune est con jugée avec ses voisines au noo]Fen 
de deux asymptotes. 

729. L'angle aLK de la génératrice aLM et de Taxe IK étant toujours constant (7^6}, 
on voit clairement que tous les points de cette génératrice engendreront des hélices^ que 
ces hélices auront toutes le même pas, et que les rayons de leurs bases seront égaux aux 
distances respectives de l'axe IK aux points générateurs. C'est-à-dire qu'elles seront les sec- 
tions de l'héliçoïde et des cylindres à bases circulaires qui ont IK pour axe. 

780. Il résulte de là un moyen fort simple de mener par un point quelconque S , d'un 
élémentgrS de la surface gauche, un plan tangent à cette surfece. En eftit, la distance 4tt 
point S à l'axe IK sera connue y et cette distance seva le rayon d'Une hélice située sur cette 
surface , et ayant le même pas que l'hélice aABC: cette héliœ > correspondante au point S, 
' sera par conséquent déterminée , et l'on pourra mener sa tangente en ^^5 ^or, "le plan qui 
passera par cette tangente , et par l'élément ^S y sera le plan tangetft eherclié. 

73 X. Lorsque le point a, de la génératrice aLM, aura parcouru une-d^Hi^olutkmde 
l'hélice directrice aABC , cette génératrice passera par un point ^, quise^st àsBUt (eplan 
du point a et de l'axe IK, et il est clair que les deux positions grS , aLM, seront dan^«é 
même plan : d'où Llsuit qu'elles se rencontreront en un certain poin^«'..I!nenoiisLil^£^al 
à Wî il est évidei^t que Je ppînt a'^.aera eelui qui, après une demv-x^l<ÉtiQnidb!0Ltf , ad 
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tj^utera en a' sUr^S. Imaginoos maintenant qu6 la génératrice aLM, ioraqa'elle sera pj, 53^ 
partenne en gr%^ contînoe son mouyement, il est évident que le point a"^ arrivé ena'» 
décrira l'hélice dh'c'dêf'g^ déjà décrite par le point €l\ donc les portions de surBuses ret* 
pectivement engendrées par les parties LM^ La, de la génératrice, se coupent suivant U 
courbe singulière âb'cdefg. . . 

OiFpeut remarquer deménie que les deux points A' el a étant distans, sur l'hélice di- 
rectrice, d'une réydlution et demie, les âémens hT^ ^ aLM,qui leur correspondent, proloiH 
gés suffisamment, se rencontreraient en un point; qu'il en serait ainsi, si les deux points 
y et a étaient dislans de deux révolutions et demie , de trois révolutions et demie , etc. , et 
que, par conséquent^ les mêmes portions de surfaces, dont LM et La prolongées indéfiniment 
sont les génératrices^ se coupent suivant une infinité dliélices, qui ont pour rayons la di- 
stance du point d à l'axe IR , le double de cette distance , son triple , son quadruple , etc. 

7)2. Si l'on demande l'hélice qu'engendre le point d^ laquelle est l'une de ces intersec- 
tions; il ne s'agira pour la construire que de prendre sur l'hélice directrice une suite de 
points a et ^, ^ et A,c et /, etc., situés deux& deux dans un plan passant par Paxe IK^et 
de mener par ces points les élémens aL et^S^ hm et ^T , en et î^U, etc.; ces élémens se cou- 
peront suivant les points de la courbe db'c'defgh'j qui sera la projection verticale de 
l'hélice demandée. 

Cette hélice dVcdef^y ainsi que toutes celles qu*on peut tracer sur Fhéliçoîdei 
a sa projection tangente en deux points à chacun des contours U^rn'^ Oqh , <^p'^y etc., et 
ces points sont ceux suivant lesquels l'hélice passe de la partie antérieure de la surface I 
sa partie postérieure. 

7 33. Exécution de Vèpwe, Nous n'avons employé qu'une seule {Projection pour repré*- 
senter l'faélfçoïde gauche donnée parce que les constructions à indiquer étaient extréme-f 
ment simples , et parce qu'ayant des lignes bien connues^ Paxe VL et Phéiice aABC, p«ur 
fixer nos idées , il était facile de suppléer par la pensée à tout ce que devait montrer la 
projection horizontale. 

Cependant pour rappeler cette projection, nous avons décrit sur l'épure le <9erole i£« 
yJ^iÇ« , qui nous a servi pour consltruire l'hélice a ABC 

Les ai-C8y^,^f, fÇ, etc., sont égaux entre eux, et autlousiëm^e delà circonftrenœ i^« 
y^iÇ«. On en déduit aisément les points («,a), (C, ft), etc., de Phélioe directrice, et les 
élémens aLM, ômN etc., s'ensuivent (727). 

L'hélice MNOPQ..., ayant même pastpte l'hélice ixfe<f..., les diSérenees -de liaute«r& des 
points M , N , O, P, etc. , sont les mêmes que pour les points a, & , c, ^, etc. , ce qui seit à 
déterminer les points 19 , ,P, etc., sur les élémens &/7?N , cnO , dbP, etc. , dès que le point 
M est donné. 

Afin que les lignes de l^épure ne présentassent pas trep de oenfusion , n^ui nonseomnos 
bornés à représenter fai portion de surlace décrite par la partie de la génémrtrîoe comprise 
entre a et M. , 

734. II est évident que les arovantérieun abk , hif^kbddC yD% , de l'hélice disBotmce sont 
vus , ainsi que les parties kcdi, Ch% des arcs postérieurs AcdêfghB , Gt'i&'^''D.Qiiaiit «nx 
parties i'rfghy k^fg", des mêmes «rcs post é rie u rs, dles sont denîève k ^tndaoe eageu- 
dtée^ aimaî eUet eeot cadiées* 

.36.- 
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PI. 58. Les arcs OPQRST et ccUfgh^ des hélices MNOPQ..., abkcdef...y sont sar des partie 
opposées de la surface gauche ; d*o& il faut conclure que l'arc cdefgfi étant en arrière du 
plan Tertical IRD , Tare OPQRST est en ayant de ce même plan. On yerra de même que 
les arcs UVXYZW, rd'^ sont sur des parties postérieures de lliéliçoïde, et qu'en oonsé- 
quence les lignes UVX/, rcT^ sont cachées. 

Nous ne nous arrêterons pas davantage sur la distinction des lignes Tues et cachées de 
Pépure; ce qui précède suffit pour que cette distinction se fasse aisément. 

73^ pROBLÈMB 2. Représenter la surface d'une vis à filet triangulaire. 

CSoncerons dans l'espace un cylindre droite et imaginons qu'un triangle isoscële soit con- 
struit au dehors de ce cylindre^ dans un de ses plans méridiens ^ et de manière que la base 
du triangle coïncide ayec un élément du cylindre. Cela posé, Ggurons-nous que le plan mé- 
ridien prenne un mouvement uniforme de rotation autour de l'axe du cylindre^ et que^ penr 
dant une révolution de ce mouvement^ le triangle^ par un mouvement uniforme de transla- 
tion^ avance dans le sens de l'axe de rotation d'une longueur ^ale à la base; on sait quêtes 
o6tés^aux de ce triangle décriront^ par la combinaison de ces deux mouvemens^ la sur- 
face d'une vis à filet triangulaire. 

Mais il est dair que le sommet de ce même triangle engendrera une hélice^ et que les 
côtés générateurs s'appuyeront sur cette hélice et sur son axe, en faisant toujours le même 
angle avec cet axe \ donc la surface d'une vis à filet triangulaire est de l'espèce des héliçoïdes 
gauches. 

Pl. 59. 736. Soit donc ABGDEF la projection verticale d'une hélice à base circulaire dont jy 
Fig. T. floit l'axe» et soit ar et ad les directions des deux côtés égaux du triangle générateur df une 
vis : les droites ab^ adj rencontreront» sous des angles ^aux» l'axe ty de l'hélice ABCDEF. 
Or» pour pouvoir représenter la surface engendrée par les lignes ar et €idf il fiuidra 
d'abord savoir construire leurs positions diverses. Prenons sur l'hélice donnée un point 
quelconque q^ et cherchons les positions des génératrices qui correspondent k ce point. Pour 
cela» nous remarquerons que le point q est au-dessous du point a» dans le sens de l'axe rf» 
d'une certaine hauteur ; nous porterons cette hauteur de r en « sur l'axe ly \ nous mènerons 
la droite qs^ et cette droite sera la position prise par la génératrice ar^ lorsque le point 
a sera venu en q \ car on sait (727) que tous les points de cette génératrice s'élèvent, d'une 
même hauteur » d'une de ses positions à une autre. . 

Quant à la position qp^ correspondante au point ^»que prendra la génératrice o^» on 
pourra la déterminer par la condition que l'angle de qp avec ry, égale celui de la même 
ligne ty avec qs. 

737. En construisant de même plusieurs élémens ar^ ifx,mo,q8,tUfde la surfieioe de 
lavis» on en déduira le contour zca» correspondant à la portion de surface à laqudle appar- 
tiendront ces élémens. Ce contour sera tangent à l'arc Bstq de l'hélice donnée» et k l'axe ry 
de cette hélice. 

Le contour Jn sera déterminé » de la même manière » par un nombre suffisant de posi- 
tions de ad. 

: 738. Lorsque le point a aura parcouru une révolution entière de l'hélice donnée» il sera 
en </ dans le plan méridien ary : les droites génératrices ab, ad, seront en aVet aV» 
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dans le mime plan qne «6 et orf; par conséquent àdét a'd, se couperont en un point rf, de W. Sg. 
Taréte rentrante de la yis. *^' ' * 

Si Vwï mené par le point q une parallèle à 7y , elle coupera Parc CD de l'hélice donnée 
en un point q'j td qrfen menant les droites q'p^ ^p'y respectirement parallèles à ^s et ^p , 
on aura de noureaux élémens /p, q'p\ de la surface de la vis, dont le premier q'p ren- 
contrera 9p en un point p, de l'arête rentrante dont il s'agit. On pourra , en construisant 
ainsi de nouyeaux points de cette arête, la décrire entièrement; mais comme c'est une hé- 
lice de même pas que l'hélice donnée, on pourra aussi la construire directement dès qu'on 
connaîtra un de ses points d, 

73g. Quoique les yis offrent d'ordinaire une arête rentrante bcdefghi^ il serait possible ^>S* ^^ 
d'en construire qui n'en offrissent pas , et celle dont nous nous occupons serait justement 
dans ce cas, si la base bd^ du triangle générateur abd^ coïncidait avec Paxe ry de l'hélice 
donnée : c^est-à-dire si le rayon du cylindre donné se trouvait nul. 

Pour le prouver, soit (BEF, ahcdefghi)^ une hélice à base circulaire dont la droite ver- 
ticale (A , n) soit l'axe, et menons par cet axe un plan quelconque m'f : ce plan coupera 
une même révolution de l'hélice donnée en deux peints (m', m) , {fyf)* Cela posé, ima- 
ginons que le plan nif prenne un mouvement de rotation autour de l'axe (A, rs), et 
qu'il emporte avec lui la droite (jn'fy mf)f continuellement assujettie & toucher l'hélice 
(BEF,a^£^. . .) suivant deux points opposés de la même révolution : je dis que cette droite 
engendrera une vis sans arête rentrante. 

Nous savons d'abord que la surfoce produite sera de l'espèce de celle des vis; car la 
droite g^ératrice touchera constamment une hélice et son axe, en faisant toujours le même 
angle avec cet axe (728). De plus, on peut remarquer qu'en supposant que la droite gé- 
nératrice se meuve en descendant , le point (m y m') se trouvera en C/,/') , au bout d'une 
demi-révolution du plan méridien, en sorte que la génératrice se trouvera en af: mais si 
l'on considère à la fois les droites mfel af comme génératrices, on verra clairement que la 
partie mu de mfy et la partie tfde afy décrivent la même portion de surface ; donc la sur* 
face qui nous occupe est la même que si l'on faisait mouvoir le triangle tfu le long de l'axe 
(A , rs) et de l'hélice (BEF, aftcrf...). 

Ainsi , la droite,/^ engendre bien la surface entière d'une vis (735) ; et comme le contour 
vxy , d'une portion quelconque de cette surface, ne présente pas d'angle rentrant, il est 
clair que cette vis n'aura paS d'arête rentrante. 

74o. Pour bien donner l'idée du solide qui la forme , coupons-la par le^lan horizontal 
A'B'; on aura pour section la courbe (6CAD, A'ff), qui ne sera autre chose qu'un arc 
d'une sorte de spirale (^) soumise à la loi de ccmtinuité : et si l'on imagine que le point (B, B') 
de cette section se meuve sur l'hélice (BEF, abcd...), en emportant avec lui la section ho- 
rizontale (BCADB, A'fi') , dont le point (A, A') soit toujours sur (A, rs), cette section en- 
gendrera le solide de la vis. 

74 1* Nous ferons encore observer que si l'on supprimait celles des parties de l'héliçoïde 

(*) Ceue spirale est caractérisée par la propriété que, pour cbacnn de ses points, le rayon recteur AM est 
proportionnel k Fangle PAM d^ ce rayon et de Ja ligne iize PAjt. On la connaît sons le nom de spirmit 
d'Archimède. 
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PI. 5$. représenté pi. 58 , qui sont extéri<5ures an cylindre dans lequel est Phélîeé a'h'/^djf'^.^ 
la surface obtenue formerait une vis sans arête rentrante. 

Si l'on pipolongeaitconyenablenient la droite génératrice aLM, ksportioiHdetvrfaeequi 
se terminent aux arcs d'hélice Vfo'fSr\ abkc^ Tiendraient se rencontrer saluant mat 
nouvelle hélice^ qui serait Faréte saillante d'une vis dont Thélice a'b'{/<l. . . serait Taiéte 
rentrante : dans ce cas, le dessus et le dessous du Blet triangulaire appartiendrait a« 
même Iiéli$oïde. En général , ce dessus et ce diessous appartiennent à des héliçoïdes dif ^ 
férens. 

P|- 59. .^42. Exécution de la figure i , pL 69. Nous n'avons représenté' que lei psotics v«ei 
'^' '' des arêtes saillante et rentrante de la vis. Ces parties kavmqktJàj^ CalD , EF , poût l'arête 
saillante; kc^ ^fjgp Â<>pour l'arête rentrants, se terminent aux points o& dles tottohait> 
les contours F^, D^ , «c , AE , /C, rfÂ , des projections de la sur face. 

Nous avons supposé que le filet de la vis ne se prolongeait pas aU-delà des âros be et 
hi de l'arête rentrante, en sorte qu'au-dessus du piremier, et au-dessous du second, <m 
▼oit le cylindre que revêt ce £let. 

l'ig. 1. 743. Exécution de la figure a, pL $9. Les arcs abcdeh\ mn, op, de fliéltoe dsMiée^ 
sont supposés sur la partie antérieure du cylindre BEF, et il s'ensuit que ces ares so«t vus 
jusqu'aux points où ih touchent les contours de la surface > lesquels sont vus mmsî (iSg). 
Toutes les projections des élémens qui aboutil^ent sur les arcs dliélice vus se trouvent né- 
cessairement vues , et ceUes qui aboutissent sur des arcs d'hélice cachés se trouvent né-^ 
cessairement cachées. Les points de séparation des parties vues et cachées se trevirent d'ail- 
leurs sur les contours. Quant à l'axe ( A , rs) , il se trouve évidemment eomposé àé psHka 
^ales alternativement vues et cachées. 

744* Probjlm'mb 3. Représenter une vis àfiUt carré. 
Fig. 3. ^^ ^^^ <™ rectangle dont le côté œ/ soit sur la sur&ce d'un cylindre, et dont le plan 
oioûf {Misse par Taxe du même cylindre. Cela posé, imaginons que ce rectangle se meuve 
de manière à conserver toujours , par rapport k l'axe A6, la position qui vient d'ébre dé- 
finie, et de manière encore que l'un de ses points a décrive une hélice sur le cylindre 
donné: ce cylindre, et le solide engendré par le rectangle , composeront ce qu'on appelle 
tthR Vis à filet carré. 

'fous les points du rectangle abcd déctiront des hélices de même pas; les droites ab^ 
dcj seront toujours perpendiculaires à Taxe du cylindre, et le rencontreront constamment; 
nnsi ces droites se mouvront sur une hélice et sur son axe , en faisant sans cesse un angle 
droit avec cet axe : donc elles engendreront des héliçoides gauches. 

Pour représenter la surface de la vis , on décrira les parties vues des hâices produites 
par les points a , & , c , </; on indiquera les contours du cylindre que renferme le filet pro- 
duit par le rectangle ahcd^ et l'on construira , si l'on veut avoir une rèprésenfatîen bien 
complète, les projections^,^, hi^ etc. , de plusieurs élémens des surfaces gaucbesâa filet. 

745. Nous ferons remarquer en passant, que la génératrice de ces surfaces étant ton* 
jours perpendiculaire à l'axe directeur AB , elle est toujours parallèle au plan borisontai : 
il sait de là que les héliçoides gauches , qui servent à former les vis à filet carré , App^r- 
ticnneiil à l'espèce ^e snriioés gauches que nous avons nommées oonoiides (aao). 
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746. Nous avons Yu, Kt. H, cha^. iv, que lorsqu\ine surface, con- 
stante ou variable de fomié , se meut en restant assujettie à une loi donnée, 
deux positions consécutives de cette surface se coupent suivant une courbe 
appelée caractéristique / que T^nsemble des caractéristiques forme une 
surface particulière qui touche les positions de la surface mobile , chacune, 
suivant une caractéristique , et qu'on donne lé tiom d^enveloppées aux posi- 
tions de la surface génératrice , et celui dî! enveloppe à la surface engendrée. 
Nous avons vu aussi que deux caractéristiques consécutives se tou- 
chent ou se coupent en un point , et que la suite des points de contact ou 
d'intersection, des positions «raccessives de la caractéristique, forme sur 
Tenveloppe une courbe iremarquable , appelée arête de rebroussement y 
qui touche ces positions, et qui se trouve formée par leurs contacts suc- 
cessifs , comme l'enveloppe résulte des contacts successifs des positions fie 
l'enveloppée. Eçifin, nous avon3 v^ que cette arête div^e la surface enve^ 
loppe en deux nappes , Qt nous avons reconnu que ces deux nappes pré- 
sentaient réellspieiit^ sur les héliçoid^es développables (264) , un véritable 
rebi^ussment ', suivant l'arête par laquelle elles se joignent. 
' 747. ïl s'à^ actuellement de prouver que la dénomination d! arête de 
rebroUssement esi juste j c'est-à-dire qu'une telle arête réunit toujours deux 
nappes par un vrai rebrousç^ement. 

CoiiLcevons d'^l^i^d 4{u'âl s'agisse d'une sm^ce développoble , et considé- 
rons .un ATC Afdcjtl'iacête qui Jiéunit les deux nappes de cette surface. 
Ceictamèsr poditrlQPns E,.E', E'', E'";. ., de la caractéristique se rencon- 
treront deux àrtleux suivant les points d,e Tare A : nommons ces points^ 
k f k, k'^ k!"y . . . , et supposons que le premier soit l'intjersection de E 
avec EV^ê|^seci^d celle, de E' et E% et ainsi de suite. Cela posé, imagi- 
nons iparj le. point A:, une droite /7 perpendiculaire au plaji des élémçns 
il c^ £^^ jpar la cpottf t ^4^ -une droite p\ perpendîoulaiTO au plaiji des élémens^ 
F^et E"> et lEunâ dé Buite. Toutes le» dettes /r^/, //, etc. ,• fermeront une 
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surface I normale à la surface donnée suivant Tare A; or, les droites 
E, E', E' . . . , tangentes à l'arc A , seront en général tout entières d'un même 
côté de cet arc : donc la surface développable n'entrera pas dans la sor&ce 
normale ; donc les deux nappes qui la forment présenteront , suivantrarc A| 
un véritable rebrousse ment. 

748. Concevons maintenant qu'il s'agisse d'une enveloppe quelconque, 
et menons par les points de l'arête suivant laquelle se réunissent les 
deux nappes des tangentes aux caractéristiques : ces tangentes toucheront 
aussi cette arête ; donc elles formeront une surface développable (260). 
Donc j d'après ce qui vient d'être démontré, l'arête suivant laquelle se réa- 
niront les deux nappes de l'enveloppe donnée sera une véritable arête de 
rebroussement de la surface développable. Mais chaque nappe de cette 
surface sera tangente à une nappe de la surface enveloppe ; donc puisque 
les nappes de la surface développable offrent un rebroussement^ celles 
de l'enveloppe donnée en présenteront pareillement un. Donc enfin, la 
dénomination d'arête de rebroussen^ent est tout-à-£iit exacte. 

i 

I 749' Quoique les démonstrations précédôntes aient toute la rigueur poMible, le rehrovs* 

I sèment produit par la génération d'une surface enreloppe, que l'on peut imaginer décrite 

par le mouvement de sa caractéristiquei est toujours une espèce de phénomène géométrique 
dont on se rend dilEcileraent compte. D'après cela , il ne sera pa3 inutile de faire coniiaitre 
quelques surfaces qui présentent des arêtes de rebroussement 

Nous choisirons nos exemples parmi les surfaces engendrées par le mouTement d'une 
sphère constante de rajon fdont le centre suit une courbe plane et horizontale. Ces snrâoes 
sont du nombre de celles qu'on appelle surfaces des canaux. 
PI. 60. .j5o. Soit ABC une courbe horizontale située dans le plan de la figure. Prenons œCle 
^^' '• courbe pour directrice du centre d'une sphère dont le rayon soit DE. Il est érident quo 
deux positions consécutives de la sphère mobile se couperont suivant un de ses grands 
cercles, et que le plan de ce cercle sera vertical et aura pour projection une droite nor- 
male à la courbe ARC. 

D'après cela, si nous menons à cette courbe une suite de normales telles que DQi et que 
nous prenions, de part et d'autre de ABC > lés longueurs DE, DP, égales au rayon de la 
sphère mobile, la partie P£; de chacune de ces normales, sera la projection d'une caracté- 
ristique. Si donc on construit de la même manière d'autres projections SSL , TI^ZW fPq i 
ca^lŒ^ KY^ etc., des caractéristiques, et qu'on mène les lignes KUE» LMNO , pesligoei 
seront les contours de la projection de l'enveloppe. 

75 1. Soit QFGH la développée de ABC , et conce?ons par cette développée un cylindre 
vertical. Chaque plan IT, d'une caractéristique, touchera le cylindre QFG6 suivant on 
élément vertical m de ce cylindre, et en général le plan de la caractéristique IT- ,etedn' 
de la caractéristique consécutive» se croiseront suivant l'élément m. Mais cescaractérîstiqnei 
situées sur une n^ème enveloppée sphérique, ae couperont ou se toucheroiit ep deux poki\i 
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de Taréte de rdbroussement , lesquels points seront nécessairement sur le même élément m, PI. 60, 
et se projetèrent par conséquent en m. Nous poserons donc en principe que les points '^'S* '' 
de l'arête de rebroussement ne seront autre chose que ceux suivant lesquels lès caracté- 
ristiques SM , TI, ZW , etc., touchent le cylindre QFGH. 

752. Et comme il y a des caractéristiques, telles que P£, qui ne s'étendent pas jusqu'à ce 
cylindre, c'est»à*dire jusqu'à l'élément de contact Q, ces caractéristiques ne présenteront 
pas de points de l'arête de rebroussement II est visible en effet que chacune d'elles ne coupe 
ni celle qui la précède , ni celle qui la suit. 

753. Pour bien concevoir la forme de cette arête, imaginons que l'enveloppe soit pro- 
duite par sa caractéristique; c'est-à-dire par le mouvement d'un cercle dont le centre suive 
la courbe ABC, dont le plan soit toujours normal à cette courbe, et dont le rayon soit égal 
à DE. Supposons que ce cerclé marche dans le sens ABC-, il est clair que parmi les positions 
de la caractéristique mobile, la première qui donnera quelque point de l'arête de rebrous- 
sement sera celle dont la projection SM touche la développée QFGH en un point M, tel 
que y M égale le rayon donné DE. Il est clair également que cette position ne donnera 
qu'un point de cette arête, que les positions suivantes en donneront deux, jusqu'à la 
position XN qui n'en donnera qu'uù, et qu'enfin , toutes les autres positions n'en donne- 
ront plus. 

Kous conclurons de là que l'arête de rebroussement formée par les contacts successifs de 
la caractéristique, et du cylindre QFGH, se compose de deux branches, qui ont pour pro- 
jection commune une ligne MmGi»N. 

754. Chacune des caractéristiques comprises entre SAI et XN est divisée par Tarête de 
rebroussement en deux parties, l'une Tm qui appartient à l'une des nappes de la surface; 
l'autre ml qui appartient à l'autre nappe. D'où l'on voit que l'une de ces nappes a pour 
contour de sa projection les lignes KUE, LM, NO, et la projection MmGnl^ de l'arête de 
rebroussement; et l'autre nappe, cette même projection M/TiGnN, et la partie N^WM du 
contour LMNO. 

755. Au lieu d'assujettir la génératrice PDE à suivre la courbe ABC, on peut encore 
imaginer que le plan QDE, qui la contient, soit seulement assujetti à rouler , sans glisser , 
sur le cylindre QFGH; car la génératrice prendra, dans les deux cas, absolument le même 
mouvement. 

Concevons que toutes les verticales qui composent le plan QDE soient autant de char- 
nières, et imaginons, i®. qu'il s'enroule sur le cylindre QFG, en se pliant successivement 
autour des charnières verticales , jusqu'à ce que le cercle générateur ait pris la position 
MmGU; 2**. que la partie enroulée M/itG de ce cercle se déroule, à partir du point M , 
pour occuper successivement les positions Gml, G*W, Grgr, Gna, G/jN; S*», enfin, que 
le plan mobile, ainsi plié sur UGnN, reprenne son mouvement , en continuant de s'énrou' 
1er sur QFGH, c^est-à-dire en se déroulant d'autour de GNH.Dans ces mouvemens , la par- 
tie mc^ile du cercle P£ décrira la même surface que si le plan PQE était rigide; car 
la partie enroulée ne pourra changer en rien le mouvement de la partie non enroulée : 
donc le cercle PE engendrera l'enveloppe. 

756. Mais il est clair que la partie PR , du cercle PE, s'appliquera sur le cylindre QFGH 
suivant tous les points oii les caractéristiques le touchent , ou , ce qui revient au même, 

37 
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ne», iiàyairt M prôte d» PMJto Je i lin mwa^mt ; doao oMe meta i^ot MttM <AoiftqM h 
Fi^ t. |tvtMPBd««enl«PE,eBr<)uUed'abarara«hiiH,«tai*ttaeBOnN,iwlteyliQâr«riGB. 
IVtprè«crift|OaâolteoD«oToirp«rf«iteineilt kJbrnudePMéti^ nAroantawsl , M fM 
remarquera qu'elle a elle-même i«vk pvibts d> ralironMaacat prt^eUi e& G. 

fS^. IlMtbiw fiÉoiIed'aillearti<lepnMiT«r,pau cet noD^partie^Mr, que l'arête 
pr«}fllé«fta MaiGiin Mtoiie Téritalile arête de isfaroiuasueitt En effiit , ebaque point de 
k partie PR de la caraMâriitîqus déof it éTidentintat noc défelappanta Imno de QFGH , 
laquelle d^loppantepréKntedenxpoiat8metndatdnmineme&t;or,l« brasc^iei Im, 
ttoi appartienneat i)IagrandeM(^del'«iTeloppe,ethlraacfaemMàlapetite!d'o&l'oa 
voit qiM<MS deu nappea lont Donnalea Bnivantl'aréte de rdiroasBement k la tM-faoe cjiin- 
driqoeQFGH. 

758. Neda ieronaràsertcTanpaMAitqiMl'enTdopfMdant n(n>9,*enoiitdeniMuoocttper 
préaettta une ligne flinguliira , projette en Gx , wiTant laquelle m oonpent devx parties de 
H n^lpe pTinoîpal*. 

jBg. ^aminOnj nn autre exemple, IHÛ encore dana le genre de aorfacei qn'on appelle 
Fig. 1. surfànét det oanaum. Soit ABC la spirale dénloppante d'un fierole DBË , et r utt c ewi i 
qn'nnesplikrc^dout le rayon aoïtFG, se neuve de manière qne nn oestre avive toKJooi* h 
spirale ABC. Il est clair que deux positions consécutives de cette surface se couperont aaK 
vant na oerole GH, dont le œutre F aeta sur ABC, et dont le plan, normal à celle directrice , 
sera vorticiJ, et tangent an oylindre qui aurait pour baieDBE et pour éUmeni dea vcrtiodaK 

^60. Il suit de là que si l'on &it mouvoir le cercla OU , de Mianiticqa'il satisfaïae OM- 
atamneat ï. la condition d'avoir son centre aur ABC, et son plan Donnai à cetu oonrlic^ il len- 
gendrera f enveloppe dont notu nous occupons 1 or» denx positions eoniëoativcs dnpIanGH 
de la caractéristique se oouperont suivant mu élément D du cylindre DBE ; d'oà l'on vmt 
que l*ar£te de rebronsaement de l'^iveloppe sera nécessairement sur ce cylindre. Etsi l'on 
oonçoît que les vertîcalM qui composent le plan DG soient autant de charnières , et qn'oa 
enroule ce plan surle cjlindreDBE, il est évident que dans le mouvement qu'éprouvera 
la oaraotéristique GH , elle ne quittera pas là surface de l'envdoppe , et qu'elle viendra 
Rappliquer surle cylindre DBE suivant uneoouriie,pro^t^horitDDtalemflntenlBL, qui 
aéra l'arête de rebrousaeraent. 

761. Mais cbaquepoint de la caractéristique engendre une spirale horiïontale GKLM, 
qu i vient rencontrer en un point L le cylindre DBE , et dont les deux brandus GKL, LM, 
•ont nMioales à ce cylindre en ce point. D'après cda , il est évident qae l'enveloppe a deux 
nappes, l'une composée des branches GQL, RS, AFB, OV, HHI, etc., dea spirales 
boriaontalesde la surface, et l'autretdesbranchesLH, SX, BC, VX, lQO',0tc,dcs mènes 
qtiraletj que ces deux nappée vienbent le toudwr suivant l'arête de nJmnissematlBL, 
et qu'elles sont l'une et l'autre normales an cylindre DBL suivant les points de cette arête. 

761, II semble qœ nous aurions pu choisir , pour familiariser le lectenr avec las arêtes 
de rebrouasement , sn exemple plus usuel queles deux précédens, c'est celui d'noesnrface 
«ooiqpfk Sa «Set) «n c6ne est i'eDvel<q>pc d'un plan nadbile suivant une ces-taine loi ; sel 
élémens sont les caraclcrisliquesde celte emcloppe , et son sommet, qui est le lîmidesin- 
lt^onséotttives ou des contacts consécutifs des élémens, est une arête de rabroue 
e sontmet d'un cùnc présente quel<jue analogie avec lai U*Mes de 
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£»«^^AU dehors d^ l^qndU^ «Uq« «|iç(4 ^ctuài^i en foipi^ gfiQ ^'ç^epu^e 4h c^, k^ 
4'ôtre BTppre 4 ^slftl^rçÎT lâ th^Of.ÎQ Ql^i ^QS ocçu|^^ a besoin lui-même d'être éc^rcir 

763. Soit LM une droite assujettie k se mouToir sur Iliénce MSfOPQ...^ e^ sur Taxe IK^ 4^ P^* ^ 
manière à couper toujours cet axe sous un angte constant projeté en ILM. La surface j>ro* 
duite sera l'héliçoïde gauche examiné précédemment (7^4)- ^^* pesé> eMee^fons qu'itR 
p|a^ ji^ Tmwfç àm^ l'esp^^ ^ jf^hv^k tPHober ^uîopws cet béliçoïdQ iu;^iY^9(t un point 
dç }9 diri^riçeIV|]yOPQ. . .-, l'euyçIppBe produite par le mQuyeKaeat de ce plan siéra une 
surface déyeloppable ; l'angle de l'enveloppée et de l'axe IÇ. sera constant ^ toutes les carac 
tcristiques seront placées de la même maijiiëre par rapport h cet axe^ et la courbe suivant 
laquelle elles se couperont sera une hélice de même pas que MNOPQ... < 4oae VeipFeloppe 
engendrée sera un héliçoïde développable (a65). Doi^e «cite enveloppe préttotenv deos 
nappes distinctes, qai se réuniront par »n vérita}>I« vcbroussiapi^^t (^^4)- 

O^i si ('of| (maginf ^ai^ l'anflç )I^^ de la g^és^ét^tfifip 4e l'héjiçpïdf gsjocjip f vee l'^^ie 
îït f reste constant, et qup Iç pas d^ TWliçe MNOPQ, ^ . 4^vî|SBiie nul, cette hélice se 
changera en un cercle > dont le rayon sera la perpendiculaire ababsée du poin^ M sur 
l'axp IK; l'hélice arête de rebroussement de la surface développable se contractera en un 
point de cet axe, et Penvdoppe prcKluite par le mouvement du pian mobSene sera autre 
chose qu'un e^ne ayant c6 peint pour sommet et poiir base le cercle passait par ia point 
M. jyob nous iCoaqiurDns que le aommet d'ii» cùmB .est Men une iinHe40 r^fnneiamt; 
^G^^émm\^e jfr^9ef^h fi^giiUtr^^é 4'ê^ (TO^^^tée en ^^ seul pi>iiit 

Hqu^ n^ pofis 4tep4rp|is pas 4^v9nla|p $iir (a jthéoriç 4^ s^fi^q^ finyfàofffis, ce çjuî 
précède la fera sans doute suffissltnment cQnn^itre. 

CHAPITRE III. 

Des Um§ente$ , de9 rayons de courbure , et des déi^elopp^es des 

lignes courbes. 

764* JùN trakwt des l%»ifs$ ewrbes dans le Uvre P% qous avops 44 Ui^^ 
ineom^det tout ce €fai exigeait des diéories que nous ne poiivioiis pM encore 
exposer. Nous allons rerenir ici snr ces lignes , et après aroir vÀola les 
problèmes que présente la quesFtiou des tangentes , nous nous occuperons des 
rayons de courbure et des développées des lignes courbes. 

765. DESTANGJ6aSfT|;§e»yA.d4wleUyr^l"4(W»^^^^ 
que OMS &Wou pas vésolnea ^ l^wMmkà^m^a^nlk^ifi^jMkMm 

37.. 
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oonnne^ par un point donné sur cette courbe (94) f Tautre de trouver le 
point de contact d'une tangente et de la courbe qu'elle touche ^ en suppo- 
sant cette tangente menée par des considérations quelconques (108). La 
théorie des plans tangens aux surfaces gauches va nous donner le moyen 
de les résoudre toutes les deux . 

766. Problème i'". Une ligne courbe quelconque ^ soumise ou non à 
la loi de continuité j étant donnée as>ecunde ses points , mener par ce point 
une tangente à cette courbe. 

Imaginons que l'on mène deux droites quelconques dans l'espace^ et que 
l'on prenne ces deux droites, et la courbe donnée , pour directrices d'une 
surface gauche : on saura mener par le point donné un plan tangent à cette 
surface (697). Mais ce plan contiendra la tangente cherchée; si donc cette 
courbe est plane , l'intersection de son plan avec le plan tangent sera la tan- 
gente demandée. 

Si cette même courbe n'est pas plane , on pourra mener deux nouvelles 
droites dans l'espace ; on les prendra avec la courbe donnée pour direc- 
trices d'une nouvelle surface gauche; on mènera par le point donné im 
plan tangent à cette surface , ce plan contiendra aussi la tangente demandée : 
donc cette tangente sera l'intersection des deux plans tangens construits. 

Cette belle solution est de M. Hachette. 

767. Pour l'appliquer avec quelque facilité, on pourra^ pour chaque surface gauche 
auxiliaire 9 substituer un plan directeur à l'une des directrices droites menées arbitraire- 
ment dans l'espace; les surfaces auxiliaires deviendront des conoïdes , et les constructions 
seront beaucoup plus simples. C'est ce qu'un exemple Ta développer. 
PI. 6r. 768. Soit (A.BC , A'B'C) une courbe quelconque à laquelle on veut mener une tangente 
parle point (B,B'). 

Nous allons faire passer par cette courbe deux conoïdes auxiliaires, nous leur mènerons 
dqs plans tangens , par la méthode exposée n® 33o , et l'intersection de ces plans sera 
la tangente demandée. 

Prenons la droite DE, située dans le plan vertical , pour directrice du premier conoîde, 
et supposons que sa génératrice se meuve parallèlement au plan borisontal. L'élément du 
oonoïde, correspondant au point (B, B') , sera celui dont la projection horizontale est DB,' 
et dont la projection verticale est la droite D'B', parallèle à la ligne de terre. Par cet élé- 
ment, menons un plan quelconque (GF, FD')',il coupera le conoïde suivant une courbe, 
et l'on sait qu'il le touchera au point où cette courbe et l'élément (DB, D'B') se rencontre- 
ront (245). On va voir que pour résoudre le problème proposé , il ne sera pas nécessaire 
d'avoir les deux projections de cette courbe. 

Menons, au-dessus et au-dessous de l'élément (OB, D'B') , une suite de plans horiio&taux 
m'x, Tfiy\o'% jjlw\ etc.; ces plans couperont les surfaces du conoïde et du plan (GF^FD") 
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suivaut des droites (mr, m'x') et (Dx, ûT*'), (ns , n'y') et (Dy, dy) , (o^, o'z) et (D« , c£V) , PL «' 
(pUfp'ié/) et (Df^y oTm/) , etc. , qui se couperont deux à deux sulyant des points de Tinter- 
section de ces surfaces. Mais ces points seront projetés horizontalement en r, s, t, Uj etc.; si 
donc on mène la courbe ratii y le point K, oii elle coupera la droite DB, sera la projection 
horizontale du point où le plan (GF, FD^ touche le conoïde. 

Pour opérer le plus simplement possible , on mènera par ce point de contact projeté en 
K, et dans le plan (GF, FD'), une droite projetée en KH, parallèle au plan i^ertical , et 
l'on prendra cette droite, et la droite (D, DE) , pour directrices d'un paraboloïde h}'perbo- 
lique ^yant pour plan directeur le plan horizontaL Ce paraboloïde sera tangent au co- 
noïde en K et en (D , D') , et conséquemment tout le long de l'élément (BD, BD') (696). 
Ainsi, en menant par le point (B, B') un plan tangent au paraboloïde, ce plan touchera 
le conoïde et contiendra la tangente demandée. 

La droitiB KH étant située dans le plan (GF, FD^) perce en H le plan horizontal; donc 
la droite DH, située dans ce dernier plan, est un élément du paraboloïde. Menons par le 
point (B , K] le plan BI parallèle aux deux directrices RH, (D, DE) ; il coupera les élémens 
(BD, B'D') et DH en deux points (B, B') et I, qui appartiendront à l'élément de la seconde 
génération du paraboloïde (225). Or, cet élément est dans le plan tangent en (B, B'); 
donc ce plan aura pour trace horizontale la droite MO , menée par la trace I de l'élément 
de la seconde génération , parallèlement k BD : et comme sa trace verticale 019' doit con^ 
tenir le point D', ce plan (MO , ON') sera entièrement déterminé. 

Prenons pour second conoïde auxiliaire celui qui est engendré par une droite , toujours 
parallèle au plan yertical de projection , et assujettie à toucher constamment la courbe 
donnée (ABC , A'B'C) et la droite horizontale (LL', L'). On mènera par le point donné 
(B, B') , l'élément (LB, L'B') du conoïde; on fera passer par cet élément un plan quelcon- 
que (LP, PQ); on cherchera la projection verticale abhfh de l'intersection de ce plan avec 
le conoïde, cette ligne aibhfhy et la droite L'B', se couperont en un point ir, et ce point sera 
la projection verticale du point où le plan (LP, PQ) touche le conoïde. 

Par le point h, ainsi construit, on mènera la droite i&R parallèle à la ligne de terre; elle 
coupera la trace PQ du plan (Lf, PQ) en un point R; on prendra la droite menée par le 
point de contact projeté en i&, et par le point R du plan vertical, pour directrice d'un pa- 
raboloïde hyperbolique ayant pour plan directeur le plan vertical , et pour seconde di- 
rectrice la droite (IXi^ L') : ce givt^aboloïde touchera le conoïde tout le long de l'élément 
(LB, L'B'); ainsi le plan tangent en (B, B'), au paraboloïde, touchera le conoïde au 
même point (B, B'j. Pour avoir ce plan, on mènera par le point B' un plan B'S, parallèle 
aux deux directrices du paraboloïde; il coupera les élémens (LB, L'B'), (L'P, L'S), en 
deux points (B, B') et S, qui détermineront l'élément de la seconde génération correspon- 
dant au point (B, B'). Par cet élément et par (LB , L'B') on mènera le plan (LT , TN'), et 
ce plan , tangent en (B, B') au second conoïde auxiliaire, contiendra la tangente demandée. ^ 

Enfin connaissant les deux plans (MO, ON') , (MT, TN'), on construira leur intersec- 
tion (MN, oN'), et cette intersection sera la ligne droite tangente en (B, B') à la courbe 
donnée. 

769. Pour que cette tangente soit bien menée , il faut principalement que les points^K 
et h soient exactement déterminés. Cela exige que l'on constmise les lignes ^<i^« abkfh^ 
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^mmHeff*aàèét»aim,».tnqvVm cooiuiaw bi» lev fonnfl ginAnla,«tqirfdkp«SMi 
wrrir à unii^ Ici Ugini errevri qui poorraicat d^ran^ Mwiblenaat la pfftH'w ém 
patiU «> <K<, M/^ Mir lofqvels «ont les pointa K «t ifr. 

77a.Lepf ocM^ qne Ton rient d'eiposer est d^m emploi péniUe, i eantedn gnarf «aakBe 
de lignes qa'il exige; toatefois il leraît ansai exact, eatre les main* des pr 
qae les astres méthodes graphîqnes qi^ils enploimit {foyta la IVote 8, n^ 918.) 

Mus^lest principalement sous le rapport de la Géométrie spéculatne qw M. I~ 
a midn on grand ier¥Îee A la science, parce que la proposition qa'tl a tfocrréen 
laeueo& la Géométrie empruntait nécessairement le seeoors de l'Ànal^M, tmat p*V 
atener des tangentes anx lignes , et des plans tangeni anx surfaces , qœ pom- «blenW ki 
rayons de cAnrbure et les ddTeloppées des lignes cotirfaes (iwj'm la nsite de ee t 



7^1. Problbmb 2. Une courbe ayant été ù-aci* ifuat nuxrdèrequelconqjui.etlaiErwc-' 
tion d'ana dt ses tangentes étant donnée , on demande le point de contact de cette tangente. 

Pour résoudre ce problème^ on mènera dans l'espace uns droite dirigée dans vn ■»• 
tris diSurent de celui de la tangente donnée j on imaginera qu'un conoïde passe par cette 
droite et par la courbe donnée ; on prendra ensuite sur o«tt« courbe un nombre saffisaut 
de points, par chacun desquels on mènera un élément du conoïde et une parallèle k la 
tangente doanée ; par chacun des élémcns obtenus, et par la parallèle correspondante, <m 
mènera un plan, et l'on construira le point oîi il touchera k conoïde Ca45]- La suite 
des points de contact, ainsi déterminés, formera sur le conoïde une ligne, qui ooiqpv* 
évidemment la courbe donnée suivant le point demandé. 

77a. DES RAYONS DE œURBURE des Rgnes courbes. Juscpi'iâ nous 
it'avoiu guère parlé que des rayons de courbure des ligues planes (97-106); 
oouH «lions à présent considérer ces rayons plus spécnlemeut par nppoit 
aux courbes à double courlwre. 

Pour une courbe plane » c^tpe raym de conrfcore est eoBpc par eelui 
<|ui U précède , et par celui qui le suit , snÎTant deux centres de conAufe , 
ut ta suite de ces centres est la développée de cette courbe. Q n'en est pat 
aiusi pour une courbe à double courbuie; car deux centres de courbure 
coiuéciiti^ metn sont dam deux plans osculateurs consécutifs mAB, hSC, 
qui corre^ondeut k trois éléraens A, B, C , de la courbe , et qû seai 
taU que ai la droite qne détra-mineat ces denx centees , était normale > 
iwtto courbe, elle le serait suivant l'élément B : or, cet élément et cette 
tionnale détermineraient le plan osculateur qui passe par A et B; 1ç même 
tfitimant B et la même noraaale détermiueraieat le plan osculateur qui passe 
^ U it C ; donc ces deux plans osculateurs se con&mdraieat , ce qui ne 
miul iirplver en général que dans le cas d'une courbe plane. 

! les normales /nm', nn', ot/, pp', etc. , d'aoe courbe à 
DE. . . . , menées par les centres m, n, o, p, etc.. 
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àm mrclei oicizkitafBfs de cette courbe^ ne sont pas deux à deux dans k 
nième plan; doM lu surface qu'elles forment est une surface gauche (214)* 

773. Ainsi, toutes les courbes possibles n'ont Téritablement qu'une seule 
courbure en cbacun de leurs points ; et sous ce rapport les courbes planes 
ne diffèrent des courbes à double courbure qu en ce que les premières ont 
toutes leurs courbures dans le même plan , et que le plaa des courbures 
des dernières varie continuellement. 

D 'après cela , deux courbures consëcutîves des courbes & double cour^ 
bure n'étant pas dans tin même plan , on pourrait donner à ces courbes le 
nom de courbes gauches (*) , comme on nomme surfaces gauches les 
surfaces produites par une droite mobile dont deux positions consécutives 
ne sont pas dans le même plan. 

774* Maintenant y quelle que toit une ligne courbe, on remarquera, i^* que le ttijoa 
de courbure qui correspond à chacun de ses points se troure toujours détenniné par 
l'angle infiniment petit des deux plans normaux consécutifs qui correspondent à ce point : 
nous donnons a cet angle le nom à^angk de courbure (98) \ 2^ que ce qui fait qu'une 
courbe non plane ^ ou comme <m dit i double courbure , cbang/e de plan à cbaque élé* 
ment, est, oonune en doit le sentir et comme on le Terra dairement tout à Fbenre, une 
sorte de torsion ée ses âémens les uns autour des autres, torsion qui est déterminée par 
l'angle infiniment petit des deux plans osculateurs coassécutifs : nous nommerons œt an* 
^e, angde de torsion {^*). 

775. Cda posé, soitV une courbe k double courbure; supposons- la dÎTisée en élémeas 
égaux et infiniment petits a, b^c, dy etc. ; soient ▲ , B , €^ etc. , ses centres de courbure , 
le premier A correspondant aux élémens a et & , le second B correspondant aux élémctts 
6 et c, etc. , et demandona-oous comment il faudrait plier une ligne droite L , divisée 
en élémens infiniment petits a', b', t/, «T , etc. , égaux à l'élément a , pour que cette ligne 
plût coïncider avec la courbe V, 

lyabord noua plierons les élémens ^, b'y o', df^, etc. , de la droite ilexible L , autour des 
extrémités les uns des autres, de manière que cette droite se change en une courbe V^ 
dont les centres de courbure A', B', C, etc. , soient placés par rapport aux élémens a\ 
y, c',d!, etc.^ comme les centres A, B, C, etc., aont placés par rapport aux élémens res- 
pectifs a, 6, c, dy etc.: c'est^-dire que les deux courbes V et V auront respectivement 



{*) Le moi g€Ui€he o^ pas agvëaUe k i'oreilk ; m$m il esc cssentidicn Gécnrtrie, et il domic |)arfaite- 
mflot l'idée tju^il doit donner. 

La dénomination de courbe à double courbure est non*seuleoient longue, désagréable et eaiBarrassautc, 
mais elle donne encore IMdée spécieuse et fausse de deux conrbnres qui nVxistent pas : il serait h désirer qu*on 
cessât de remployer. 

<**) On Vm MMei <Ê9mmé ^mmgU dê^fietcien , M Vêmfijit de ee o r b wr e mtgl^ée to n t ing e n ce. Vt>y« sur cfs 
dénominations la ooia do a« 776. 
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les mêmes atigles de courbure , et par cooséquent les mêmes rayons de ooarbiire. 

Ensuite, sans changer rien aux courbes Y et Y^ nous pourrons superposer les élémens 
â et h\ et le centre de courbure A' qui leur correspond, sur leurs analogues aj i et 
A I de la courbe Y. Cela fait, il s'agira de sayoir comment il faut plier Pélânent il ^ au- 
tour du point par lequel il s'unit à l'élément h\ pour qu'il vienne coïncider ayec rélément 
c. Or y l'élément c fait ayec l'élément h prolongé un angle égal à l'angle de oourbure 
de 6 et c, et toutes les droites qui partent de l'extrémité de l'élément h^ et qui s'écartent 
de cet élément sous ce même angle, for ment, une petite surface conique droite dontPé- 
lément e fait partie : si donc on fait mouyoir le plan des deux élémens U ^c ^ du point 
B", autour de l'élément h qui coïncide ayec h\ l'élément c' ne quittera pas cette petile 
surface conique, et il yiendra coïncider ayec l'élément c, lorsque le plan des élémens V et 
c fera ayec celui des élémens ci et h\ l'angle de torsion qui correspond aux élémens a 
et h d'une part, 6 et c d'autre part. Les trois élémens a', V y c'y coïncidant ayec a,b,Cy 
et les centres A' et B' ayec A et B , on amènera de même l'élément cF sur l'élément d, 
et en même temps le centre C sur le centre C, en faisant tourner le plan des élémens 
c' et d' autour de l'élément c, confondu ayec c\ jusqu'à ce que le plan de c' et d^ fiàsse 
ayec celui de b' et o' , l'angle de torsion correspondant aux élémens b et c, d'une part', 
c et d, d'autre part 

On continuerait de la même manière pour amener la courbe Y' à coïncider dans toute 
son étendue ayec la courbe Y *, et l'on yoit que cbaque élément de Y' éprouverait un petit 
mouyement^e torsion ( voyez la note ci-apris) autour de l'élément précédent , et que 
ce mouvement, par un déplacement infiniment petit, porterait le centre de courbure cor- 
respondant , du plan osculateur précédent dans le plan osculateur suivant. 

Il est clair que c'est en vertu de ces déplacemens successifs des centres de courbure A' 
B'i C, etc. , que les normales de la courbe Y', qui étaient rencontrées chacune par la 
normale précédente et par la normale suivante, ne le sont plus pour la courbe Y, et for- 
ment une surface gauche (772). 

De même qu'on obtient la courbe Y au moyen de la courbe Y', on pourrait obtenir 
aussi la courbe Y' au moyen de la courbe Y. Pour cela, il ne s'agirait que de développer 
la surface développable qui a pour arête de rebroussement la courbe Y. Dans ce dévelop- 
pement , les élémeus de la courbe Y é^ouveraient des torsions infiniment petites; les 
angles de courbure ne changeraient pas, parce que chaque élément décrirait une surÛK)e 
conique autour de l'élément précédent; les centres de courbure A, B, C, etc., viendraient 
se placer par la réduction des angles successifs de torsion à séro , dans le plan du déve- 
loppement , et la transformée de la courbe Y serait la courbe Y^ 

776. Enfin il est évident que , sans changer les angles de courbure, on peut former avec 
la courbe Y, en changeant la loi des angles de torsion, une infinité de courbes k double 
courbure et une courbe plane Y'. De même avec la courbe Y\ et au moyen de torsions 
qui feront de ses normales une surface gauche , on pourra former une infinité d'autres 
courbes. D'où l'on voit que les angles de courbure et les angles de torsion sont des angles 
indépendant {*). 



■^■"'•T' 



[*') D'après ce qa'on vieai'de voir , les déQominations à*angle de courbure te à*angie'de toreion, pt- 
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777. Pmoblàms i''. ÉianC donnée une courbe à double courbure y, et un point P de 
cette courbe j on demande le plan osculaieur qui correspond à ce point. 

Pour résoudre c^te question^ on prendra plusieurs points sut la courbe; par ces pointai 
et par le point P , on mènera (es tangentes correspondantes (766) ; on déterminera les 
points où elles perceront l'un des plans de projection , le plan horizontal par eiemple , 
et Ton décrira la trace T^ qui sera le lieu de ces points. Cela fait^ p étant le point où la 
tangente en P perce le plan horizontal, on mènera par le point/) une tangente 6 à la 
courbe T, et le plan qui passera par cette tangente et par le point P sera le plan oscu- 
lateur demandé. En effet y les tangentes menées à la courbe donnée seront les élémens de 
la surface dcreloppable dont cette courbe serait l'arête de rebroussement (260), et le plan 
mené par la tangente 6 et par le point P sera Fenveloppée correspondante à ce points 

778. Pjt0B£>SM£ 2. Ét€uit donnée une courbe quelconque et un de ses points ^ on de- pj. 63. 
mande le rayon de courhure qui correspond à ce point. Fig* 9* 

On commencera par déterminer le plan osculateur correspondant au point donné ^(777)» 
et l'on construira sur ce plan la projection cmnoz , de la 4X>urbe donnée. On prendra en- 
suite plusieurs points sur cette projection ; par ces points on mènera les normales corres- 
pondantes à la même projection; on décrira la développée UOG qu'elles détermineront; 
enfin on construira (771) le point O, où la normale nO, correspondante au point donné 
n f touchera la courbe UOG , et la partie nO de oette normale sera le rayon de courbure 
cherché. 

Pour le démontrer y soient mn et tio les deux élémens infiniment petits, de la courbe 
donnée , par lesquels passe le plan osculateur qui sert de plan de projection , et élevons 
par les milieux de ces élémens les droites c£, yi', qui leur sont perpendiculaires ; on sait 
que ces droites se couperont au centre de courbure de l'arc mno^ mais il est clair qu'elles 



rattroDt natorelles. Eln effet, en pliant nne ligne en nn point, on lui fait rabir «ne flexion, qni n'est antre 
chose qn*nne conrbnre, quand la iiezion est infiniment petite et que les points voisias en éproutent d'an»- 
lognes ; et lorsque sans rien changer aux démens conséentifs a, b,Cyd,,.. m et /i, de cette ligne, et -sans faire 
varier l'angle des deux élëmens m et a, on change le plan de ces élémens, c'est par nne véritable torsion de 
Télément n autour de rëlémeni m. 

Ces dénominations ont d'ailleurs Tavantage de conduire li-la propriété qui distingue les courbes non planes 
des courbes planes , et qui consiste en ce que les premières présentent en chaque point one courbure et une 
torsion , tandis que les dernières ne présentent que des courbures. 

Le nom d'angle de flexion donné à celui que nous appelons l'angle de torsion , a le défaut de s'appliquer 
naturellement à Taugle de courbure. D'un autre côté, si Ton courbe le plan d'une ligne P autour des nor« 
maies consécutives de cette ligne, la ligne P se changera en nne antre ligne Q, dont la première sera la trans- 
formée (4^6) r or dans cette opération , le plan de deux normales consécutives aura subi une véritable flexion 
autour de chacune d'elles ; les angles de ce plan avec ses ^poisins seront donc des angles de flexion corrcspon* 
dans kdes élémens de la courbe Q. Donc on sera induit en erreur, si l'on adopte le nom d'angle de flexion 
pour les angles de torsion ; car ce nom' s'appliquera naturellement h la courbe Q , et ne devra cependant s^en- 
tendre que de Taréte de rebroussement de la surface développable formée en courbant le plan de la ligne P. 

I^ous remarquerons, en passant , qu'en courbant ce pbn on a augmenté les angles de courbure de la ligne P; 
et comme elle a ses angles de torsion nuis, les courbes P et Q diffèrent *entièfeiDentr et par rappirt aux 
angles de coucbnre, et par rapport aux angles de torsion. 

38 



3oo LIVRE VI. COMPLÉME.ST. 

PI. fn. gg^g^, paisqu'elles sont les prolongemens des ëlëmens de cette cotirbe. Tfe 
'^' ^ plus, si Ton conçoit que la première Âg- tourne autour de OP, comme axe, 
pour venir s'appliquer sur la suivante A' g, elle naura pas cesse d'être 
tangente à la courbe gg'^'; et son extrémité A , après avoir parcouru l'arc 
AÂ', se confondra avec l'extrémité A' de la seconde» Que l'on fasse de 
même tourner la seconde ligne A'g'" autour de OT', comme axe, pour 
qu'elle vienne s'appliquer sur la troisième A'g*, elle ne cessera pas de 
toucher la courbe gg^g", et son extrémité A' ne sortira pas de l'arc A'A", 
et ainsi de suite. Donc la courbe gg^g' est telle, que si l'on conçoit qu'une 
de ces tangentes tourne autour de cette courbe sans cesser de lui être tan- 
gente, et sans avoir de mouvement dans le sens de sa longueur, un des points 
de cette tangente décrira la courbe KAD; donc elle est une de ses déve- 
loppées. Mais la direction de la première droite Ag: était arbitraire ; et sui- 
vant quelque autre direction qu'on l'eut menée dans le plan normal, on 
aurait trouvé une autre courbe ggfg:' qui aurait été pareillement une déve- 
loppée de la courbe KAD. Une courbe quelconque a donc une infinité de 
développées qui sont toutes comprises sur une même surface courbe. 

783. » Les droites A^g^ et A' g' forment des angles égaux avec la droite 
(yF; et l'élément g'g^ étant le prolongement de la droite A'g^, il s'ensuit 
que les deux élémens consécutifs gg',ë^g'f de la développée gg'^'j forment 
des angles égaux avec la droite OT' qui passe par leur point de rencontre. 
Or , lorsqu'on déveloj^e la surface pour l'appliquer sur un plan , les âé*- 
mens de la développée ne cessent pas de faire les mêmes angles avec \a 
droite OT'; donc deux élémens consécutifs de la courbe gg'g^, considérés 
dans la surface étendue sur un plan, forment des angles égaux avec une 
même ligne droite, donc ils sont dans le prolongement l'un de l'autre. Il 
suit de là , que chacune des développées d'une courbe à double courbure 
devient une ligne droite, lorsque la surface qui les contient toutes est 
étendue sur un plan; donc elle est sur cette surface la plus courte que l'on 
puisse mener entre ses extrémités. 

784- » On déduit de là un moyen facile d'obtenir une quelconque des 
développées d'une courbe à double courbure, lorsqu'on a un modèle de 
la surface développajble qui les contient toutes. Four cela, il suffit de mener 
par un point de la courbe un fîl tangent à la surface, et de plier ensuite 
ce fîl sur la surface en le tendant : car, en vertu de la tension, il prendra 
la direction de la courbe la plus courte entre ses extrémités ; il se pliera 
par conséquent sur une des développées. 
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785. » On conçoit d'après cela, comment il est possible cTengendrer, ^\'^' 
par un mouvement continu y une courbe quelconque à double courbure; *^' **' 
car, après avoir exécuté la surface développable , touchée par tous les plans 
normaux de la courbe ; si , du point donnd dans l'espace , et par lequel la 
courbe doit passer, on dirige deux fils tangens à cette surface; et si, après les 
avoir plies ensuite sur la surface en les tendant, on les fixe par leurs autres 
extrémités; le point de réunion des deux fils, qui aura la faculté de se 
mouvoir avec le plan tangent à la surface , sans glisser ni sur l'un des fils , 

ni sur l'autre, engendrera , dans son mouvement , la courbe proposée. 

786. )) Tout ce que nous venons de dire par rapport aux courbes à 
double courbure, convient également aux courbes planes, avec cette dif- 
férence seulement, que tous les plans normaux étant perpendiculaires au 
plan de la courbe, toutes les droites de leurs intersections consécutives 
sont aussi perpendiculaires au même plan, et par conséquent parallèles 
entre elles. La surÊice développable, touchée par tous ces plans normaux, 
est donc alors une surface cylindrique , dont la section perpendiculaire est 
la développée ordinaire de la courbe. Mais cette surface cylindrique con- 
tient de même toutes les développées à double courbure de la même courbe; 
et chacune de ces développées fait , avec toutes les droites génératrices de 
la surface cylindrique, des angles constans. Le filet d'une vis ordinaire est 
une des développées de la développante du cercle qui sert de base à la 
surface cylindrique sur laquelle il se trouve; et quelle que soit la hauteur 
du pas de la vis, si lé diamètre du cylindrique ne change pas , le filet sera 
toujours une des développées de la même courbe. » 

D'après tout ce qui vient d'être dit^ il sera possible de résoudre graphiquement le pro- 
blème suiyant. ' 

787. Problbms QésÛRAL, Ètont donjxée une courbe quelconque ^ on demande de 
construire une ou plusieurs de ses développées. 

Pour résoudre cette question , on commencera par déterminer la surface développable qui 
est le lieu des développées de la courbe donnée. On mènera ensuite un nombre suffisant de 
plans normaux & cette courbe; puis, ayant construit leurs traces horizontales et verticales^ 
on mènera une première ligne tangente aux traces horizontales ^ une seconde ligne tan- 
gente aux traces verticales , et ces deux lignes seront évidemment les traces de la surface 
cherchée. 

Lorsqu'elles seront connues , on déterminera les points de contact suivant lesquels elles 
toucheront les deux traces de ch.aque plan normal (7 7 1 ) ; par ces deux points on mènera une 
droite^ et cette droite sera l'un des élémens du lien desdcveioppéei. On construira autant 
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de CCS élémcDS qu'on en voudra , et l'on en déduira la représeiitatUm de la surface dére- 
loppable dpnt il s'agit. 

788. Cela fait y on prendra un point quelconque sur la courbe donnée , et l'on mènera 
par ce point une tangenlc à la surface développable construite^ le point de contact de cette 
tangente appartiendra h une des développées de la courbe donnée, et c'est cette développée 
qu'on se proposera de construire. On exécutera pour cela le développement du lien des pôles 
de la courbe donnée; chaque développée sera une droite sur ce développement ; il ne s^agira 
donc que de rapporter sur ce même développement la tangente menée, et le pfoloage- 
ment indédot de cette tangente coïncidera avec la transformée de la développée diercbée, 
en sorte qu'en rapportant cette développée sur la surface développable que composent les 
développées , on aura la développée demandée. 

78g. Si au lieu de mener par le point pris sur la courbe donnée une seule tangente à 
îa surface développable représentée, on en menait plusieurs, il y aurait une développée 
correspondante à chacune, et ces développées se construiraient par le moyen qui vient 
d'être exposé. 
PI. 64. 79^' ^*' Exemple, Cherchons une des dévdoppées de la courbe d'intersection de la 
Fig* T. sphère {(A, A'), (FG, G'£'F)}, avec le cylindre perpendiculaire au plan vertical de 
projection, dont l'axe est (UI , H'), et qui a pour trace verticale le demi-cerde F^'E*. 

Cette courbe aura pour projection verticale l'arc F'K'E', et il faudra d'abord en con- 
struire la projection horizontale. Pour cela, on prendra un point quelconque M', sur la 
projection verticale connue, et l'on remarquera que les peints correspondans de l'inter- 
section sont sur un cylindre droit, dirigé horizontalement , dont la base est le cercle 
B'M', décrit du point A' comme centre. Ce cylindre icoupera la sphère suivant deux 
cercles verticaux parallèles au plan vertical de projection. Les traces des plans qui ]e» 
contiendront seront faciles à obtenir, et la droite BM en sera une. Or, les pointa de la 
sphère projetés en M' appartiendront nécessairement , chacun, à un de ces cercles; donc les 
projections horizontales de ces points seront sur les traces des plans de ces mêmes cercles : 
ainsi (M , M') sera l'un des points de la courbe d'intersection cherchée; d'où l'on voit qu'il 
sera aisé de constrjuire la projection £MFR' de cette courbe. 

791. Il s'agira maintenant de mener des plans normaux à la ligne (EMFR', F'K'E'), et 
decoustruirela surface développable qu'ils enveloppent. Nous remarquerons d'abord que 
tous les plans passant nécessairement par le centre (A, A') de la sphère donnée, cette 
surface ne peut être qu'un cône dont le sommet soit (A, A') (^). Or, si l'on construit les 
traces horizontales AH , NO, PQ, RS, AT, d'un assez grand nombre de plans , normaux 
à la courbe (EMFR', F'K'E'), suivant certains points (E, E'), (L, L'), (M, M'), (U, U') 
et (V, V^), choisis arbitrairement sur cette courbe, toutes ces traces détermineront une 
ligne ...HXYST..., qui sera la trace horizontale du cône, lieu des développées de (E&IFR' , 
F^K'E') ^ et qui déterminera ce cône , sans qu'on ait besoin de traces verticales des plans 
normaux. 

792. Quant aux traces horizontales AH , NO, PQ, RS, AT, voici comment on les ob- 

{*) £d geaëral le lien des p^s d^ooe coorbe «pb^rique est toujoort no côae. 
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tiendra. Opérons d'abord sur le point (M, M'). On mènera par ce point un plan tangent PI 64. 
(CD', D'M'), au cylindre donné; puis on cherchera la trace horiiiontale WC, d'un plan ^*B' '• 
tangent en (M, M') à la surface sphérique : les traces H*(7,D'C, se couperont en un point 
C, et la droite G'M, menée par ce points sera la projection horizontale de la tangente en 
(M, M') , à l'intersection (EMFR', FK'E'). 

Pour que la figure soit claire, opérons actuellement sur le point (L, L^). Lorsqu'on aura la 
projection horizontale WL de la tangente en ce point, il sera très facile d'avoir la trace 
horizontale du plan normal en cemémepoint^ parce qu'elle sera perpendiculaire à WL (66) , 
et qu'il sufRra conséquemment , pour pouvoir la construire, d'en obtenir un point. Si donc 
on fait attention que le plan normal cherché passe par (A, A'), et si l'on mène la droite 
(LA, L'A') , dont la trace horizontale est le point R; puis, par ce dernier point, la droite RS 
perpendiculaire à WL, cette droite RS sera la trace cherchée du plan normal en (L, L'). 

793. Si l'on donnait, au lieu du point (L, L'), un des quatre points singuliers projetés 
en E, V, F,R', les élémens de l'intersection (EMFR',FR'E') étant horizontaux h l'endroit 
de ces points, les plans normaux correspondans seraient des plans verticaux. Il est aisé de 
voir que ces plans ont pour traces les droites AT et AH , menées par le point A , parallèle- 
ment et perpendiculairement à la ligne de terre. 

794. La courbe donnée étant composée de quatre arcs pareils (EV,E'V'), (VF,'V'F'), 
(EU', F'V'), (R'E, V'EOi la base du cône enveloppe des plans normaux .sera coibposéede 
quatre arcs égaux à HXTST, qui se joindront suivant des points de rebroussement , tels 
que 11 et T, et qui seront situés chacun dans un des angles HAT, TAI, lAF, FAH. Il 
résultedelà -que le cône, lieu des développées de la courbe donnée, ost composé de quatre 
parties pareilles sur l'une desquelles il suffira d'opérer. 

795. Ce cône, dont le centre est en (A, A'), et dont la trace est formée de quatre arcs, 
tels que HXYST, étant représenté, il faudra construire son déveîoppemnnt , ce qui n'exi- 
gera pas d'autres procédés que ceux indiques n*** 629 et suivans. 

On déterminera donc d'abord l'intersection de ce cône avec une sphère , par exemple 
avec la sphère donnée. Cette intersection sera composée de quatre branches de conrbe, qui 
se réuniront suivant les points de rebroussement (G, G')', iP^V), {d, ct)y{fy V) , et dont Fig. i 
l'une sera projetée horizontalement en haOy et verticalement en h'a'Qt\ On rectifiera la pr^ «t 
jection horizontale boGr sur une droite VQr" ^ par le moyen de laquelle on construira faci- ''8' *' 
lement l'arc faTG'*, égal en longueur à Parc de courbe {baG, b'clG') . 

Enfin , ayant la véritable grandeur de cet arc, il n'y aura plus qu'à la porter sur un arc Yi%. i 
de cercle /"e, décrit d'un point quelconque C comme centre, avec le rayon C^/*t^AfQ', et et 
le secteur indéfini eC/" représentera tout-à-la-fois le développement de la' nappe inié- Fig. 3. 
rieure du cône, et celui d'une des quatre parties pareilles qui forment cette nappe. Le 
secteur opposé sera le développement de la nappe supérieure du même cône. 

796. Imaginons que ce développement soit fait sur le plan vertical AT tangent au cône : 
il sera facile de rapporter le point (E, E') de la courbe donnée sur ce développement. En 
effet, la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'arête (AT, A'T') est égale à ^E', et tombe 
sur cette arête en un point ^, éloigné de A' de la longueur A'^ ; donc le point (E, E') doit 
«e trouver sur le plan du développement en un point e\ tel que l'on ait Cg'=.A'g, ^V= 
^E' et C'éf'== A'E . 



et 

Fig. 4. 
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PI. 6a. Si par le point / on mène une droite quelconque /H*, la portion B*A de oeite droite^ 

Fig. 3. comprise entre les deux droites indéfinies H*C'^ TX', représentera sur le dléT ri o ppcm ent 

de la surface conique , lieu des développées de la courbe donnée, une de cet déreipppées , 

en sorte qu'il ne s'agira plus que de rapporter cette droite H*A sur la sariaoe oeniqne, 

pour avoir la développée demandée. 

797. Afin que les projections verticales de cette développée, de la courbe doooéb, et de 
la surface conique lieu des développées^ fassent k l'œil un elTet aatisÉùa^t, chan§eoni 
le plan vertical de projection en un autre, oblique par rapport au premier. 
Fig* i> Soient donc mnop^ mnop\ les nouvelles projections de la courbe donaée, (A', A*) 
Fig- 3 le nouveau centre du cône lieu des développées, et (^rs^, ^VsY) la nouvelle traœ hori* 
sontalc de la surface de ce cône. Pour obtenir sur cette snr&ce la développée de 
(mnop, tnno'p) , qui est en H'h sur le développement du cOne {(A*, A"), (gni, ^'/«'O]» 
il faudra rapporter un certain nombre de points de la droite H*A sur les élémena de ce 
cône auxquels ils appartiennent Ainsi le point i appartient à l'élément (AT, ATO, qui 
s'est développé suivant CY' , et qui est projeté en (A^'y, A^'), sur les nouveaux plans de 
projection : en portant donc la longueur Ck, de (A", A") en (tf, tf'),8ur l'élément (A*/, 
A^y), ou aura un point de la développée demandée {quvxaxEzq^ ^ui^k'lJmtf)^ et ses 
autres points se construiront tout aussi facilement. 
Fig- 4* 798« Uest remarquable que cette courbe est composée de quatre arcs ^pinx (7^,^^'')» 
[vBy i'V), {sZf 8z)y (zq^ 'V)* V^^ ^ réunissent suivant des points de rebrooseement. 
Cela était facile à prévoir ; car la courbe donnée étant composée de quatre arcs ^ox , il 
faut nécessairement que la développée soit composée aussi de quatre parties égales : et si 
l'on se rend compte du mouvement d'un fil qui engendrerait la courbe donnée en se 
développant de dessus la ligne demandée , on concevra qu'il faut que ces quatre parties 
soient réunies entre elles suivant quatre points derebroussement. Cest ce qu'on va mieux voir 
tout à rheure. 
^'g' > ' 799* "^^ points T, S , Y, X et H , étant ceux où les traces AT , RS, PY, etc. , touchent 
la base du cône qui est le lieu des développées , les élémens (AT, A'T'), (AS, A!S')y etc., 
sont ceux suivant lesquels les plans normaux menés à la courbe donnée, par les points 
(E,E'), (L, U) , (M,M'), (U, U') et (V, V) , touchent la surface de ce cône. Et les 
droites CT\ C"S% CY", Cli\ C^^éUnt celles qui représentent ces mêmes élémens sur 
le développement de cette surface, il en résulte que les points A, », ^, /, H*, sont ceux 
suivant lesquels la développée demandée sera touchée par les directions du fil générateur 
de la coiu*be proposée, lorsqu'il passera par les points respectifs (£, £'} , (L, L^y 
(M, M') , etc. 

^ Il suit de là que les poiuts b, i, k ,1, H", étant rapportés sur la développée obtenue, 
et les points (E , E') , (L , L',) , (M , M') , etc. , sur la courbe (jnnpq , m'n'p^') , les droites 
qui joindront un des premiers, et son correspondant parmi les derniers , seront des posi- 
tions du fil qui , par son extrémité, engendrerait la courbe donnée, en se déroulant de 
dessus la développée demandée. 

D'après cela, il est assez facile de reconnaître les diverses positions de ce fil. Sappoaons 

qu'Usait son extrémité au point n correspondant à (E, E^}, il se trouvera tangent en tr', 

^ la développée^ lorsqu'il décrira l'arc nO'fÇ^m, il coïncidera successivement avepla 
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lignes Çfi , Fit', QT, mY, et"se dérdoppera de dcnsos la branclie i/i'h'ts de la courlje PI. Cj. 
demandée : arrivé à lap<»iti:<m mV,qui donne le point m' correspondant à (R', V'),il 1»«- ' 
sera toufr-à-la-fois langent à la branche plk'ls' et à la branche «V , et en continuant son ^ 
mouvement , il se ploy era sur cette dernière et décrira l'arc w!p de la dévelopjMinte. Lors- 
qu'il sera en pa\ il touchera les branches s'% et zq\ et eh se déployaot de dessus cette 
dernière ,. il décrira l'arc p'o'; après quoi, se ployant sur ^rV, il achèvera de décrire la 

courbe donnée. 

Cet exemple montre bien clairement comment les points d'un fS ployé sur une ligne 
courbe , engendrent , lorsqu'il se déploie , des développantes de cette courbe. Comme il est 
important qu'on se famiJliarise avec tontes les générations difficiles des lignes et des sur- 
faces -, parce que c'est le meilleur moyen de s'accoutumer à concevoir dans l'espace les 
opérations de la Géométrie , nous allons appliquer la recherche dés développées des lignes, 
à un second exemple. 

800. Toutefois nous ferons remarquer , avant de quitter celui qui nous occupe , que si l'*ig* >• 
l'on voulait obtenir le rayon de courbure correspondant à un point quelconque (M , M'), 
de la cour]>e donnée (EMFR', E'K'F) , il ne ^s'agirait que d'abaisser par le point (M , M') 
une droite perpendiculaire à l'axe (AS, A' S') des pôles de ce point: la partie de 
cette droite comprise entre le point (M, M'), et l'axe (AlS, A'ff), serait le rayon 
cherché (780). 

Soi. 2** Exemple, Une hélice à base circulaire étant donnée, construire son rayon de 
courbure et l'une de ses développées. 

Concevons qu'on fasse mouvoir un plan sur l'hélice donnée de manière qu'il soit 
constamment normal à cette hélice. Il est clair que les positions consécutives de ce plan 
se couperont deux à deux suivant une suite de droites, toutes disposées de la même 
manière par rapport à l'axe de l'hélice *, donc l'arête de rebroussement de la surface 
engendrée par ce plan sera une hélice : donc cette surface sera un héliçoïde develop- 
pable (265). 

Si l'on construit plusieurs positions du plan normal; et que l'on mène une ligne tan- 
gente à leurs traces horizontales , cette ligne (263} sera la développante du cercle sui- 
vant lequel se projetera l'arête de rebroussement; elle fera reconnaître ce cercle, et 
comme on sait développer un héliçoïde (638) , la résolution du problème proposé n'exi«- 
gera plus que des constructions aisées. 

802. Pour les simpiiGer le plus possible , supposons que l'hélice donnée ait ses élémens 
inclinés à 4^ degrés avec le plan horizontal ^ et soient ABCD. . ., A'B'C'D'. . ., les deux pi. 55, 
projections de cette hélice. t'ij;. i. 

Décrivons l'hélice (abcd,,.^ A'ôVûT..,), dont la projection horizontale abcd,.. 
coïncide avec le cercle ABCD , et dont la projection verticale est la sinusoïde A!b'cct . . . , 
symétrique de A'B'C'D'..., par rapport au plan vertical O'O"; menons par le point 
(A , A') le plan horizontal A'E' ; construisons dans ce plan la développante (a^FE , A'E'). 
du cercle ABCD . . . . , et concevons dans l'espace l'héUçoïde développable , dont Ç^abcd,.,, 
Kb'cd ,,,) est l'arête de rebroussement, et dont la trace horizon taie, sur le plan 
A'E', est nécessairement la développante (a^FE, A'E) : je dis que cet héliçoïde sera le 
lieu des dévdoppées de l'hélice (ABCD . . . , A'B'CD' . . . ). 

39 
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PI. 65. Enefiet^ oonsidérons sar Fhéliçoïde nne enreloppée ^idoonqvc^ j^ exemple^ odie 

Fig. X. qui correspond au point (#y^') de l'arête de rebrouasemcat :4»ttft enveloppée êenL. la 
sarfiace plane menée ^ normalement au cylindre Tertical ABQD«..; parla, laagenle 
(««y cV) en (c^O) à Thélice (o&x^. . • > A^b*€ftf\ • .% ov>^ V^^ rerient au mémey par cette 
tangente (ce, c'e^y et par la tangente en (#, O ^ 1>^ développante (««FE^ A$). Or, œtle 
enveloppée est évidemment normale à V-hélioe (ABGD. . ., A'B''G^,IK...)^enunp(Hnt(G,C^, 
situé yis-à-yisCc; c) : donc le plan mobile qui produit l'béliçoïde en question est sne* 
cessiTCment normal à l'hélice donnée sairant tous ses points ; denc, etc. 

8o3k Hons pouvons dé^ trouver, le rajon de coarfaure de cette hélice; cai».ifeiix plans 
nonnanx consécutif! , qni la coupent^ suivant les points de Fétémentinfinuaieot-pelitqai 
passe en (A^ AOi ont pour intersectionJatangenteen (ay</)ikPhéUce(aÀefl^. • ., A'M^V» • .)i 
or I la perpendiculaire abaissée dn point (A, h!) sur cette intersection , c'est-à-dixe le 
rayon de courbure demandé (780); est la droite horizontale (Aa^ A'); donc cerayion est 
Aa. Ce qui montre qu'une hélice , indinée kidi degrés , a son rayon de courbure égd'au 
doujblç.du rayon du cercle, auquel elle correspond (^). 

Fig. I Sp4* Cherchons .maintenant la développée de l'héliee donnée. Pour celai nons nous 
^^ rappeUei^ons ce qui a été. dît n® 638 et suivims, et.par les constructicms indiquées sur Pépure, 

^* ^' nous obtiendrons I fig. 2, le tléveloppement de l^éliçqïde. Le carde etCyi",.. sera la 
transformée de l'hélice (abcd. . . , A!b'c'ct..^\ les points et,C,y,f .., seront les mêmes 
qne(ayA'), (b, V)y (cyc'),(dy(f)y et les tangentes au cercle «tC^^i •. , correspondantes 
k ces points, seront les élémens respectifs du lieu des défveloppées de l'hélice donnée. 

Fig. T. Et si l'on fait attention que les enveloppées de Théliçoïde, correspondantes aux peints 
(Of A')y (pyV)y (Cy c')y ctc, coupcut U courbc^donnéecn des points (A^ A')> (B, B^, (G^ C^^ete , 
qui sont: les extrémités des rayons de courbure de l'béKce (abed. . . . , K'bVcf*: . . .) > 

Fig. 3. on. verra que. tous les points de l'hélice donnée se trouvent en C sur le développement 
obtenu (**). 

8o5. Cela posé^ menons par le point C une droite indéfinie KL; cette droite sera la 
transiorniée d'nne développée de l'hélice donnée 1 et nous pourrons , ayant de construire 
les projections de cette développée y connaître ses propriétés principales. 

Nous remarquerons d'abord que l'hélice (abcd. . . y A'&'c'cT. . .), ayant«une longueur 
indéfinie, elle forme nécessairement sur le oerdé«C>^^. . • une infinité de circonvolutions; 
que les deux nappes de l'héliçoide répondent à chaque circonvolution y et que le dételop- 
pement obtenu ne pénètre pas dans le cercle MSyi", . . jyob. il est aisé de conduire , i^. que 
la développée KL est composée d'un nombre infini de couples de branches projetées en 
mLy et pareillement d'une infinité d'autres couplet de branches projetées en IS.; a^. que 
les deux points «1 et I , qui répondent à une même circonyolation de mCyt". . ., réunissent, 
savxûr : le premier tt y une branche de la nappe supérieure et une branche correspon- 

■ ■ ■ ' ' ' . ' 

O Eq général, Vhâice donnëé^ et Phëlice arête de rebroussement da lien des d^veIoppi^,sa^K suc deo^ 
cylindre! difiVSrens , et le rayon de courbare demande est la somme des rayons de coorbnre de ces. cylindres. 

{**) Cerésulut n^est pas particulier k l'exemple qoe nous traitons; tons les points suivant Icsqoeb ni^e. 
conrbe donnée est coupée par ses plans Bormanz forment on scnl et même point sur le dëyeloppemeiu de 
renvelc^pe de ces plans. 



CHAP, IIÏ. i.. JWES DÉVELOPPÉES... Soy 

^nle de Bi «âqppè uifëi4ëtiM>'êt1e'8eoobfi I^ pkreilloïKfat litie bftfiicbe delà iia^ PI 65. 

et I, ]%/t»^(Mé8¥àr <é^âf.. . V A^^ipV- . .),6&dtn'à^f6infÈ'éet&ii)vàÈentêD\. ^,.^' ^ 

donnera un point AAelà'ddrëloppée. Oi*, à ttie^re qttè l'efrc k^^s^tfpprocMerft dHiii qttâàfatft, 
le i^ilt A a^Mgtfbi^ dû pnntu , è% quand le poifat > Wà au *p(riiit /ï , tel qtie »e)^^/»^9o''y 
l^éâ^eA ^h coïncidera aVec h droite MT9, {»arallèle à kL : d'dù il istiit «(de le pdihl h ^ 
à «tfe di^tàridé Ufiàle du jk>int à sur là di'ôitè CL. L'éHéiibfeîit >A', coi^è^ôtidant an même 
p<yittt >v «k «ttftté lier là lAp)^è Ittfériéuye de Théliçoïde , n'atirfa fks de pdhiis MiY* *bi dérdop- 
fét; jÊiÊâ$}athtfaetbfbmt y âëra <Ai h, VéiéAletaft j.A' Hencoùfrera 1K. à TiiiÊùi Vers Hf ^ et 
donnera un point de cette déyelopf^. Gèsuite i à tàeïnaré que lè^dint y s'aff^rdchérà du 
poiiÉft I , eé i^i At dé 4à M^oi^ée s^àjpf^ckAiârà ààs^i du lÉfénie point L 

D'à]^ <<e quèi'm Vfiétart de y6&r ^^oii d^ se fhhre tine idée daife d^e la forme dès'dii^GSrses 
hrandhéd dé \àèttè dé¥e3o]p^; doM chacune s^étend évidemmeïit à l'ittStii. 

806. Rapportons cette même déreloppée dans l'espace. Pour cela, il JfàfMtra ployer Tare 
cSmdmre tiyt*. . . %tnr njÀieè Xàbcct. • . ^ àJVc'ct. . . ) ; citaqù'è plôint j^ dé 'cet àrc yfetidra 
se placer sur un point (c, ç') de l'hélice, et si ï\yh pM*t'è la lôtigdcfip -(^^ dé (b j c') fen (*,«*), 
sur h tangente ^e , de), lé pbîht (s , s') i^érà un |kyi^ dé U déVelb^peè. En côiÂtHâant 
doitcttik MtdinbHè stiffi^nt dé ]^dhlts,teb ^é (i, O > an bltSéiWIi^ dette SêVeloppiSé: 

iÀ«^kiicbe^qu'il)(ék^^titrèl de constrtni'e la prrïmëns est t^ brâi^bé (âtàl, AYF), ^tii Fig. 1. 
ccnrréspofedà Pài-dCaic. . ., hlVc\ . .) de rSéKce (oicrf. . ., A'fcVdT. . .). ïl s&% cbnyénià- 
Hé de bdns tr tf'rre ensuite là hràiiche \aU^, A'/) , qui con^espôùd à Tarte ( afg. . . , A'/y ) ; 
paf^ que ces deux branchée se rétniis^t âik mi&oie point (à, A^ de rébroussebiént don- 
neront f idée d'une des o6u]^Iés de Mrànebeè dont la développée se cbni^^ 

Corfriàîssaùt fo courbe (y*^ûs*,y AVi^) ,^ cdntînuerk de ^o^ér Parc %^ . ; but l'hé- Fifj i 
lice (abcd... > K'Vcct». ) , tant au-dessus qu'aià-dessoùs du point (a, A') , et il est tdàîr que et 
tous les points de cette hélice , sur lesquels Tiendront se placer leé j[k>ixits I et à , cbrfèspon* Pi«- ^ 
dans & une moitié > deux moitiés , trois àibitiés , etc. . de la circohférendë éé^t. . . , seront 
ides points de rebrbttssement , tels que [à, M) , d'une dtes couples dé bi^nches dé coiirbes 
telles que Cy^as*, /A'/*'), qui forment la dérclo^péè (î, i) sera Pun de ces points, et 
les braéehes de déretopjpées (m/, i'n't), (itu, *'/*/), éferôttt cellà qiiî lui correspondront 

Entre debi points de rébiSoustement subcessifs (a, A'), («, i'), .qui oomprenheht un 
arc (an'i, A'nY) , égal au dtemi-cfetclè etnl , lé ^îirt milieu (n', tï^ correiipondra au point n 
de «wlj et la tatigetitb (n'/>, n'p) dohittoa les points extrêmes des dent branches (ask, 
«Y^O, iitp, i'ifp')^ c'est-à-dire ceux <tui seront à Pînfiiiî. 

807. Pour décrire exactement uhé branche (osjt, AVir') de la développée, il sera bon Fîg. ,. 
de savoir construire ses tangentes, et ce qui suit Ta nous en donner le moyeu. Imaginotu 

que cette branche coïncide anrec un £11 {ksak, f s'A') , dont Pextrémité (A, A') aboutisse 
à rbélioe donnée : il est clair que la jiartife droite (aA, A'), de ce fil, sera tangehte en (a, A') 
k la développée («*, AVit^). Qmeeions que là partie (Aa , A') , de ce même fil, ^floigne 
du point (A, A') pour décrire, par la propriété des dëTcloppéès, Hiélice (ABCD. . . , 
A!VCJy . . . ) : on sait qu'il sera tangent dans touteè ses position^ à la birânche de courbe 
{mk, h!JV)) ainsi, lorsque le point décriyint sera en (C, C), la partie rectifiée dn fil 

39.. 
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P|. 65. touchera cette branche de courbe eu (jb, /). D'après cela , îl est JexttrènoMyMnli fajCile HfUy- 

Fig* <• tenir les tangentes de la déyeloppée demuiidée ; car il est éyident qu'étan^dcmi^ le pokit 

de contact (s y /), il ne s'agit que de mener. l'élément correspondant («c^,«V) derThéli- 

çoïde^ et le point (C, C) , situé sur l'hélice donnée^ à la même hauteur que (p, c'^, est celui 

. par lequel passe la tangente (Cs , C^s^) , au point (s, J) de la développa 

808. Supposons que le point décrivant (C, C')^ du fil, soit arrivé au point (Q» Q()»ttUié 
à la même hauteur que (ji^ n')'y il résulte de ce .qu'on Tient devoir que le point ^com- 
tact {s j s') sera situé à la rencontre de la courbe (ask , À!s[k') et de b tangente (jipt n'f/) : 
pr, on sait que cette rencontre a lieu à l'infini; donc la direction du ijik géoérateiyraeniia 
ligne (QRy Q'^O) parallèle à (.np^ np) : et cette ligne devant toucher la brandbe {flû^, 
à!sk^) à l'infini , elle sera Tasymptote de cette branche. 

Mais le point (Q, Q') est placé de la même manière par rapport aux deux branches 
. (a^hf AVA'), {}^^i ïii^) y la première, située sur la nappe supérieure de l'béllç<>ïdey et la 
seconde sur sa nappe inférieure \ donc la droite (QR > Q'RO ^ra tout-à-la- fois l'asymptote 
de ces deux branches. 

Quant aux asymptotes (j^r, qr)^ {zxjzx^), des branches (qy, ^'y')} {j^l^ i^t)^ leur 
construction ne présentera aucune difficulté. 

80g. Or, la développée demandée est actuellement bien connue, et l'on voit, i^. qu'elle 
se compose de couples de branches, telles que {ash^ AVib'), (oy, A.'y), qui répandent à 
un même point (a, A') de l'arête de rebroussement; 2^. que la réunion des deux branches 
qui forment chaque couple s'opère par un point de rebroussement; 3^ que chaque cou- 
ple a l'une de ses branches sur la nappe supérieure de Phéliçoïde , et l'autre branche sur 
la nappe inférieure; 4**. que deux couples consécutives sont rattachées l'une s^l'autre^ouce 
qu'on appelle cora/ii^7^««^ par une asymptote commune; 5°. enfin, que les deux bramchesde 
courbe , auxquelles appartient une même asymptote, sont sur des nappes difi*érentes de 
l'héliçoïde. Voyons maintenant comment on pourra produire l'hélice (ABCD..., A'B'CD'...), 
au moyen de sa développée. 

810. Le fil (Aa«it, AVir'), en se déroulant de dessus la branche {ash^ AVit') , va décrire 
la partie (ABCDQ, A'KCD'Q') de l'hélice donnée. Lorsqu'il coïncidera avec l'asym^ 
ptote (QR, Q'R') , il sera entièrement développé de dessus cette branche 1 et le point dé- 
crivant , situé alors en (Q,Q') . pourra être considéré comme l'extrémité du fil (RQjR'Q'), 
ou conmie l'extrémité d'un nouveau fil (SQ , S'Q') : en sorte que ce point (Q, Q') poursui- 
vra sa marche sans aucune solution de continuité, si ce dernier fil s'enroule sur la branche 
{ytiyvii). Alors il décrira la partie {^fah. . ., i^fab" , . .) de l'hélice donnée; il swa 
bientôt tangent en {i, i') aux deux branches (yli,ç^^i), (^iulf ïut^\ et l'extrémité d'un 
nouveau fil, ployé sur {iulf i'ut), continuerait, en le déployant, la génération de la 
courbe donnée. - , . 

D'après cela, pour décrire l'hélice (ABCD. . ., A'B'C'D'. . .) au moyen de sa dével<^ 
pée, supposée physiquement établie dans l'espace, il faut, i"*. que toutes les branches- 
(asit, A's'k') , {iuly lu'l) , etc., alternativement supérieures et inférieures de la couple à 
laquelle elles appartiennent, soient garnies d'un fil ployé sur elles et prolongé jusqu'à l'hé- 
lice donnée : c'est-à-dire jusqu'en (A, A') , pour la branche (osft, K'sh')) 2**. que les par- 
\(\^% d'asymptotes (QS, Q'S') , qui correspondent aux autres branches , alternatiremenlt 
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inférieures et supérieures^ coïncident aTCC d'autres fils , aboutissant sur Pbélice donnée en PI. 65. 
des points tels que (Q,ijf). Cela posé, un fil (^Aask, A'/it') se déroulera et engendrera un ^'K- »• 
arc d'hélice ; il Tiendra coïncider a?ec une partie d'asjmptote (QR; Q'RO» non garnie de 
fil, et s'arrêtera; le fil qui garnira l'autre partie (QS, Q[S') s'enyeloppera sur la branche 
'(ytiy i/tfi') , conjuguée à (asi, AVit'), pour décrire un nouvel arc, et lorsque son ex- 
trémité Tiendra coïncider avec l'extrémité du fil enroulé sur la branche suivante, ce der- 
nier fil se mouvra en sa place; et ainsi de suite (^). 

8i I . Avant de quitter la question qui vient de nous occuper , nous ferons remarquer que 
toutes les couples de branches de la développée demandée étant parfaitement pareilles , il 
sufi&ra, pour pouvoir les obtenir toutes, de construire VnTïe{yask,yA^s'Jb'), et les points 
de rebroussement (i, i) des autres. Car un cylindre vertical quelconque ayant pour axe 
(O, (yO')y devra couper chaque couple en deux points u^ et u^^, t et u, disposés de la même 
manière par rapport à (i , t) et {a , A') , ce qui donnera le moyen de déduire les derniers , ^• 
{/, /) et (m, u') , des premiers i*' et f/. 

Nous ne nous occuperons pas de l'exécution de l'épure; on se rendra aisément compte, 
à la seule inspection , des motifs qui ont déterminé la mise au trait de chaque ligne. 



CHAPITRE IV. 

Des rayons de courbure et des lignes de courbure des surfaces 

courbes. 

8i:a. ViONCEvoNs dans l'espace une surface cons^exe quelconque; consî- pi. 6a. 
dërons sur cette surface un point A ; imaginons par ce point une droite ^^' ^' 
AR normale à la surface , et pour fixer les idées , supposons que cette 
surface soit placée dans l'espace de manière que la normale AR soit 
yerticale. 

. Si l'on prend sur cette normale un point C , la sphère qui aura ce point 
pour centre, et qui passera par le point A , sera tangente à la surface donnée ; 
c'est-à-dire que ces deux surfaces auront une facette commune entre 
elles (145). Or, il pourra y avoir des valeurs du rayon de cette sphère, 
pour lesquelles la facette commime soit plus ou moins étendue. Si la sur- 
face donnée était sphérique, par exemple, il est clair que la sphère variable 



(♦) La d^Ioppifc d'une tinntoïde préMDie âetrétuluu anilogiiet à ceux que nont Tenons d'indiquer. 
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H. 6a. aurait avec «Ue iim petite âm)?faoe d'tfttcmdiemeiity d*«rtBiift ^tes wnmAé^ 
^*' ^' rtMe tjne les wjroûs de^ -deux 'S{)fbères 'appirôctteraîMt "j^hte Ab iste 'ttftr- 
ibndre. ' ' . 

Bi'S. Pour parvenir a connatlte les surfaces spliiâîijues <|ui ont en A; 
aiipec la surface donnée , la conformité de coucbiire la plus grande^ ne ikms 
occupons que de la calotte infiniment {>etite MmMfi ipû^wmanaiele {Mitai 
Ay et imagincMis par la normale AR fine imfinilë de plali». ij» piitfis ^î#a- 
perant h calotte MrriSn mdratrt des ait» itffitîhiient petits, tÂ tfûut MJIN; 
tous ces arcs* auront leurs rayons de Côutbure sut la normale AU, et ces 
rajrons, en général de grandeurs diâerentes, seront con^ris entoe àeux 
d'entre eux, Tun AR plus grand que tous les autres, et correspondant à 
un petit arc MAN; l'autre Ar plus petit que tous les «ntres^ et camflfKi»- 
da»t k un petit atc mkn. 

Concevons que !e rayon d^ la ^ère YâriaWe pfetme tOtttes tes Irtleittrt 
possibles, depuis zéro jusqu'à l'infini, ou, ce qui revient au même, conce- 
vons que le centre C, de cette sphère, se meuve sur la dfoUe i ndéfin i e AR> 
à partir du point A. On voit que jusqu'à ce que le point C soit parvena 
en r, à l'extrémité du rayon Ar de l'arc mKn de plus grande courbure, le 
contact de la sphère et de la surface donnée sera de plus en plus intime i 
et qu'aussitôt que ce même point C aura dépassé l'extrémité R du rayon 
AR, de l'arc MAN de moindre courbure, le contact sera de moins en mops 
intime. 

Quant aux sphères dont les rayons seront compris entre Ar et AR , il est 
facile de prouver qu'elles auront, avec la surface donnée , un attouchement 
moins considéiable que ceUâ des sphères Ar et AR. Soit ¥kt vn petit ai^c 
dHuMi des sections faites par les plans xnenas par AR : cet m et a»n cevok 
osculateur se confondront de ^ en ^^ et k rayon de ce œrdb sera tne 
droite AC, i^aoindre que AR et plus grande que Ar. Cel&posé, imaginons 
que ce cercle tourne autour de AR; il va engendrer une sphère dont le fxsst» 
treseraenC, et le rayon AC étiuit compris entre AR et Ar, l'arc génëMÈur 
i^A passera nécessairement dans son mouvement, an^-dessous de AM et 
au-desstts de Am; d'où il £Eiut condure que l'arc pA, commun à la q^lieÉv 
engendrée et à la surface donnée , est un arc d'intersection. 
Fig. 6. En effet, prenons sur cet are un point quelconque «r , et imaginons ^pat 
SIUQ& s'éloigner ni se rapprocher de la normele en A, il se menve^ fartaôe^ 
rement sur la sphère ; secondement sur la calotte donnée. Dans le premier 
mouvement, il va décrire un cercle horizontal RrD , qui sera bilMae d'nn 
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cylindre yertîoaL GHiit^ oontenaot la courbe 'EcdP^> décrite êMks- ïé" séeortd^ Pi- ^ . 
Hum^Tiement^ et ceUftcourbeaura sa partie jdP au^eâBOu^deBid^y et 9ii^ ^'^ ^ 
partie xE au-dessus. Or^ si Tare s^xlL était un are de contect, l6»^dM)r 
lignes; Ba;I>^ EaîF, seraitottang^ntes entre eUës, aônsi, cette derrrièieanrait 
en.42' un point d'inflexion ou la tangente- semit^rhorieontaleT^irV tangente 
an ceode BaJ); et: le^pUro^ tangent à' 1» calotte- dtmnee pa99endt*par'11io«' 
rkantakr Tj9 et par^la Hgaa uo^, tangente en a; à- i^xAf, laquelle 'peroÈr^sn- 
mâme> point ;;e le cylindre- GHIKl Stipposonsque^Ia^partie-de cecyKndi^ 
représentée sur la figure soit infiniment étroite dans le sens GH ; son int^r- 
seotiom aveo le>plan tangent mené par Tx et wv serar l'élément dé contact 
deslignea Ta> ehBxDi donc, sLlWe potA était un arc de contact^ ce ptân 
laitteraîty sur la courlie BxP, db^^ints^de la surfoeexlonnée au'-dësstâ'tië- 
lQi> ^ d^tr»^- au*^esson8> oe>qui^ n'est point admissS^le, pmsqtie cette 
sorftoe est une surâtce^copavexe^ donc*^ etc. 

Il en est de l'src A< comme de 4\ârc («i^, et il en edt tout ^autrement 'dte Fig. 5. 
arcs MANy mAnj car ces derniers sont évidemment deâ an» diî contact des' 
sphères respectives AR et Ar avec If calotte MmN;>i 

8i4'* n est clair, d'après cela, que les sphères qui ont pour rayons de 
courbure les rayons Ail , Ar, des^arcs MAN, mAn, de moindre et de plus 
gnuEide^- courbure d& là sur&ce donnée, sont celles qui la touchent le pliis 
intimement; Et comme ces sphères sont aux surÊices, ce que les cercles 
oseulateurs- sont aux courbles (97), on lés nomme des spKères oseulà^ 
triées {*). 

8^1 5. Si la surface donnée, au lieu d'être convexe en A, comme nous 
Fàvons supposé, était non com^exe^ ou conformée comme la gorge d'une 
poulie, Tun des arcs analogues à MAN, mAh, ne serait plus, à proprement 
parler, celui de moindre courbure. 

Pour prouver cette vérité, remarquons d^abord que ce qui caractérise 
ces arcs MAN, mhn^ dans une surface convexe, c'est qu'ils ont des cour- 



m^m 



(^) De même que le cerde osewlaleiir se trouve, d'un. cAté*de Ja «lérdoppante > au dehors 
de cette .développante, et de l'autre côté^ au dedans , de mèmeauan la sp^ièreoaeulatriee, 
qu'on peut considérer comme engi^ndrée par le cercle osculateur en mouyement autour d^ 
la normale j touche la surface donnée extérieurement d'un côté du point Â > et intérieu- 
rem^t de l'autre côté. Il suit de là que les spliires osculatrîces touchent la calotte VLmSn 
suivant les arcs respectifs MAN; mhjif et qu'ils la coupent suivant d'autres courbes qui pas- 
sent par le point A; 
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P). 6a. bures entre lesquelles sont comprises celles des autres sections : car c'est 

^'^* ^ de là que résulte leur propriété d'être des arcs d'attouchement entre la sur- 
&ce dqnnée et les sphères osculatrices. 

Fig. 7. Remarquons ensuite que les arcs qui jouissent de la même propriété 
sur une surface non convexe en A^ et qui en conséquence sont analogues 
à MAN et mkn de la figure 5 , présentent nécessairement des courbures 
situées en sens contraires^ et dont les rayons AR , Ar, sont placés par rap- 
port à la surface donnée , l'un d'un côté de cette surface , et l'autre du cèté 
opposé. 

Or^ l'un de ces arcs^ comme nous venons de le dire^ n'est plus celui de 
moindre courbure; en effets si l'on imagine que le plan normal toiimé 
autour de AC , il est clair qu'à mesure qu'il s'éloignera de la position mAn 
ou MAN, la courbure de cet arc diminuera jusqu'à ce qu'elle change de 
côté ; et comme il faudra qu'elle passe par zéro , pour que ce changemuent 
s'opère , il s'ensuit qu'il y a enti'e mA et MA , d'une part , mA et N A , d'autre 
part, deux sections normales de courbure nulle, et dont les rayons de 
courbure sont conséquemment infinis (98). 

Toutefois les coifrbures nulles ne seront pas des limites des autres 

courbures , car les rayons de ces courbures nulles étant tout aussi bien 

situés d'un côté de la surface que de l'autre , elles seront le passage des 

courbures situées d'un côté de cette surface à celles situées de l'autre cote. 

D'après cela, en sous-entendant que les arcs MAN, m\n, sont des 

^ arcs dont les courbures limitent les autres courbures des sections normales, 
MAN étant celui qui a la moindre courbure dans un sens , et mAn celui 
qui a la moindre courbure dans l'autre sens, de plus, MAN ayant un rayon 
plus grand que celui de mAn, nous continuerons d'appeler MAN l'arc de 
moindre courbure ^ et mAn celui de plus grande courbure. 

Cela posé, il arrivera, comme dans le cas d'une surface convexe, que 
le cercle osculateur d'une section normale quelconque ^xA, passera, en 
tournant sur AC, au-dessus de l'un des arcs MA, mA, et au-dessous de 
l'autre. Et pour que l'arc vxA fut un arc de contact, il faudrait aussi, 
comme dans le cas précédent, que la tangente au cercle horizontal décrit 
par un point quelconque x de i^xA, touchât l'intersection de la surface 
donnée et d'un cylindre droit vertical ayant ce cercle pour base : or, cette 
section c} lindrique aurait déj à une tangente horizontale sur Am, une autre sur 
AM, et pour qu'elle en eût encore une, entre AM et An^ il faudrait qu'elle 
eût entre les sections de moindre et de plus grande courbure trois points 
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(i inflexion y ce qui éyidemment ne peut avoir lieu ^ur un point quel- 
conque A d'une surface. 

8i6. Nous poserons donc en "pimcrçé ^ qu^une surface quelconque a 
pour chacun de ses points deux sphères osculatrices , dont les rajrons 
respectifs sont les rajrons de courbure AR, Ar, des sections .normales ifi. 6a. 
MAN, mAn, de moindre et de plus grande courbure. 'f* 

817. L'arc inAn étant un arc de (contact de la surface donnée , quelle rif^ 7. 
qu'elle soit , et de la sphère osculatrice Ar, la normale en m à l'une de^ 

ces surfaces est aussi normale à l'autre : et comme les normales d'une 
sphère passent toutes par son centre , il en résulte que la normale en m 
à la surface donnée est la droite mr, menée par le point m et par le 
centre r de la plus grande courbure. On peut démontrer de même que 
la normale en M est la droite MR , qui passe par le point M et par le 
centre R de la plus petite courbure. Donc les arcs MAN, mkn, de 
moindre et de plus grande courbure , sont tels que si l'on s'écarte infi- 
niment peu du point A , en suivant leurs directions , les normales MR , 
mr, des points auxquels on parviendra, rencontreront la normale AC du. 
point de départ. 

818. Si l'on s'écarte du point A suivant toute autre direction différente 
de MAN et mAn, la^ normale à la surface donnée au point quelconque Xf 
auquel on arrivera, ne rencontrera pas AC. En effet, menons par le 
point «r et par la normale AC un plan ; il coupera la calotte MmSin 
suivant une petite ligne vxAt , qui sera Y intersection (81 5 et 81 5) de la 
surface donnée et de la sphère qui a pour rayon le rayon de courbu^ 
AC de ^xAt : d'où nous conclurons d'abord que les normales en a?, à la 
surface donnée et à la sphère AC, sont des droites. différentes. Par le 
point jc , concevons un plan normal à la courbe çxAt ; il contiendra tout- 
à-la-fois ces deux normales. Mais celle de la sphère sera la droite qui 
joindra le poipt x et le point où le plan normal sera percé par AR, 
c'est-à-dire le pmnt C : or , ce plan normal ne contiendra aucune autre, 
droite, menée par le point x, qui puisse rencontrer AR ; donc la normale 
en ;r à la surface donnée ne peut rencontrer AR. . > ; 

819. .D'après cela, les arcs m An, MAN, de plus grande et de moindre 
courbure, ont pour propriété caractéristique, que les normes à là Ca- 
lotte MmNn, en des points de ces arcs infiniment peu éloignés du point 
A , rencontrent la normale AR. Il est facile de déduire djs là que ççs; 
arcs se coupent à angle droit. . . : v* : . . !?u : 
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p^ ^- 670i Su pp J b O f d'ibord ({ne Iff mrùcû àmMéi mit uwr rar&irartJ^lAt» 
^'^' ^' drique quelconque, et soit ABCDFE une portion de oMte smâcééi Ii»M 
de 869 pointe. De toateff le9 sections qu'os plan mené par la mitmêlt^ LP 
peatfiûre sur ce cylindre^ œlle dont le tbjxM àe côorlnnretfn L ttt le piH 
grand est nécesmirement ^'élément KLF ; car le ngrod dd <90ut&iMr èl 
cet élément est celui dfune ligue droite. Cda posé, tumotks ptf la bM^ 
maie LP un pian JLK>. perpeniËcxdaire aa^ plan inffM^ ptf LF et BLF; ce 
plan coupera 1» svfiuse cylindrique donnée suivant tMae ecittrbe JLK*: é^^ 
û est claLr que cette cMorbe s'-eloignenu {dud rapidemeni dtf pitt^ «tftigdËt 
en L, que toute antee située sisr le. cytindre; donc elle est de tdutÊ^ ïéi 
sections £sdtes par des pdons meaés. par LP, celle 4entle^rayoiifd^ ccNlr* 
bore en L» est m nùninuiÊtk 

On voit donc que sur- un cylindre,, fea ^ûte»h^, LN^ de piMF ^!Wde 
eH de nMÎndjne ' courbure , sont rectangtdaii^s entre evixi U cfst d^aâfett^ 
bien dair qu'en' s'âoigaant infiniment peir du point L, suivant ces'iMtfv 
le^normaleaAM^, NP, ded points M et N aoxquels on arrhre, reifcdifMMf 
la normale I^ : ca^*kn droites LP, MQ,'nonnrie8 suivant ld9 ptoititir d^dV 
même élément BLF, sont parallèles et se coupent à l'infini; et lesdieMï 
LP, NP',. normdbS' suivant 1» section SUL d'un plan* perpendieulairé eux 
élémena du cylindre, sont dans ce plan et conséquemment se* itfl^ 
contrent. 

n est paraHement fort aisé de voir' quer sb Vmt' s^éloigtie^ du pokiT L 
suivant une" direction LO, dîfierente de LM-et LN^^la normale atfpioittt 
0> infiniment rapproché' du peint L, ne coupera^ pas* LF. Bn^ effet, me^ 
nous par le point 0^ le pian yOA^ perpendiculaire à' BLF; ce plâtf coMietf' 
dra la normale OR, et il sera parallèleau plan JLK<{ei contient 'LPiiïîiâf 
pow que les dreiiest LP et DR, situées dan&^euatplâns'pai^èlës y poSMdt 
se rencontrer, ii faudrait qu'elles fussent elles-mêmes parallèle^; or, le 
cylindre n'a, pirè^t du point h, de normales paralUles 4 LP que smvànt 
les poiùts dé l'élément BLF , et le point 0> par hyjK)lhèM, n'eM' pis^sîtr 
cet élément' : dbnc*, ete; 

8a I . Ceci étant bien entendu^ démontrons^ généfalemeM' la prùptiéVS 
qui nous occupe; 

Pi. 63. Soit A un point d'une» surftee q^éonqtte , et MAN* l'are' infijahbfetff 

^'«- ' • petit dé» plus grande ou de » moindre 'courbure , dè^tuoindre cotirbtiK pM^ 

exemple, correspondant à ce' peint i Concevons; pretiHèrement ', pâcr'lâ noi^ 

maie AR, et par la tangente en A, à l'arc MAîT, un-plan ;'ce'][Aàn"cat[]rieHr 
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la Sphère osculatrîcc AR suivant un cerdte auquel appartiendra Varc in*- Pj 63. 
fînnnent petit "MASi. Secondement, concevons par le point A, un plan *^* 
tangent k la surÊice donnée , et menons par ce point, et dans ce^an tan- 
gent , une droite AB, à angle droit sur MAN; puis menons une suite de 
plans parallèles au plan de la droite AB et de la normale AR. Ces plans 
couperont la petite zone commune k la sur£ace oscûlatrice AR, et à la sur^ 
face donnée, suivant les arcs infiniment petits M!Mm, AfAa, ff'N/i, etc., 
communs à cette surfiKse et à la sphère. Or, les tangentes MG , AB, ND, etc. , 
menées par tous les points de l'arc MAN, aux arcs MIAm, h! ha, N'N/i, etc., 
considérés comme appartenant à la sphère , formeront une petite portion 
MANDBC de cylindre, dont les lignes de moindre et de plus grande cour^ 
bure en L seront AB et MAN (820). Si donc on prend sur ces lignes 
deux points Pet M, infiniment rapprochés du point A, les normales MR 
et PS du cylindre, correspondantes à ces points, rencontreront AR. 

Cela posé, in>aginons que le point A se meuve sur la suri&ce donnée, dans 
le sens de la tangente AB, c'est-à-dire perpendiculairement à MAN, d'une 
quantité infiniment petite Aa; et concevons que les choses qui existaient 
en A, glissent en a, en se modifiant graduellement selon la nature de cette 
surface. La courbe de contact MAN du cylindre et de la surface donnée 
prendra une position man , infiniment peu différente , de forme et de si- 
tuation, de la courbe MAN; k portion de cylindre MANDBC variera 
aussi infiniment peu , et puisque l'arc Aa est infiniment petit, la droite AR, 
novmale tout-à-la^fois à la surface courbe et au cylindre , ne quittera pas le 
plan BAR : donc la position ar^ à laqueBe elle s*arrétera, rencontrera là nor- 
nciale AR. Donc Tare infiniment petit A^, perpencKculaire à MAN, sera Tare 
de plus grande com^ure de la surface donnée ; donc enfin les arcs infini- 
ment petits MAN, A'Aa^ de moindre et de plus grande courbure, se cou- 
pent à angle droit. 

%5k!À. Supposons maintenant qu'il «Vagisse de mesurer la courbure d'une 
surface en un de ses points. Il jBaudra d^abord convenir àa sens rigoureux 
qu'il oonvient<d^attacher à l'expression de courbure (Pune surface : or, quelle 
que soit la convention qahn adopte, une surface sphérique présentera 
danMous ses^ points là même courbure, et cette courbure dfm'inuera à me^ 
suffe que le rayon delà sphère augmentera. Posons donc en principe, que 
les courbures, des sphères sont en retison inverse de leurs rayons : nous pour- 
rons a^orsr nous entendre sur les différens degrés de coi|Aure des surface» 

4©.. 



■\ 
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Bien plus^ le sens du mot courbure étant rigoureusement fixe pour les 
sphères , il se trouvera fixé aussi pour toutes les surfaces possibles ; car il 
resuite de ce qui précède , que si l'on considère une sur&ce quelconque 
comme composée d'une infinité de facettes infiniment petites^ les sphères 
osculatrices en un point de cette surface passeront chacune par deux £ïoettes 
consécutives ; seront les seules qui jouissent de cette propriété , et présen- 
teront les mêmes courbures que présente la surface dans le sens des fàœ t tes 
communes. D'où il suit que les courbures dune surface sont en raison ù^ 
i^erse des rayons des sphères osculatrices. 

823. Il suit de là qu'en général une surface quelconque n'a, dans cha- 
cun de ses points , que deux courbures ; que chacune de ces courbures a 
son centre particulier, son rayon particulier , et que les deux arcs sur les- 
quels se prennent ces deux courbures , sont à angles droits sur la sur&ce. 

Les cas paiticuliers pour lesquels, comme dans la sphère et dans les 
sommets de surfaces de révolution, deux normales consécutives se rencon- 
trent , ne sont pas une exception à cette proposition : ces -cas sont des cas 
singuliers dans lesquels les deux courbures sont égales entre elles ^ en sorte 
que les directions suivant lesquelles on doit les mesurer se trouvent indif- 
férentes. 
PI. 63. 824* Passons à quelques conséquences qui suivent des deux courbores 
P>s* >• d'une surface courbe , et qu'il est important de faire connaître aux artistes. 
« Soit LPP'''L''' une portion de surface courbe quelconque , sur laquelle 
nous considérions un point L choisi arbitrairement, et soit conçue la nor- 
male à la surface en L. Nous venons de voir que l'on peut passer, suivant 
deux directions différentes , du point L à un autre M ou L^, pour lequel 
la nouvelle normale rencontre la première , et que ces deux directions sont 
à angle droit sur la surface. Soient donc LM et LL' ces deux directioDS 
rectangulaires en L. Du point M, on pourra de même passer dans deux 
directions différentes à un autre point N ou M', pour lequel la normale 
rencontre la normale en M ; et soient MN et MM' ces deux directions^ 
rectangulaires en M. En opérant de même pour le point N, on trouvera 
les deux directions NO et NN' rectangulaires en N ; pour le point O, l'on 
trouvera les deux directions OP, 00', et ainsi de suite. La série des points 
L, M,N, 0, P, etc., pour lesquels deux normales consécutives sont 
toujours dans un plan, formera sur la surface courbe une ligne courbe, 
qui indiquera perpétuellement le sens d'une des deux courbures de la sur- 
face , et celte courbe sera une ligne de première courbure , qui passent par 
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le point L. Si Fon opéré J)Oûi* le point L', comme diirà* (ait poiir le point L^ ^[ ^• 
on pourra d*abord passer^ snîyaiit deux dilations rectàngulaîreiSy à un *** ^ 
nouveau point M' ou L'', pôtir lequel la nouvelle normale rencontre la 
normale en L', et l'on trouvera de même une nouveUe série de points 
U, W, N', 0', F, etc., qui iformeront sur la surface courbe ime 
autre ligne de première côurlmre, qui passera par le point L'. En 
opérant de même pour la suite 4ès points L''> V, U^" . . • trouvés comme 
L', L'', on aura de nouvelles lignes de première courbure L"M"N't)''P"...y 
\J"JA"^'"0"'^-" . . . , etc. , qui passeront par les points respectif 
L", L'", L"", etc. , et qui diviseront la surface courbe en zones. Mais la 
suite des points L, \J, h", h"'... , pour lesquels deux normales consécutives 
sont encore dans un plan ,■ formera sur la surface courbe une autre courbe 
qui indiquera perpétuellement le sens de l'autre courbure de la sur&ce, et 
œtte courbe sera la ligne de seconde courbure ; M , M', M", M'", etc. , for- 
meront une autre ligne de seconde courbure, qui passera par le point M; 
la série des points N, N', N", N'''..., formera une nouvelle ligne de 
seconde courbure qui passera par le point N , et ainsi de suite, et toutes 
les lignes de seconde courbure diviseront la surface courbe en d'autres 
zones. 

8:i5. » Enfin, toutes les lignes de première courbure couperont a angles 
droits toutes les lignes de seconde courbure , et ces deux systèmes de lignes 
courbes diviseront la surface en élâtnens rectangulaires ; et cet effet aura 
lieu , non-seulement si ces lignes sont infiniment proches , comme nous 
l'avons supposé, mais même quand celles d'un même système seraient à 
des distances finies les unes des autres. Avant que d'aller plus loin, nous 
allons en apporter un exemple , avec lequel on est déjà £aimiliarisé. 

826. » Si l'on coupe une surface quelconque de révolution par une * 
suite de plans menés par l'axe , on aura une suite de sections qui seront 
les lignes d'une des courbures de la surface; ca^ pour qu'une courbe soit 
ligne de courbure d'une surface, il faut qu'en chacun de ses points, l'élé- 
ment dé surface cylindrique qui toucherait la surface dans l'élément de 
la courbe, ait sa droite génératrice perpendiculaire h la courbe; or, cette 
conditibti a évidemment lieu ici, non-seulement en chaque point de la 
courbe pour un élément de surÊice cylindrique particulière, ce qui serait 
suffisant , mais même par rapport à toute la courbe pour une même sur-, 
face cylindric[t(e. De plus, si l'on coupe la même surface de révolution 
par une suite de pbtis perpendictdaires à Faxe^ on aura une seconde 
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m^nt d'jifl^ ^ur^çe /çylifldrjïpie, j^^^^pi W^^m;^ dç réy^la^fm , Fé^r 

cgfljp)biui)e , 1^ ni^djfins 4çs, Ja ^r|ïi$^ , pt ffiffi l'ajab!? co.url^tuf , ,)es pwplr 

H. 63. 8a7; » Si p?r iaus j^ fmi» 4'uBp ^ ligne» 4e rflpwrl^»>» I^AfNOV 

f» »• d'ifae ^^ cqyr^» «a owe^iï .4es i^BipijLe^ à j|$ii.«9r£||)e, oopftWQBi 

▼a gue )a seconde jaovfaa}^ ref»^îfttr«Fa îftiP^nùçBB ^ *» Ç9F$am powpA, 

<5^e la ^ifjèpie rei»coqtr^c^.la ^çp^de «^ ^^ ^ptçe f<HB|t, et «in» 4» 

s^^fe ^ Je sy^^kof/i de f^ qof jqofdçs ^ dont dei^x cposfktf^^nM sQi|t t<}iBJ9piv 

4w »P P^"»? ¥^f fftPW 4<W»Ç»W 8»r^ 44yeÎ9pi»ï)l§, qttifstpirtaM 
jM^ç^dicttlaire à la-surËw^ oqofb^, e|t qui 1^ potjipe $9if^t |a Ugafl 4* 
courbure. Cette ligue de courbure étant elle-même partout perpcg^l^ 

«^îllWf 8VF ÎW^eS ira* <90»IM*?«>^ 1!» «)«(kop dwfllôpprfïlfi, est iHVsi 
^ ÎJgSI^ 4^ fî^Fl^irif» 4«Ç ee^» 4erai«re «)l«&ce, LW^ dp itAmmamn 
xx^t^ 4ç la sur^e ^ff^oj^^le , fip^te qui «i§t fgpm^ pap U 9JUte dm 
Pp,^^ ^ r^^coatrie ^. pipco^^ «p|is«çnti;res « 41 ^ l9q9^ Icmtes les 
uf^coDu^ ^t ^^ngeates, ^t ^ne d^ dflV9lppj«î§f^ d» )a <9>iw)ie IMSiOiB; 
eli^ ^t le ligu des qsntxe^ dP, ÇQui^bme 4p tniis )e$ p^i'i^. de €»tts 
courbe, et , fj|e ^t a^JS! ^ui,d«9 çe^ta^d^'ièl^ 4»» q«unbwM 4^ U «Wr 
%Ç , Ifi^ JÉftlWR^ q»i Wrt s»? 1^ li«B* tM^OP. Si r<» Ht, k même 
^^^^li^^W^^ IW?fl?î W^ 1« *«^ )»g»e« de oqur^HîT* 4e la m^e «aile, 

t^^ (j^y^j^g^p/.y'ii'WOiT. «to^., tpttu»,^^ wrBwa«»,4e i* «»&«» 

coj^^ potti3FPp.t ê^ regardées comme cpni|tQj^<nt ^e m\9 4a «nr^MS^ 
d^vel^ppa^Ues , tpute» .pprpendiçHlaireç, 3 la §Hr%e ,. et \p. ^«lÀme de» avâtafc 
d^,if^brQ|j9semenVde foutes. çe&«ur£jMjes,4é^PlflPPrf»lp%» fefPW»*: l"?*^ Mnftot^ 

'^ÇÇffRS»9MyÇB9f^4« »PPaïq««r poflr^ï«^djM dQui^.ç<WlwW 
^9^t:^^^m^\}mS°^^Y^^P!?' Eftefffit, sipart<>usl#points;LjV,l.", 
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h? ht sttifac^. cë^ dk^tés smiA éô^iaécm^èmm dfêox & d^nx c^ns mi méîme I>^ <»- 
p\à!&; leur syslème éirmera ùiié surface dëvelbppable, qni sera parfont 
perpendiculaire à la surface proposée^ et qur la rencontrera* dans'k Hgne de 
courbure LL'L-'Ij'^ . . , <fui sera^elfe^méme une lignede ooufrbure de*la< sur^ 
foee^éyelôppable; VstTeAj^àkrehràvaaemeéti^ctm'^à^^ 
lieu de» <îentawde^cottrb«^dcf k Hgnï ll/h^'''.v.,éfêi'ïù^^^ 
déÉ cè'fttrés de sëtbiidfe cbttVftiirèdfe kstii*fifce' courte , pour fous lés points 
dé iàligné Uj'U'Û^'. . . lî éni sera dé même pour toutes lés normales menées 
car lés points des autres lignes de^courbure MM'M"M"'. . . ,.NN'N'^"\ . . /êtes 
En sorte q^e toutes les nonnales^ de* k sur&ce^ cotu^^ pourront être re^ 
gardées de ixouyeaurconmie cohlj^osant une seconde' suite' de^ ^iti&ces' de- 
veloppd>lés, toutes pet^fidieiikiréi U'IstÉm^àé, et' 1# syàtèfitié' dès arêtes 
de rébrousseiîïiéhl de ttoùtéôcèi nouvelles surfaces dévèîoppàW formera 
une secondé surface courbe ^ qui sera le lieu des centres de- la seconde cour- 
bure de la surface. 

8:28. » On- voit donc que toutes les normales d'une* surface cottri^e 
peuvent être considérées comme les intersections^ de défî^' su(tès^ de' stilr^- 
faces développables , telles que* cbacùhé' dé!É!' stti^facës' déî^elô^^iabîës rëh- 
eo(û\jt€ la- surface courbe pieipéhdiciilàirèmént ^ et là coupe suivant une 
dSttA^, qui elst en même téihpis ligné de courbure de la surface courbe et 
ligné de courbu!re de là surface développable/ et que chacune des surfaces 
developpables de la première suite, coupe^ toutes cdk» delà seconde^ite 
en ligne droite et à angles droits. » 

82^ l5an8 quëlqties cas particuliers, les 'surfaces des centres des deux courbures U'unè 
même surface' courbe sont distinctes et peuTent être engendrées séparément a On^en a 
un exemple dans lès surfaces de rérolution , pour lesquelles une de ces surfaces seTédttit h 
Fàle même dé rotation, et pour le^uelles Fautre est une autre snrfacef deréToltiti<mieDghi» 
drée par la rotation de la déreloppée plane du méridien autour du méasie aid.n Maisie 
plus souvent, et dans le cas général, ces deux surfaces ne sont autre cbdseque'Iesdeds 
nappes d'une miême surface. 

836; » De ce que chaque normale est tangente en même temps aux arêtés-derefarôusi 
sônait deé deux surfaces déreloppables normales dont eUe est l'intersection^ il ^enraN 
qu'elle est en nkême temps tangente aux deux nappes de la surface des centre» de ootix^' 
bûré ; dé pins, cbacune de ces nappes est FenVeloppe de toutes les sur£scés déye]op|iJdë# 
normales d'une nlême suite; ainsi, tout plan tangent à une de ses surfaces déreloppables. 




nappe de la sur&ce des centres, et l'autre k la seconde. Donc k surface des centres de 
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covrbure , d'une surfioe donnée quelconque , jouit de cette propriété remarqoaUe, que 
les plans tangens k ses deux nappes, menés par un point de la surface donnée, se coupent 
a angles droits (^.n 

Il suit de là que toute surface courbe n*est pas propre k être le lien unique des centres de 
courbure d'une autre surface , et que, pour qu'elle y soit propre, il faut, i^. qu'elle ait deux 
nappes; a^ que ces nappes jouissent delà propriété que l'on vient d'énonœr. Tontes ceUcs 
qui ne satisfont pas à ces deux conditions ne peuvent former que la surface des centres 
d'une des courbures , et le lien des centres de l'autre courbure est alors une seconde sur- 
&oe , conjuguée à la première , de telle sorte que leur système jouisse de cette pfopriété. 

83 1. Lorsqu'une surface est partout convexe^ les surfaces des centres sont sitnées d'un 
même côté par rapport à chacun de ses points. Dans le cas contraire , c'est-à-dire lort* 
que la surface n'est convexe en aucun point , comme s'il s'agit d'un hyperbolcnde k une 
nappe , les surfaces dès centres sont situées de côtés opposés , par rappcMrt à cbaqoe point 
de la surfsce. Mais il arrive souvent qu'une surface est convexe en de certaines parties^ 
et ne l'est pas en d'autres^ alors les surfaces des centres ohangentde côté. Considérons, 
par exemple , une surface annulaire produite par le mouvement d'une spb&re aasujetUe 
à tourner autour d'une droite : l'hémisphère tourné vers cette droite va décrire une 
partie qui aura ses rayons de courbure situés dans des sens contraires , et la partie que 
décrira l'hémisphère opposé sera convexe , et aura ses rayons de courbure situés d'un 
même côté de l'enveloppe (3oi). 

832. Les deux rayons de courbure étant situés dans le même sens , il peut encore ar» 
river qu'ils soient ^ux ; alors les surfaces des centres se coupent , et leur intersection 
est le lieu des centres des courbures sphériques de la surface. Les tangentes à cette inter- 
section sont normales à la surface suivant une L'gne remarquable, qui est celle o!i les 
courbures de cette surface sont égales, et que l'on désigne à cause de cela sous le nom 
de ligne des courbures sphériques» 11 est clair que cette ligne coupe toutes les lignes de 
courbure de l'une et de l'autre espèce. 

833. « Voyons actuellement quelques exemples de l'utilité dont ces généralités peuvent 
être dans certains arts. Le premier exemple sera pris dans l'Architecture. 

» Les voûtes construites en pierres de taille sont composées de pièces distinctes, aux- 
quelles on donne le nom générique de voussoirs. Chaque voussoîr a plusieurs £ioes qui 
exigent la plus grande attention dans l'exécution; i®. la face qui doit faire parement , et 
qui, devant être une partie de la surface visible de la voûte , doit être exécutée avec la 
plus grande précision : cette face se nomme douellé; a**, les faces par lesquelles les vous- 
soirs consécutifi s'appliquent les uns contre les autres , on les nomme généralement/oinii. 
Les joints exigent aussi la plus grande exactitude dans leur exécution ; car la pression se 
transmettant d'un voussoir à l'autre, perpendiculairement à la surface du joint , il est né- 
cessaire que les deux pierres se touchent par le plus grand nombre possible de points , 
afin que pour chaque point de contact , la pression soit la moindre, et que pour tous elle 



C^) Ceui qai connaissent la perspectire Terront par cette proprie't^ qoe, d^on point de me queloooqne, 
situé dans la direction de la surface donnée et de la surface des centres, les contours apparcn a des deux nappes 
à9 csttlt dtf^ière surface paraîstent toujours se couper à angles droits. 
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approche le plus de l'égalité. Il Aut donc que dans chaque voussoir , les joints approchent 
le plus de la réritaUe surface dont ils doWent faire partie; et pour que cet objet soit 
plus facile à remplir y il faut que la surface des joints soit de la nature la plus simple et 
de l'exécution la plus susceptible de précision. C'est pour cela que l'on fait ordinairement 
les joints plans; mais les surfoces dé toutes les Toutes né comportent pas cette disposition» 
et dans qudques-unes on blesserait trop les couTcnances dont nous parlerons dans un mo* 
ment^ si l'on ne donnait pas aux joints une surface courbe. Dans ce cas, il faut choisir 
parmi toutes les surfaces courbes qui pourraient d'ailleurs satisfaire aux autres condi- 
tions I celles dont la génération est la plus simple, et dont l'exécution est plus susceptible 
d'exactitude. Or, de toutes les surfaces courbes, celles qu'il est plus facile d'exécuter, sont 
celles qui sbnt engendrées par le mouyement d'une ligne droite , et surtout les surfaces 
développables ; ainsi, lorsqu'il est nécessaire que les joints des youssoîrs soient des sur* 
* facescourbcs , on les compose , autant qu'il est possible , de surfaces déreloppables. 

» Une des principales conditions auxquelles la forme des joints des youssoirs doit sa* 
tisfaire , c'est d'être partout perpendiculaires & la surface de la Toùte que ces Toussoirs 
composent. Car, si les deux angles qu'un même joint fait ayec la surface de la yoûte étaient 
sensiblement inégaux , celui de ces angles qui excéderait l'angle droit , serait capable d'une 
plus grande résistance que l'autre; et dans l'action que deux Toussoirs consécutifs exercent 
l'un sur l'autre , l'angle plus petit que l'angle droit , serait exposé à éclater , ce qui , au 
moins , déformerait la Toùte , et pourrait même altérer sa solidité , et diminuer la durée 
de l'édifice. Lors donc que la surface d'un joint doit être courbe , il confient de l'engen- 
drer par une droite qui soit partout perpendiculaire à la surface de la yoûte ; et si l'on 
veut de plus que la surface du joint soit déyeloppable ^ il faut que toutes les normales 
k la surface de la yoûte, et qui composent, pour ainsi dire^ le joint, soient consécuti- 
yement deux à deux dans un même plan. Or , nous yenons de yoir que cette condition 
ne peut être^ remplie , à moins que toutes les normales ne passent par une même ligne 
de courbure de la surface de la yoûte ; donc, si les surfaces des joints des youssoirs d'une 
Toûte doiyent être développables , il faut nécessairement que ces surfaces rencontrent 
celles de la yoûte dans ses lignes de courbure. 

» D'ailleurs, ayec quelque précision que les youssoirs d'une yoûte soient exécutés, leur 
diyision est toujours apparente sur la surface ; elle y trace des lignes tris sensibles, et ces 
lignes doiyent être soumises à des lois générales , et satbfaire à des conyenances particu- 
lières , selon la nature de la surface de la yoûte. Parmi les lois générales , les unes sont 
relatives à la stabilité , les autres à la durée de l'édifice ; de ce nombre est la règle qui 
prescrit que les joints d'un même voussoir soient rectangulaires entre eux , par la même 
Maison qu'ils doivent être eux-mêmes perpendiculaires à la surface de la voûte. Aussi les 
lignes de division des voussoîrs doivent être telles que celles qui divisent la yoûte en as' 
sises, soient toutes perpendiculaires & celles qui divisent une même assise en youssoirs. 
Quant aux convenances particulières , il y en a de plusieurs sortes, et notre objet n'est 
pas ici d'en faire l'énumération; mais il y en a une principale , c^est que les lignes de 
division des youssoirs qui, comme nous venons de le voir, sont de deux espèces, et qui 
doivent se rencontrer perpendiculairement, doivent aussi porter le caractère de la surface 
à laquelle elles appartiennent. Or, il n'existe pas d'autres lignes sur la surface courbe, qui 

4' 
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painedt remplir en méoie temps toutes ces conditions, que les deux suites de lignes de oonr* 
bures , et elles les remplissent oom{dètement. Ainsi » la diyision d'une^ToAte en Toiissoifs 
doit donc toujours être faite par des lignes de courbure de la surface de la ToAte, et iei 
joints doivent être des portions de sur&œs déyeloppables formées par la suite des nor* 
maies i la surface , qui , considérées consécutivement , sont deux l deux daiM un méms 
plan ; en sorte que pour chaque voussoir, les surfaces des quatre joints et celle de la Toâte 
soient toutes rectangulaires. 

I) Ayant la découverte des considérations géométriques sur lesquelles tout œ que nosi 
venons de dire est fondé , les artistes avaient un sentiment confus des lois auxqudles fllei 
conduisent , et i dans tous les cas , ils avaient coutume de sj conformer. Ainsi » par exem- 
ple, lorsque la surface de la voûte était de révolution, soit qu'elle fttten sphérmde, scmI 
qu'elle fût en berceau tournant, ils divisaient ses voussoirs par des méridiens et par des 
parallèles, o^est-à-dire par les lignes de courbure de la surface de la voûte. 

n Les joints qui correspondaient aux méridiens étaient des plans menés par Faxe de 
révolution^ ceux qui correspondaient aux parallèles , étaient des surfoces coniques de ré* 
volution autour du même axe; et ces deux espèces de joints étaient rectangulaires entre tm, 
et perpendiculaires à la surface de la voûte. Mais , lorsque les surfaces des voûtes n'avaient 
pas une génération aussi simple , et quand leurs lignes de courbure ne se présentaient pts 
d'une manière aussi marquéf j, gomme dans les voûtes en sphéroïdes alongés , et dans un 
grand nombre d'autres, les artistes ne pouvaient plus satisfaire à toutes les convenanoBS, 
et ils sacrifiaient, dans chaque cas particulier, celles qui leur présentaient les diflionltés 
les plus grandes. 

» Il serait dono convenable que , dans chacune des écoles de Géométrie descrip- 
tive , établies dans les districts (^) , le professeur s'occupât de la déterminatiim et de 
la construction des lignes de courbure des surfaces employées ordinairement dsas 
les arts, afin que, dans le besoin , les artistes qui ne peuvent pas consacrer beaucoup 
de temps à de semblables recherches, pussent le consulter avec fruit, et profiter de 
ses résultats. 

834. » Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans l'art de la gravure. 

Dans la gravure , les teintes des différentes parties de la surface des objets représentés 
sont exprimées par dta hachures que l'on £BLit d'autant plus fortes on d'autant phs 
rapprochées, que la teinte doit être plus obscure. 

» Lorsque la distance à laquelle la gravure doit être vue est asses grande poar que les 
traits individuels de la hachure ne soient pas aperçus , le genre de la hachure est k peu 
près indifférent ^ et quel que soit le contour de ses à*aits , l'artiste peut toujours les forcer 
et les multiplier de manière à obtenir la teinte qu'il désire, et à produire Feffet de- 
mandé. Mais , et c'est le cas le plus ordinaire , quand la gravure est destinée à ètrs vue 
d'assez près pour que les contours des traits de la hachure soient aperçus, la forme de 
ces contours n'est plus indifférente. Pour chaque objet et pour chaque partie delà sav 
face d'un objet , il 7 a des contours de hachures plus propres que tous les autres à 



{*) Ployez la note do no iaiTant» 
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donner une idée de la courbure de la surface ; ces contours particuliers sont toujours 
au nombre de dcux^ et quelquefois les graveurs les emploient tous deux à la fois, 
lorsque , pour forcer plui facilement leurs teintes, ils croisent les hachures. Ces oon* 
tours , dont les artistes n'ont encore qu'un sentiment confus , sont les projections des 
lignes de courbure de la surface qu'ils Teulent exprimer* G>mme les 8ur£ices dé la plu- 
part des objets ne sont pas susceptibles de définition rigoureuse y leurs lignes de cour- 
bure ne sont pas de nature à être déterminées ni par le calcul, ni par des construc- 
tions graphiques. Mais si , dans leur jeune âge , les artistes avaient été exercée à recher- 
cher les lignes de courbure d'un grand nombre de surfaces différentes , et susceptibles 
de définitk>ns exactes , ils seraient plas sensibles à la forme de ces li^es et k leur posi- 
tion, même pour les objets moins déterminés; ils les saisiraient avec plus de précision > 
et leurs ouvrages auraient plus d'expression. 

}) Nous n'insisterons pas sur cet objet, qui ne présente peut-Atre-que le moindre des 
avantages que les arts et l'industrie retireraient de l'établissement d'une école de Géo- 
métrie descriptive , dans chacun des districts de la République {*) )> 

Occupons-nous maintenant des constructions relatives aux rayons de eourbure des^ 
smfftces. 

835. Soit d'abord A le point de contact d'un plan tangent à une sur&ce convexe quel- ^1* ^ 
conque , et supposons que ce plan coïncide avec celui de la figure; il sera possible de ^^' ' 
trouver non-seulement le ra jon de courbure de la surface en ce point ^ mais encore les 
ditrections des lignes de courbure de cette surface en ce même point. 

Pour cela , on mènera par le point A une suite |de plans cfA^, crÀji''f d'Ae". • . , nor- 
maux à la surface donnée; on construira les intersections de ces plans et de ces surfaces; 
on déterminera, par le procédé du n*^ 778, les rajrons de courbure:/ , p' , ^^ , etc. , de ces 
sections , et, ayant porté chaque rayon p' de A en âT, et de A en ê%. sur la trace £? / du 
plan normal correspondant , ondécrirala courbe dTâ^'^cP'» *• aVè^ .. «^ ^adonneront les 
points ûT, cPj d*, . ., /, tf", ê",, ., etc. 

Or, les rayons de courbure cherchés étant évidemment les distances MAr=AN,mA=:An, 
qui, par rapport à leurs voisinas, sont des maximum et des minimum j on rectifiera, pour les 
obtenir, la ligne dfdPdT . . .e'e^e", . . , sur une droite Dit; par les points D', D*^ D*. . . 
E', E", IT. . . , correspondans à ûT, ûT, cT. . . , /, «% e'^. . * , on élèvera des pcrpcndicu-' 
laires D'A' ,D*A%irA*. . .., E^a\KQ''ylS'a'. . .,sur chacunedesquelleson portera, à partir 
de lyXyles rayons deoouriiure AdT =s Atf'^AdT =;= A^, etc. , de D^ en A^.de D^ en; A% etc. : 
cela fait, on décrira la ligne A'A'A*. . . JctcP'^ on menera>par le procédéi exposé 
n^ 122 (*^) , des tangentes pq^ tu , à cette ligne; on abaissera par leurs points de contact 
R et r, R' et /, les perpendiculaires ]^=B.'5^, rs-^rufs^ qui seront les rayons de cour- 
bure demandés* 

Si la surface donnée était une surface non convexe y la courbe ddfdT . • . iris^sT. . . 
aurait la forme indiquée fig. 4 > dans laquelle les l>ranches ccMM , efngi , kKSjyfylemrs , pig. 4. 
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(*) Ce qai procède est extrait de la G^onetrie descriptWede l'îlhistre MoDge; die Ait publiée en Paa Ilf, 
k la ddinre des leçons dtê Écoles normales-, et an moment de la fondation de i^oole pofytethnîqae. 
(**) Au moyen de ce qn^on a tq n* 766, ce proc^ s'applique dans tona les cas pos^bles^ 
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PI. 63. toaofaent k IHnfini deux asymptotes PQ, RS , dont les parties indéfinies AP , AQ, A&, AS, 

^S* 4* sont les rayons des sections normales à oourbare nulle (8i5). 

Dans ce cas, on ne pourrait pas reetifier la courbe caMdb, e/hgij ihSpqf lomrê, tout 
entière : mais il suffirait d'en rectifier les arcs isolés àUdffng, hSp , omr'y car ils con- 
tiennent les points auxquels correspondent les rayons clierchés , puisque ces rayons sont 
ceux AM = AN , An» = An, des cercles tangens aux courbes auxiliaires idf^ , • . . 
#'tfV. . ., et caXAdb , efngi , khSpq , lomrs (*). 

836. Maintenant , aoit que la Burhœ donnée soit conyexe ou qu'elle soit non convexe ^ 
on pourra déduire des constructions faites pour obtenir les rayons de courbure GhercUi 

^"^- 3 Rs z=zKff, rs = /s', les directions des lignes de courbure en A. En efiet , si Ton rapporte 
*^ les lignes E'^S^ et E'« en #*Tî et /», sur la courbe auxiliaire ddCiT . . ./«V. . ., et que 
^' ^' Pon mène les droites MAN , mXn, il est clair que ces droites seront les tangentes aux lignes 
de courbure de la surface. 

De ce qu'on sait trouyeri en chaque point d'une surfsce, les directions de ses lignes de 
courbure 9 il s'ensuit qu'on peut se figurer , sans autre secours que celui de la risgle et du 
compas^ la manière dont ces lignes se trouTcront ployées sur cette surface, et oda peut 
suffire souvent dans la pratique : mais s'il fallait construire ces lignes , on ne pourrait le laire 
avec quelque rigueur sans l'aide de l'Analyse algébrique. 

837. Ainsi > le problème de la recherche des lignes de courbure est, comme oduî du 
développement d'une sui*£ace (649)9 insoluble jusqu'ici par la Géométrie. Les praticiena 
doivent s'en consoler aisément; ils ont d& remarquer que les solutions de nos questions 
générales étaient rarement applicables > et ils en concluront que si l'on trouvait un moyen 
rigoureux de construire synthétiquement les lignes de courbure, ce serait sûrement par 
un procédé si compliqué qu'il serait inutile. 

Cest l'Analyse qui s'applique avec succès aux questions générales de Géométrie. Cependant, 
nous regrettons de ne pas pouvoir trouver par des considérations synthétiques, les lignes de 
courbure de l'ellipsoïde (838); mais nous ne résistons pas au désir de les ocmstmire, comme 



{*) Les belles recherches de M. Dapia (voyez ses D^eloppemens de Gcomëtrie) Toot conduit à des 
procédés d'aoe applicatioa beaucoap pins simple que cens qae nous venons d'exposer. Après avoir proufé 
qu'on peat mener en chaque point d'une snrfsce quelconque une surface du second degré oacnlatrice en son 
sommet à hi sur&ce donnée , et telle conséqnemment que toutes les courbures des sections Bonnales de cette 
dernière soient données par la surface osculatrice, il projetta celle-ci sur le pUn tangeat à celMà.ao poiat 
d'osculation, et il fait Toir que toutes les courbures de la surface donnée peuvent être déterminées par la 
moyen du contour de la projection de la surface osculatrice. U appelle indieatriees les sections coniques qu 
forment de tels contours ; il déduit de leurs propriétés un grand nombre de conséquences très iniércssanlcs» 
et il indique des moyens d'une pratique aisée pour construire les indicatrices. 

Diaprés le plan de cet Ouvrage , oii nous avons tâché de substituer partout l'art des coiMnictkiiiS aas 
considérations analytiques les plus élémentaires, selon l'esprit de la science qui nous occupe , nooa n'avons 
pu présenter ici les propres cotntructions de M. Dupin. 

Les lignes àfétéf,,, «^«"e^. .., et eaMdh, ^fi^f khVpg , lomn , que nous employons, sont anssi 
des espè<%s àUndicatrices des courbures de la surface donnée ; mais an liea d'être ks contours des projecfioos 
d'une surface du second degré, ils sont ceux d'une autre surface qui est le lien de tous les cercles oscûiatems 
des sections normales en A. C'est en lisant l'ouvrage de M. Dupin que nous sommes arrivés ans résultat 
des n«» 835 et 836. . 
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un beau résultat d'Analyse, qui donnera l'idée* du réseau dont les fils saÎTraient les courbures 
d'une surface y qui montrera l'utilité d'aDier l'étude de l'Algèbre à celle de la Géométrie^ et 
qui est employé dans le Ht. a. de la Science du dessin, 

0>ncevons dans l'espace trois plans rectangulaires entre eux , Pun AB parallèle an plan pi. 66. 
Tcrtical , l'autre A'B' parallèle au plan horizontal, et le troisième (DE, FG) perpendiculaire Fîg* i- 
à la ligne de terj^^et par conséquent aux deux premiers. Ces trois plans rectanguUires se 
couperont suiyantles trois droites (AB,A'B'),(DE, C), (C, FG). 

Soient (CE, CB'), (CD, CO , (C, CF), trois lignes données, (CB, CB') la plus grande 
et (C, CF) la plus petite, et portons ces lignes de part et d'autre du point (C, C), sur les 
lignes respectiyes (AB , A'B^, (DE, C), (C, FG). Elles détermineront les trois lignes 
(AB, A'B'), (DE, C')> (C, FG), dont les grandeurs sont respectlTcment doubles de 
(CB,CB'), (CD , CO > (G, CF) , et que nous appellerons les axes principqfix de fellip- 
solde (838). 

Imaginons maintenant trois ellipses, la première AfiDE passant par les quatre extrémités 
des axes principaux horizontaux, qui sont le grand et le moyen axe^ la deuxième A'GBT 
passant par les quatre extrémités du grand axe et du petit axe*, la troisième enfin qui passe 
par les quatre extrémités du moyen et du petit axe, et dont un quart est rabattu en EH. 
On appelle ces ellipses, qui se rencontrent deux à deux aux extrémités des axes principaux» 
ellipses principales* 

838. Il est évident que si un plan se meut parallèlement au plan A'B' de l'ellipse ADBE, 
il coupera toujours les deuxautres ellipses(ou au moins tant qu'H sera entre les ppintsFetG) 
en quatre points, qui détermineront un e nouvelle ellipse dont ils seront les sommets. Cette 
dernière ellipse, variable à la fois de grandeur et de forme suivant la hauteur du plan 
horizontal qui la contient, est la génératrice d'une surface à laquelle on donne le nom 
Sellipsoïdey parce qu'elle ne peut être coupée par un plan que suiyant une ellipse. 

Les six points (A, A'), (B, B'), (D, C), (E,C'j, (C, F), (C,G), s'appellent les 
softwietsàà l'ellipsoïde. (C» C) est son centre ^ et les lignes que nous avons appelées axes 
principaux et ellipses principales^ en sont en effet, les axes principaux et les ellipses 
principales. 

839. On démontre facilement par l'analyse que le mén^e ellipsoïde serait engendré si le 
plan de l'ellipse génératrice, au lieu desemouToir parallèlement àl'ellipse principale ADBE, 
se mouvait parallèlement à Pnne quelconque des deux autres ellipses principales > ce qui 
donne le moyen de construire deux courbes elliptiques passant par un point donné de 
l'ellipsoïde, et d'obtenir immédiatement [puisqu'on sait mener des tangentes a ces 
courbes (874) ] le plan tangent en ce point 

840. Si deux des axes principaux de cette surfieM^e devenaient égaux entre eux , il est dair 
que deux des ellipses principales seraient égales entre elles^ que la troisième serait circu- 
laire, et que la génératrice contenue dans le plan mobile parallèlement à cette dernière > 
ou, ce qui revient au même, mobile perpendiculairement au troisième axe, serait par- 
tout un oerde; d'o& il suit que l'ellipsoïde général se changerait alors en un ellipsoïde de 
révolution. 

Passons maintenant à la con^ruction des lignes de courbure de l'ellipsoïde général. 

841 . Les arcs IJp\ O'KL, d'une ellipse et d'une hyperbole auxiliaires, ccmstmites sur 
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PL 66. des axMcommttni G(y etCIyétantdécrîtsdela man^ceqae taouf indiquerons cÎHipcit (SfgX 

Fig. I. on aura les projections horisontales de la série de lignes d*one même courbare, en ti^iitirant 

des points K de l'arc hyperbolique C/KL, les perpendicolaires KM, KN, aux «ses DK, 

AB, et en constmisantles ellipses MNPQ» concentriques àADBE, et passant par les pi«bM 

et N des perpendiculaires abaissées. 

Les projections horisontales de la série deslignes de Pautre courbure if obtiendront en 
abaissant des poinU J , de Parc d'ellipse U(y, les perpendiculaires JU, TR, aux axes, et en 
construisant les hyperboles TRS, VXY, concentriques k ADBE, qui auront pour demi- 
axes les lignes déterminées CR, CU. 

842. Le demi-axe (Xy, de l'ellipse et de Ph jperbole auxiliaires, est toujours pins petit que 
le demi-grand axe CB de l'ellipsoïde; il s'ensuit que le sonunet commun (f de ces courbes 
tombe toujour| en dedans de l'ellipse principale ADBE. D'après cela, il est évident que k 
plus petite des ellipses, projection d'une ligne de courbure, a pour demi-grand axe le 
demi-grand axe commun (X/, et que son demi'petit axe est nul. Elle se confond par consé- 
quent avec la ligne AB; d'oci il résulte que l'ellipse | principale (AB, A'FB^G) est dlensièBie 
une des lignes de courbure delà surface. A mesure que le grand axe des ellipses crott, ht 
petit axe croit aussi; et lorsque le premier de ces axes est égal au grand axe de Pdltpsoide, 
Pellipse correspondante se confond avec l'ellipse principale ADBE, qui est aussi censé- 
quemment uue ligne de courbure. Il est inutile de construire des ellipses plus gr an des que 
cette dernière; elles tomberaient toutes en dehors de Pellipsoide, et seraient étrangères â 
notre objet. 

On voit donc que chacun des deux sommets O, (X, de Phjperbole et de Pellipse anxi- 
liairesicst embrassé d'un même côté par toutes les ellipses, lesquelles se resserrent toujours 
à mesure que leurs sommets en approchent, et ne perdent leur petit axe que lorsqn^dHes 
atteignent ces sommets. 

Quant aux hyperboles, il est clair qu'aucune d'elles ne peut avoir^ dans le sens AB, un 
axe plus grand que l'axe O'O , commun à Pellipse et à Phyperbole auxiliaires. Gdies pour 
laquelle Paxe a cette grandeur , a son autre axe nul, et se confond ^i^ec AB; k mesure 
(me cet axe diminue Pautre augmente , de manière que , lorsque celui-ci est le plus grand 
possible, le premier derient nul à son tour, et alors les deux branches de Phyperbole se 
confondent avec la ligne DE. Ainsi, la troisième ellipse principale est encore, comme les 
deux autres, une des lignes de courbure de la surface. Chacun dessommetsO, (X, communs 
à Pellipse et à Phyperbole auxiliaires , est embrassé par toutes les hyperboles , mais du 
cêté opposé à celui o& lies ellipses l'embrassent Les hyperboles se resserrent è mesure 
qu'elles approchent de ces sommets, et elles ne perdent leur petit axe ] que lorsqoe leur 
sommet particulier atteint ces mêmes sommets : il en est ainsi pour les elKpses. 

843. Ces points , vers lesquels les ellipses et les hyperboles tournent leurs conoaTÎtés, 
sont les projections de quatre points (O , (T ) , (O, OT) , |((y, O'") , ((X , O'') , très remai^ 
quables ; deux d'entre eux sont placés au-dessus du plan A'B' et dieux au-dessous. Ce sont 
quatre ombilics^ autour (lesquels les lignes de courbure sont ployées , toutes les ones cPun 
côté, et toutes les autres du côté opposé, de telle manière qu'elles changent f espèce 
quand leurs sommets atteignent ces ombilics. 
844- Les lignes de courbure étant détermittées en projection horhontale, il serait fiiole 
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tf en conclure leur» projections vertical^ , puisque la cônditioiï ifâ^eHest soient star la snr- PL 66. 
face les détermine complètement ^ mais il sera beautonp plns éommode dé continuer ^'S* >• 
d'employer les résultats analytiques. 

Supposons l'arc abcd, &nne ellipse auxiliaire concentrique à ATB'G , décrit sur les 
demi-axes Cd,Caf dont nous Terroiks la construction plus bas (85i). Pour ayoirla 
projection Tcrticale d'une ligne de courbure projetée horizontalement] suivant une 
hyperbole TRS , YXT , on mettra le point T^ qui appartient à l'ellipse principale 
(ADBE , A'B'), en projection verticale en i; on élèvera par le point ^ la perpendîculaiîe 
ib k à!Tlf ; par le point h , ou elle rencontrera l'ellipse auxiliaire abcd , on abaissera la / 
perpendiculaite be sur FG , et l'eBipsé ert/eyx^e, dont les demi-axes sont Ct et C/, 
contiendra la projection verticale r//, yxyy de la ligne de courbure dont TRS, VXY, 
est la projection horizontale. 

On aura la projection verticale d'une ligne de courbure projetée sur le plan horizontal 
suivant une ellipse MNFQ , en mettant le point de cette ligne qui se projette en M , et 
qui se rabat en Z sur l'ellipse principale £ZH| en projection verticale en m, au moyen 
de l'arc su» , et en menant par ce point ni l'ellipse mninfpT^/r'm , concentrique à A'FFG 
et dont les demi*axes Gntj Ci, sont déterminés au moyen de l'ellipse auxiliaire abcd et 
des droites mCfCi^ respectivement perpendiculaires à FG et A'B'. Les arcs //?7i', r'mn, 
que cette ellipse mninprjr'm déterminera, seront les projections verticales des deux 
lignes de courbure projetées horizontalement en MNPQ. 

845* Il suit de là que les lignes des deux courbures de l'ellipsoïde se projettent toutes 
sur le plan vertical , c'est-^à-dire sur le plan AB du grand et du petit aie , suivant des 
ellipses dont le centre est en C : et l'ellipse principale (AB , A'FB'G) , étant une ligne de 
courbure , est nécessairement une de ces ellipses ; d'oii il résulte que les perpendiculaires 
G^, Vgf éltvées aux extrémités G et B^ des axes FG, A'B', de cette ellipse principale, se 
rencontrent en un point ^ de l'ellipse auxiliaire abcd. 

Tous les points de l'arc a^de l'ellipse auxiliaire, donnent des ellipses £fe'x, dont l'axe 
horizontal xà est plus petit que l'axe A'B' de l'dlipse principale A'FB'G, et dont l'axe 
vertical e^e est plus grand que l'axe FG , de la méiue ellipse principale. Ces ellipses, qui se 
resserrent à mesure que l'axe te' s'alonge, et qui se confondent avec la droite FG, lors- 
que le grand axe est égal à celui de l'ellipse auxiliaire abcd, divisent Paire de l'ellipse 
principale en zones dirigées dans le sens FG. Au contraire l'arc gd^ûe l'ellipse auxiliaire, 
donne des ellipses qui toutes ont leurs axes dans le sens FG, plus petits , et ceux dans le 
sens A'B', plus grands, que les axes correspondans à l'ellipse principale ATB'G. Ces ellip- 
ses, qui se resserrent k mesure que l'axe dans le sens A'B^ croit, et qui se confondent avec 
A'B' lorsque cet axe est égal à celui de l'ellipse auxiliaire, divisent l'aire de l'ellipse 
principale A'FB^G en zones dirigées dans le sens A^R' ; et chacune d'elles coupe chacune 
de cellea de la première etpëce en quatre points, qui sont compris en dedans de l'ellipse , 
principale. 

M» Monge, après avoir démontré que toutes ces ellipses sont inscrites dans un losange, 
dont le centre est en C et dont les points a et dsont deux des angles, termine ainsi qu'il 
suit la belle théorie dont nous avons tiré ce qui précède. 

846. Cl S'il était question de voûter un espace circonscrit en projection horizontale par 
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une ellipte , on ne pourrait pu donner k la Toûte une surface pluaconTenable que coHe 
de la moitié d'an ellipaoïde dont une des ellipses priacSpales coïnciderait avec Pellipte de 
la naissance; et en supposant que cette Toùte dût être exécutée en pierre de taille, il 
faudrait que la diTÎsion en vonssoirs fût opérée au moyen des lignes de eonrliare dont 
nous ayons donné la constructioa , et que les joints fussent les surfiMses défdoppaUes 
normales a la To&te. Les lignes de diybion en Toussoirs traceraient aur la sorboe des 
oompartimens rectangulaires susceptibles de décoration , et ces compartiniens eoxHnènes 
n^auraient rien de fantastique , puisqu'ils ne seraient qu'une suite nécessaire de la pfe- 
mière donnée, qui est une ellipse; mais la destination de Ji'édifîce pourrait inBacr aur k 
ehoix de celui des trois axes qu'il faudrait placer yerticalement. 

» Il n'y aurait aucune raison pour faire l'axe Tertîcal égal à l'nndes deux axes hori- 
zontaux ; ainsi les trois axes seraient inégaux. Dans cette hjpothàiei l'axe Tertital pour- 
rait être plus grand que les deux autres, et alors la voûte serait surmontée ; il poonnut 
être plus petit, et la voûte serait surbaissée; enfin, il pourrait être compris entre les 
deux autres , et la voûte serait moyenne. La voûte surmontée aurait en général plus de 
hardiesse et plus de dignité; et si la naissance était elle-même à une grande hauteur, qndle 
que fût d'ailleurs la destination de l'édifice , ce serait la voûte surmontée qi^il faudrait 
employer , parce que sa grande élévation faisant paraître ses dimensions verticales plus 
petites qu'elles ne seraient réellement, écraserait trop une voûte d'une autre espèce. La 
voûte surbaissée , en diminuant le volume de l'air compris dans l'emplacement, serait 
plus favorable à la voix d'un orateur. Si l'édifice devait être éclairé par deux lustres 
suspendus à la voûte, il faudrait que cette voûte fût ou surmontée ou surbaissée » parce- 
que dans ces deux cas sa surface aurait deux ombilics , placés symétriquement au-dessus 
dugrandaxe de l'ellipse horixontale, et que ces ombilics, rendus très apparenspar les 
compartimens qui se distribueraient autour d'eux , seraient les points natnsJs de sus- 
pension : alors on pourrait disposer du rapport entre les trois axes , pour que ces points 
fussent espacés d'une manière convenable. 

a Au contraire, si l'édifice devait avoir quatre grandes ouvertures, ou si la voûte 
devait être portée par quatre groupes de colonnes, ou enfin si , dans la décoration inté- 
rieure , on employait quatre supports distribués symétriquement , il faudrait chobir la 
voûle moyenne pour laquelle les quatre ombilics sont toujours dans la naissance , et placer 
les massifs ou les supports aux quatre extrémités des axes , parce que c'est aux environs 
de ces quatre points , et loin des ombilics , que les lignes de couri[>ure , rendues appa- 
rentes par la décoration de la voûte, et qui d'ailleurs rencontrent toutes verticalement 
la naissance , s'écartent plus lentement de la ligne de plus grande pente de la surface. 

847. }> On s'occupe aujourd'hui (^) de la construction de salles pour les deux conseils de h 
législature : les eraplacemens dont on a pu disposer jusqu'à présent pour de semblables 
salles , ont forcé de donner à Famphithéâtre moins de profondeur en hce de l'orateur que 
sur les côtés ; mais l'expérience ayant prouvé que la voix se porte à une plus grande distance 
en face, il parait que c'est une disposition toute contraire qu'on devrait adopter. De toutes 



(*) M. Monge écrivait ce passage co Fan III. 
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les lomies aloogées que Vm poorrait doniier i l'amphithéAtre, il n'y en a aucane dont U 
loi soit pins simple et pins gracieuae.que Pellipse : il faudrait donc que la salle f&t ellip- 
tique, et qu'elle fÙt couTerte par une yoûte en ellipsoïde surbaissée. 

» Le serricedes assemUéet légisUtÎTes exige un emplacement pour le bureau , en avant 
duqud est la tribune de Porateur. En plaçant le bureau k un des sommets de l'ellipse , on 
pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la commodité du service, et l'orateur se 
trouverait naturdlenent |dacé sons un des ombilics de la voûte : l'amphithéâtre n'occuperait 
que la partie qui serait en ayant Une gslerie qui ferait le tour entier de la. salle, et qui serait 
ass^ élevée pour être trfa distincte de l'amphithéâtre, fournirait des places au public. La 
salle , qui n'aurait ni tribune ni aucune espèce d'irrégularité, pourrait être décorée par des 
colonnes, à chacune desquelles correspondrait une neryure delayoùte, pliée suivant la ligne 
de courbure ascendante. Toutes cesnerrures, verticales ir leur naissance, se courberaient 
autour de l'un ou de l'autre ombilic , pour redescendre ensuite k plomb sur les colonnes 
opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autres nervures pliées suivant 
les lignes de l'autre courbure* Les intervalles de ces nervures pourraient être à jour, soit 
pour éclairer la salle, soit pour donner des issues à l'air, et formeraient un yitrage moins 
fantastique que les roses de nos églises gothiques. Enfin, deux lustres suspendus aux om- 
bilics de la Toûte, et à la suspension desquels la yoûte entière semblerait concourir, ser- 
viraient à éclairer la salle pendant la nuit 

» Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails à cet égard; il nous suffit d'avoir 
indiqué aux artistes un objet simple, et dont la décoration , quoique très riche, pourrait 
n'avoir rien d'arbitraire , puisqu'elle consisterait principalement à dévoiler à tous les yeux 
une ordonnance très gracieuse, qui est dans la nature même de cet objet (^). » 

848. Cest d'après cette idée de M. Monge que l'épure est construite. On a diyisé l'ellipse P'* ^• 
des naissances ADBE en parties égales s/, iu^ uSf Si^, etc., et par chaque point de ^*^' '' 
diybion S, on a mené une ligne de courbure dont la projection yerticale eàt/tr, et dont la 
projection horisontale est SET ( on verra plus loin (85o) le moyen d'obtenir le point R , 
étant donné le point S, ou, ce qui revient au même, étant donné le point T). De cette 
manière, on a obtenu toutes les lignes de courbure ascendantes. 

Pour obtenir le second système de lignes de courbure , on a divisé l'ellipse principale DE , 
en un nombre impair de parties ceC, Sy,yZ, etc., et par chaque point de division on a 
mené une ligne de courbure. La plus grande de ces parties, dont la moitié est Hce, est au 
sommet supérieur, elle est égale k s/ : les autres vont en diminuant gradueOement de gran- 
deur jusqu'au point £ 

{*) Le lecteur qoi ftart yn avec plaisir les détails dans lesquels nous Tenons d'entrer, et qui sera un peu 
familiarisé avec Fapplication de TAIgèbreà la Géométrie, lin avec le plus grand intérêt le 4* Mémoire des 
Développement de Géométrie de M. Dapin. 

Il Tcrra entre antres propriétés, i*. quVtaut donnée une surface du second degré, on peut toujours dé- 
terminer trois groupes de -surfaces du même degré, dans Pun desquels se trouve la surface donnée, tels que 
chaque surface d^un de cet groupes coupe tontes celles des autres groupes partout à angle droit j ao. que les 
surfaces d'un des groupes sont des ellipsoïdes, et celles des autres groupes des hyperboloides à une nappe et 
des hyperboloides à deux nappes; 3o. comment on peut employer ces surfaces , qu'on appelle »\krfaees trajec' 
fires orthogonale» réciproques , à la construction des lignes de courbore de la surface donnée. 

4« 
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PI. G& ' Exposons naintotiant; et tovjmurt d^rët M. Monp, kt amAmcÛBmtfm nouxtoui 
Fig. I. renTOjréesk lafindeoe^^pitre. 

849. D'abord occupooKiMMis de FflHtpteauxfliamlKy. 

Fig. 3. fc Soient ADB la moitié delà grande ellîpiehorîaoïitale qmfiane par lea Twwaaacef de 
la Toûte surbaîwée; F, F, ses foyers; AYtf lèqoartdeTelKpse^ferticaledicmt kjdaB pasae 
par AB; f^f^ ses foyers; DUE PeiKpse qui passe par KD, et/un àm tes forTëra^ Fmt 
construire le point <yoB pcMrterafif etKFswrFantreaxje^delLieiireiF'^oiiaMeiicrmf^ 
et parle point P' on loi mènera «le parallèle F^, qui » par son i nl eic secU onm^afc FaseAB, 
déterminera le point (y. De même, on portera K/for l'autre axe, deK ea/'; imaoeiietfa 
la droife fD , et par le point F, on lui mènera «ne parallUé FI, qui, par sa rettconlre avec 
Paxe KD prolongé/ déterminera le point I. » 

Fig. I . La construction de l'hyperbole auxiliaire O^RL ne présentejuiooiie difficolté, parce que 
cette hyperbole a les mêmes axes CI , CO^, que Peilipse llQf. 

850. Etant donné le point S, construisons actueUenent le point&,ou, ee qui rment 
Fig. a. au même, étant donné le point R , sur la fig. 3, construisons le point P. 

Du point R on abaissera sur AB la perpendiculaire RT ; on mènera la droite fT, 
et la droite F'P menée par le point F^, parallèlement à f T, déterminera sar AB le point 
cherché P. 

Fig. I. 85 1. Passons enfin à la construction de l'ellipse TçrtSeale abcd. 

l'ig. 3. (( Soient AB le grand axe de l'ellipsoïde ; KD la moi tiède l'axe moyen ;K£ la moitié du 

petH axe; F, F, les foyers de la grande ellipse, dont on a représenté le quart par A5D ; 

■f, f , les foyers de PcJlipse moyenne AOE, eif un des foyers de la petite ^tpse DDr. 

Pour construire le sommet X de Fellipse anxiKafre XLG , on portera KF et Kf sur Pautre 

axe, de K en F et f '; on mènera F^B , et par le point P la parallèle fH , qui, par sa ren* 

contre a^ec Faxe AB prolongé . déterminera le point X. De même , pour l'extrémité G de 

l'autre axe, on portera K/* sur AB, de K eny ; on mè ner a la droite /'E, et par le point f 

la parallèle fGr, qui, par sa rencontre avec l'axe KE prolongé , déterminera le point G. » 

852. Ce problème des lignes de courbure dePenipsoïde,que l'on tenterait sans doute 

Tainement de résoudre par des moyens purement graphiques, doit montrer la beauté e^ la 

fécondité des méthodes analytiques, et la nécessité d'étudier f Algèbre povr tirer de la 

Géométrie tout le parti possible. 

653. Ces deux branches des Mathématiques, l'Analyse et la Géométrie , 
ont chacune des avantages particuliers et une élégance qui leur est projpre. 
L'Analyse conduit au but sans tâtonnement; elle donne des résultats dont 
la généralité s'étend aussi loin que l'imagination; son élégance résulte de 
la facilité et de la rapidité de sa marche; ses avantages sont une extrême 
rigueur et des résultats qui donnent sans effort toutes les propriétés que 
comporte le sujet que l'on traite. La Géométrie au coatraire ne présente que 
des conceptions dont la généralité^ comparée à celle de FAnalyse, est extrê- 
mement bornée; 9a marche est incertaine et tout-à-fait dépeadagute do 
plus ou moins de pénétration de celui qui remploie : mais elle n'a rien de 
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mystérieux^ parce qu'elle s'applique à des grandeurs, et procède par des 
moyens, qu'on se représente physlquemetit, et qu'on peut considérer sous, 
tous les aspects. En un mot, son mécanisme est palpable, et il offre partout 
le plus haut d^gré possible d'évidence et de clarté. Enfin , elle a sur l'A- 
nalyse, dans la méthode des projections, l'avantage infiniment précieux 
de s'appliquer aux problèmes dont les données ne sont pas sotunises 
à la loi de continuité. Cest cet avantage particulier qui la rend éminem- 
ment propre aux arts, dont l'Analyse ne peut traiter que des questions 
abstraites. 



4^.. 
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NOTES. 
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854. Nous ayons tAché d'incorporer dans cet ouvrage toat ce qui était nécewtire au dé* 
ydoppement des diverses parties de la Géométrie descriptive; mais il 7 a des propositions 
et des théories qui n'ont pourtant pas dû j trourer pIaoe> et qui font la matière de oss 
Notes. 

Au premier rang de ces théories se trouTe l'exposition simple et synthétique des pro- 
priétés de l'ellipse » de l'hyperbole , et de la parabole. La loi que nous nous sommes imposée, 
de traiter la Géométrie descriptive sans autre secours que celui de la Géométrie âérneo- 
taire , nous obligeait k donner la théorie de ces lignes : nous aurions pu la placer dans le 
livre des Préliminaires ^ o& se trouve celle des développées et des développantes, et celle 
des hélices; nous avons préféré en faire l'objet de la note i**, parce que roette théorieayant 
été étudiée par les personnes qui ont vu l'application de l'Algèbre i la Géométrie, et ces 
personnes, dans l'état actuel de l'enseignement, devant former la majeure partie de nos 
lecteurs , cette même théorie est rédlement étrangère à ce Traité. 

NOTE PREMIÈRE. 

De l'ellipse j de l'hyperbole et de la parabole. 

PI. &]. 855. De l'ellipse. G>ncevons qu'un fil inextensible et par&itement fleuUe FMF, 
^■8* I * soit attaché par ses extrémités aux points fixes F et F', et qu'un poinçon vertical, dont la 
pointe soit en M , se meuve le long de ce fil en le tendant constamment, la ooaibe ABTA'B, 
décrite par le point M, sera ce qu'on nomme une elUpee. 

Les points F et F' s'appellent sesfiyers ; et les lignes FM, F'H, menées des foyers à un 
même point M de l'ellipse, sont les rayons vecteurs correspondans k ce pinuL 

856. Pour construire une ellipse, étant donnés les points F et F, et la longneur FM 
+ MF^ du fil, on portera cette longueur sur FF, k partir d'un dies pointsF eiF' vers 
l'autre, de F en D, par exemple; cda fait avec un rayon FM, plus petit que FD, et d'ail- 
leurs quelconque, on décrira, des points F et F comme centres, quatre arcs jiBiip,m^ii', 
m'n', jrTnTf dont le premier mnp vienne rencontrer FF en un pmnt p; ensuite avec 
Dp = FD — F/>, comme rayon, et du point F comme centre, on décrira quatre nouveaux 
arcs qr , g'r , /i'', gV, qui couperont les quatre {uremiers en quatre points M , If, M^, 
M*, appartenant k l'ellipse , puisque les longueurs MF + MF', MT + BTF, M'F+ UT, 
M*F +M*F, seront égales k FD. En fiûsant varier le rayon FM, on obtiendra snonsA- 
vement 8, 12, 16, etc., points dePdlipse, et enfin on aura bientAtassea de ces points pour 
mener un trait AB'A'B, qui coïncide avec elle (^). 
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Si Fou prendle rayon FM égal k k moitié deFD on aura FM=sFM/etles arcsmi», PI. 07* 
mW, etc., qry ^Z, etc., donneront les deux points B' et B de la courbe situés sur la •^' '* 
droite BB^, élevée par le milieu C.des points F et F', perpendiculairenient à FF. Si en- 
suite on porte le même rayon j JFD de C en A , et de C en A', il est clair qu'on aura les . 
points A et A' de l'ellipse situés sur la droite FF'. 

857. n résulte évidemment de la construction des points M , M! y etc. , que l'eUipse est une 
courbe symétrique par rapport aux droites A A' et BB'^ car elle est formée de systëmes.de 
quatre points, tels que M , M' , M'', M*, situés sur quatre droites MM' et M*M', MM"* et 
M'M% respectivement perpendiculaires aux lignes AA' et BF, et divisées par ces lignes en 
deux parties égales. On nomme, par cette raison , les droites AA% BB', terminées en A, 
A', B et B', les axe* de l'ellipse. Celui AA', qui contient les foyers F et F, est le grand 
axe ; l'autre BB' est le petii axe. 

Les quatre points A , A', B et B' aPappellent les sommets de la courbe. 

858. On Toit qu'étant donnés les deux axes A A' , BB', si l'on décrit du point B ou B' , 
comme centre, arec un rayon CA égal au demi-grand axe, deux petits arcs «F, /F, ils 
couperont la droite AA' aux foyers F et F'. 

85g. Le point C, o& se coupent les axes, jouit de la propriété que si par un point quel- 
conque M' de l'ellipse on mène la droite M'C, elle ira rencontrer cette ellipse en un point 
M*, et qu'on aura ClA' = CM*. 

Ce point C, et en général tout point qui divise en parties ^;ales toutes les droites ter-' ^ 
minées comme M'M* à une même courbe, ou à une même surface, reçoit la dénomina- 
tion de cenire j et cbaque droite M'M*, menée par le centre , celle de diamètre. 

La distance CF = CF', du centre aux foyers « se nomme V excentricité» 

860. Concevons que pour deux ellipses ABA'B^, aba'b', on ait la proportion Fif. 9. 

AA' : Bff :: ad \ hV, 

les droites AB , ah , seront parallèles, et si l'on augmente l'écbelle de la plus petite dans 
le rapport de AA' à aa\ il est évident qu'elle coïncidera avec la plus grande. On iippdlci 
par cette raison, ces ellipses des courbes semblables. 

861. Db l'hyperbole. Si l'on imagine qu'un poinçon M se pieuve le long d'un filjpas- Fîg. 4. 
sant par les points F et F', et variable de longueur tellement que la diffiârence des par- 
ties droites FM, .MF', de ce fil , soit une longueur constante FD, lepoînt M décrira une- 
ligne MAM\ . .M*A'M' que l'on nomme une hyperbole. 

Les points F et F' s^appellent ses/oyers, et les droites MF, HF'^ menées des foyen k 
nn point M de la cçorbe, ^appelleçt W rayons uecteurs de ce point. 

862. Pour construire Hiyperbole on mènera la droite FF' ; on prendra sur cette droite, 
a partir d'un foyer et en allant vers l'autre, la longueur FD à laquelle est égale la dif- 
férence des deux rayons vecteurs d'un même point; cela fait, avec un rayon F/y, au moina 
égal i la moitié de FD, et d'ailleurs quelconque, on décrira, des points F et F^ camine-« 
centres, quatre arcs nuip, m'n^ m'/i'', m^n"; puis avec le rayon. E^p = JPp + FD, on> 
décrira , des mêmes points F et F comme centres, quatre nouveaux arcs qr , ^V, q'r', f'^* 
qui couperont les quaU« premiers en quatre points M, M^, M% M*, apparteiiaiit à lliy- 
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PI. &7. f&BMe, pmbqpie. Itai diSitenoei de b«r»rajoiu fecteurs aeroai ifgklm àFD« En ikitâiit ^- 
^^P 4* rmt la rxfom, FM, <» obtianArt snottnivttiiieiit 8, is, i&, etCr, pbmts, eomm^-M, M'^ 
MPi Afy et hlêoMi om aarm na nontire snffisaai de om pôinlB yea» wattmrmL trait qui» 
ifaaiwe el qui ooïiicide avee Phyperbole. 

Si on porte sur la droite FF'^ à partir da poiot G miliei» de ceUs dreile, k$ loiigiMun 
CA.y Gk', égales k ta moitié de ¥D, les points A et A' sereat oevK eà 1* oMurfae cDvpe 
la 4roit6 FF'. 

863. D'après ce qsi précède, it est érideaft que l'hyperikde est eonyosé» de àênt hn»- 
ches séparées, syioétriqnes i^. par rapport k la droite AA'-, aP. ptrwppovl i le 4ratte 
BB^, élefée par le point C perpendieulaiveRieiit à AA'. 

Les deux droites AA', BB', s'appeUent pac eettO'raisoa les ojnsè de li»fperMei La pie> 
miëre AA', limitée aux deux branches MAIVI', AfA^M", se neaim e 1 durs réel; Finrtre W, 
qui ne rencontre pas la coarbe, s'appelle Vaste imagincUre. 

On donne k cet axe imaginaire ttbe grandeur BB^ teBe , que la ncritié OB' s» APde 
cette gfandear, soit le côté d^«a triangle rectangle GAF, dont PkjpoCôaose CF*- aiott 
égale à CF, et dont le côté G A adjacent à l'angle droit soit la moitié GA dé A A^ R s^ea*- 
soit que- la toagneur BBf, de Faxe inKiginaire, ptet excéder eelfe AA' de Paxe réeL * 

864- Lee points A et A'V^appeHent lessomuMfs de Fh^rperboté: Qaelqnefeison lee nca m mt 
les sommets réels; alors les points B et B' prennent le nom èc scmmets imaginaires. 

Étant donnés les quatre sommet» A, A^ B, B', situa sur deox droites rectangolaires 
AA', Bff, on en déduira les fojers F et F' en prenant sor lex>lue grand tes distances CF, 
CF\ égales & Ifijpoténuse AB=CP du triangle AGB. 

Si l'on avait A A^ = BB', bu courbe serait ce qu'on nomme une hyrperhoîe éqmiatère. 

865. Il est dair que si par un point queloonqueM de h courbe MAllT. • .M^ABf ^ et 
par le point G, on mène une droite MG>. elle ira ooupec> cette courbe en un autre point 
M' tel , qu'on ait G>I = GM". Le point G se nomme par cette raison (BSg) le centre de 
l'hyperbole , et toute droite comme MMT est un de tmdUmèireê. 
Fig. 6. 866i^feorsqtted(3uxàjperboles]tfAN. ..llfA^IP^m^m. . .mVn^yontdiesaRs AA*^ 

aa' et bb', proportionnek, en sorte que dans fer triangles ABG, aèCf les hypoténuses AB, 
ab, soient parallèles, on dit que ces hyperboles sont semblables, parce que dans ôe cas, 
i^ suffit évidemment dé mettre la plus petite man . . . ni cl ri ^ sur une nouvelle éc6eBe , qui 
aoiti Iféehetie de k prenàière dans le rapport de GA à Ca , pour que ces deux hjper» 
bêles coioeident e» Mêr sente. 



Fig. 3. 867. Dn Bà FAHABOIE. ImagittOB» quHiQ potnt M se mequ^de maaiervk èlrelea- 
jours également éloigné d'un point F et d'une droite BI>, la ligne- MARt^, qu9 décrfrar ^ est 
ce qu^Ml' nomme une j9«ntdoi!e. 

Le pottt^ F est jMtfiyer; BE^ est ce qu'en appelle sa âtreetrieer;' h per p endiènik&e- 
AS menée par le ibyer F à la directrice BD est son ctxe;" le pomt A sftné à la moitié 
dto^ la distance da fyjetikht directriceest soo sommet^ et tontes les l^nes- tdles que FM 
sont ce qu^on nomme serro^on^ f/irr/^rr. 

868. Si du point Pconsme centre, avec un rayon FIMT, plus grand que AF et dPaiBenrs 
qnrioon^pe> es dAerit-deut* ara mn^ nÇri-^ qu'ensuite on porte lé- ragrov f% etii GF, ci 
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qiiiott inèai^ kjdrbcbt pBq , {MnUèla k fa directvkie'ttDveettv droite Mtfpera kg arcs âé^ pi. 67. 
^(arito an, mV, en dcu pcnats M et M^, Clément distans d« point F '0C le 8D , tt isip^ ^îs- 3- 
pwriènaiit par ooQséqoeDt -k là parabole^ lyapvës eeià 3 sera aké ^obtenir assez de points 
de cette courbe poor pouvoir la tiraocy. 

^69. En csupai'aal: la eonstriieiMA de PelUpse ^666) et celle de ta parabole , on Toit 
que la droite pq n'étant autre chose qu'un arc de cercle décrit, avec un rayon infini, d'un 
point pris pour centre à une dictàuee'MBnfè k dl^o^ dti poïtit 'F 9ur Vaxè AX , la para- 
iKde eÀ une véritable eHîpse dent le gi^Mid a&é refait infini , ou ce qui revient au tuéme 
dottt l'eLceBtrîeîté ^serait inâm, €^ dont le centre consé^pémment serait à une distance 
infinie du Bonunêt 

Ou peut voir dé néaie (662) que la coastructîoid de la parahole est absolument celle 
dt la branche Wà.lâ!' d'nne byperbdle dottt \e4ojet ¥ se serait éloigné à Knfihîy à Pop- Fig. 4. 
posé de W^Sm efiet, le grand axe AAf ^ troaiFeh*ait 4ftfini : ayant donc décrit du point 
F' Roanne oeuire ,de«x arc» mV, m.*//", le wyon FM* sei^aît înfim , et les arcs yV, ^*r*, 
me trouveraient remplacés par une dbroite jgy^ perpendieokire k kflL', et ^îstanrte du point 
B .d'une io n gw eur D&^^pii aérait égale k f'AI*} donc la ooui»be fftK'W serait une para- 
ix)le ayantpoiir foyer le point P^, et pour directriee tme drdltè «enée par le pdint D. 

Mais il faut bidû remarquer que lorsque l'on eon^dèré une parabole camme étant une 
dUpae , le deuxième loyer de ^oette ellipse est à nue distance isSme du premier, et du 
a^me côté F'^fue C9 dernier, par rapport au sononet A , tandis que si cette pai^bole est Fig. 3. 
considérée comme une byperbole y «on -deuxikne foyer ^ra aussi k une distance infinie 
du preittîet*, maia dn:cdté G, «apposé à F, par rapport an sommet A\ 

870. Puisque la parabole est une courbe qui a son centre à l'infini ^ ou ; ee qui est la 
même cbese, cpii n'a pas de centre, -eile n'a pa5 non plus ee qu'on appelle des diamètres 
<859). G^iendant^ k oawe de son analogie avec l^^tipse et fHyperbole, oui désigne toute 
ligne MF', etc., ^i paît d'un de ses pointe, qui est parallëte k son axe, et qui encon- 
aéquenoe concourt vers son oientre à Pînfim , eous le nom de diamètre. 

971. Là -corde II', menée piir le loyer, parallèlenient à la directrice, étant composée 
de deux paKies Fl^ ?= FI ^= PG sbe aAF, on voit que If est égale à quatre fois !a 
distance du sommet A au foyer F. On donne k cette corde le nom de p ar a mè tre. 8i par 
le point Acn nfetne ^ droftes AI, AT, sou!JJ[des angles PAT , PAr,téls que, dans des 
triangles anialagues k AFI, AfI', le rapport de ¥1 ou FI' k AF soit égal k 2, ces droftes 
couperont la parabole ans extrénrités I et f' du paramètre. Connaissant donc une para- 
bole yUM et son ase AX^ on saura consCruire son paramètre II', lequel déterminera le 
foyer F. 

Brf%^ Queh .que eoientlee paramkères if /if , de^knx parafes Mlf AN'Hf, mnÈJitm% dont Fig. 5. 
les droites 8D et'M^sent tesdifecttilees, lea trian^Mi kSVykfiy seroht toujours semblables , 
et 9 esfl évident qu'il sitfiira de multiplier réehelle de la plus petite, par le rapport de Ifi Ut 
dea d^en'x parauiètnes, pour qi^eHes soient snperposaMes t donc toutes les pardiole^ poin 
sibies sont semMsUes , ou bien elles ne-sont qu'une seule et même courbe raf^rtée lur 
des ^belles diffénentes. 

87!. JXbs l'AJiûBinBia à VelUjpm^ àVhypeàbolei mtà ia pmm bo h . Lii Ikà comtes 
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doQt il TÎeat d'être quesUon poaYant être décrites au mojen d'an poinçoa ^55, 86i et 
867) qoi teod on fil aifuietti .k certaioet ocmditioiif , il est manifeste qi^en diaciiii de 
^^' leurs points le point décrivant M soit une certaine direction : or, la ligne droite TM » 
^' ^ qui a cette direction, est ce qu'on nomme la tangente à la courbe en 1£ 

Si par le point M on élire la droite MB, perpendiculaire i la U"pp"*^ TBf , cette dsoite 
sera la normale en M. 

D'après cela il Ta être facile de trouver les tangentes. 

874« Soit M un point de l'ellipse ABél'V : on remarquera qi^an moment oii le prât 
décrirant est en M, il décrirait le même élément infiniment petit de la courbe , s^il se 
mouTait dans le sens AMB\ ou dans le sens B'MA ; car la configuration de cette courbe, 
résultante de sa constrootion, ne dépend pas du sens du mou?ement dn poinçon décri- 
?ant. Donc ce poinçon se mouvra, en M , dans une direction dépendante des lignes HF , 
MP, et indépendante de leurs longueurs respectives : donc il se mouvra comme si'il était 
l'extrémité d'un fil ME, divisant l'angle FMF' en deux parties égdes, et attadié quelque 
part en un point de la droite MR. Mais, dans ce dernier cas, le point mobile décrirait un 
arc de cercle , et l'élément correspondant au point M serait sur la tangente de cet arc i 
c'est-à-dire sur one ligne perpendiculaire au rayon M&« Donc la tangente en M , à l'd* 
lipse, est la perpendiculaire TM à la droite MR qui divise l'angle FMF' des rayons vec- 
teurs en deux parties ^;ales , on , ce qui est la même cbose, la tangente TM est la droite 
qui divise en deux parties égales l'angle d'un des rayons vecteurs FM , du point M , et 
du prolongement M/, de l'autre rayon vecteur MF. 

Quant à la normale MR, on vient de voir qu'elle est la droits qui donne Fangle FBCft 
égid à RMF. 
Fig* 7. ^7^' Soit M un point d'une hyperbole ; les rayons vecteurs correspondans seront MF 
et MF. Or le point M, considéré conune point décrivant, engendrera la même oonAr 
soit qu'il nurche dans un sens, ou dans le sens opposé ; donc la direction de la courbe en 
M est indépendante des longueurs MF, MF, et dépend seulement des directions des fik 
FM, FM , tendus vers M. Donc enfin, cette direction est celle de la droite MT qm. 
en divisant l'angle FMF en deux parties égales, ne participe pas plus de la position de 
MF que de celle de MF. 

La normale en M sera par conséquent la droite MR , qui divisera en deux parties Vi 
d'on des vayons vecteurs F'M , et du prolongement M/de l'antre rayon vecteur MF. 

876. Cherchons les tangentes dont les points de contact sont à l'infini, et pour 
voyons d'abord dans quelles directions, à partir du centre, se trouvent les points de Flir- 
perbole situés à l'infini. 

Ou remarquera queles rayons vecteurs FM, FM,quiabontissentàun pointquelconqueK. 
sont tels que l'arc DirG, décrit du point F comme centre, avec un rayon FD égal «s 
grand axe A A', est touché sur FM, au point de contact k , par l'arc Fit, décrit du 
M comme centre avec le rayon vecteur FM comme rayon. Or , si le point M 8*éloi| 
l'infini, l'src DJtG restera le même, et celui qui remplacera Fit, étant décrit 
rayon infini , se trouvera une droite qui devra toucher l'arc DkG , et qui sera par 
quent la tangente FG, menée par le point F à Parc DM>; donc le point sitoé à Vh 
serasur kdroileFGUMaisUsera aussi sur le rayon vecteur Ff,pandUkn FOI^ 
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il est sur un diamëtre , il sera encore sur une autre droite CS , menée par le point C pa- PI 67- 
rallèlement à FL. Examinons les conditions qui déterminent cette dernière droite , et nous ^^' 7- 
▼errons qu'elle passe par le point P, situé sur la perpendiiSulaire AP, à une distance AP de 
A A' égale au demi^petit axe CB. En effet, le triangle GF/s est semblable à FFG, et 
puisque CF est la moitié de FF, on aura C» = i FG = i FD = CA ; d'où il suit que 
les triangles CnF\ CAP, sont rectangles , l'un en n et l'autre en A : mais l'hypoténuse 
GP^ de l'un , égale celle CF' de Paùtre (864) ; donc ces triangles sont superposables ; 
donc leurs angles A'C/» , AGP, sont les mêmes : donc le diamètre GS , qui aboutit à l'in- 
fini , est celai qui passe par le point P. ' 

Gela posé , il est facile d'obtenir la tangente à l'infini. On sait qu'elle doit diviser 

l'angle des rayons yecteurs en deux parties égales: ces rayons sont les droites FL, F/; ils 

forment un triangle isoscële dont la basé est FG; la droite GS joint le milieu n de cette 

base et le sommet de ce triangle; donc la droite GS divise l'angle des rayons vecteurs 

FL , F/, en parties égales : donc elle est la tangente cherchée. 

877. On donne k cette droite, et en général à toute droitequi touche une courbe à l'in- 
fini , la dénomination 9a9ymptote, 

11 suit donc de ce qui précède que l'hyperbole a ses deux branches comprises entre 
deux droites S'S^ a' s , ^ui se croisent par son centre, qui sont les directions des dia- 
gonales du rectangle Wpp', formé sur les axes AA', BB', et qui touchent ces branches à 
l'infini en quatre points. 

878. On remarquera en passant que la tangente TM, nécessairement perpendiculaire 
à la« corde de l'arc Fit, puisque les angles FMT, TMF', sont égaux, coupé toujours AA' 
entre les points A' et G , et qu'à mesure que le point M s'éloigne de A' , cette tangente 
s'approche de plus en plus de faire avec AA' un "angle dont la limite de diminution est 
A'GS ; d'où il suit que le point M , à mesure qu'il s'éloigne , a^approche tou joui^ de plus 
en plus de l'asymptote GS, sans cependant la toucher jamais , car il ne la joint qu'à l'infini. 

Soit enfin M * un point d'une parabole : si on la considère comme une ellipse dont Fig. 3. 
le foyer soit à l'infini vers X , les rayons recteurs en M seront MF, d'une part, et MF pa- 
rallèle à AX , d'autre part ; la tangente à l'ellipse ou à la parabole sera donc la droite 
TM, qui divise en parties égales l'angle FMD, de FM et du prolongement MD de MF. 

879. La parabole étant aussi une hyperbole dont un'fpyer serait à l'infini, à l'opposé 
du point X , on doit par cette considération trouver la même tangente TM , et c'est ce 
qui arrive effectivement, puisque les rayons vecteurs du point M sont alors les droites 
FM , Mdf et que la tangente à l'hyperbole devant diviser leur angle en deux parties ^ales , 
elle coïncide avec la droite déjà obtenue TM. 

880. De ce que les angles TMD, TMF, sont égaux , et de ce que DMT et FTM sont 
alternes internes, il s'ensuit que TMF= FTM, et que le triangle TFM est isoscéle, 
ce qui donne FT = FM. Pour avoir la tangente en M à la parabole , il faut donc porter 
le rayon vecteur FM en FT , et mener TM. Gette propriété va nous en fournir une àuttre 
fort usuelle ; mais avant de la démontrer , il favft que nous fassions connaître le moyen 
qu'on emploie ordinairement pour déterminer les positions de divers points situés sur 
un plan. 

881. On mène sur ce plan deux droites AX , AT, et M étant un des points dont on Fig. i3. 

43 
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PL 87. T««t Ëxor la |»o«t«o« , on abtiiM d« ce psiot une perpeqdùaUip» MP rar AX, Akn 

Fi|.i3. (»Mi«MH«tAPat!pU; «MlMnt â»plw«i AP «#à drate oui «UM^ do AT, et ri PU 

MtsBififlHW 9R««-KlawiwdeA.Xi«W wtqHVnpwmtOBJonnrfltrWTOr lapofUifllkdB 

point M , ou de bnrt taXn pobtt Al', M', K*. ùti|é ^na ntaière qM^Haque »w b tJkb 

A» AX et ie AT. 

I>»«0 oMe Manier» d« raïqpovter la poîoU i de* dfoilm AX et AT, on Boamie Af et ÏM 
les coon^iNNHiM da point H ; A «ut l'ar^fVM dmooordoBnéM; AF «al l'oiMiMc dn point H, 
PH eit «m oràonnét ; k droite AX t-'appeUa l'a«a cIh oifcùm^ et AT f om (^ onfanate. 

Ordinairement l'angle XAT est droit, et lei coor^onnte^ «mt dituncAin^Hiiwiaij' dwM 

1a ca* contraire ce «eut dea ooordonniea eUiguMv 

Fi(- 3. 88». Cela poaé , prtn«nt AX pour t'axe dea «Imiùmm de la parabele , et In langiatr 

TlfenA powaxsdeaordonnéei, der^ijtgFT^^^FH «Mi*dMHiro«irr:E=DMa«Gf : 

nuitAF t^GAidonaFT^ AF — GP-^CA.eii AT = AP,««q)ù dwnel^s: «AT- 

La droite PT, comprise entra le pia4 P de l'ordonafe et le point T où la tangente confie 
raxedei abacisMf, te nomme la ■o itfn iy Ht fc .- on n>itdon,ot{He, dtmnbifmfA^, hmu- 
tan^ente eat doabl* de fabtcU»* , comptée à partir da «w^irt prit pour aiïgiB& 

683. Si Fon cherabe Fasymptote d'nne paralwle , on verra qne le peint de coalact M 
étant à Finbii, le point X ett 1 une dittence iniaie AT du aommet A, et ^'ai c«Ma- 
queace l'asyi^tole inat entière eit aniri à l'infini : «'est-Ji-dir» que le perabcde, qnok- 
qu'elle ait dea points k Pïnfini , n^a c^wndant paa d'asymptotes. 

884. Des sktixtris (teUipuijd^hyp*rioitt9tiU,pari^oUM.\AfK^iib(M6lttiiA,^arsaaK 
nous l'awBt vu (869), la mâme qhowqn'uoe oUipaael qn'nMbjrperbole iidiniment ale»- 
g&j, on Toit, par l'intermédiaire de la paratrale, qu'il 7 a une sorte d'identité eabwlei 
ginérationt de ces trois lignes , ft qn'ellei fwmant n« m^ow gsore de oonrbe» dont cQea 
•ont lea upèœt (*). Iloias allons ex a miner leurs fwriéti» 

l'i|. I. 8&5. &ippa*ons qiM l'excentricité GF s= CF' d'une e l li y seil nuUe ; le» dean foTcn 
F et F' se tronverout réopuia ■<> centre C , et il est maaifesU que la oonrbe décrits arec 
te rd FIUF* sera circulaire, ha corde est donc une variété d'ellipse. 
Si les axoa AA', BB*, étaient nuls, Fcttipse le réduirait à un point. 

Vtf,. II. Si I9 petit axa BB' avait uns graadenr fia», «t que I« p-and axe darigi suvaotna' 
f&t infini, Iqi Jbjers wraioot h, dw dwtancea iniÎMe» du point C sur la droite aà\ las 
droit» menée* *ii]( io]i*ra par îles pointa B et B' seraient deux paraUUe8&ffî,ll'M',aB 
araDdax(!,t!t ce* Jeux droites Mraientl'eUipse en question. En efiet , lefilgéuÉralçwr étant 
ntlacIiL' il deux fojcrs situés i l'intim sur ua , tout point M ou M' de 1b courlie sei« situé 
pai' rapport il ws fo)|f|l% <> CWséqucmment par rapport i la droite ca'. eiactemq^de 
mfiuG que l«s M'trcmîtt'' *y fi^ d« petit axe; donc toute oordc MM', porallÈleà Uf, 
«Ui't d'une touguenc f "^i M eoupée en deux parliei égaies pai' aa : donc, etc- 

H|i J. (^H(i, Conc^ViVMtp t^A^JBVdfunehyperboIediniiiuait sanaqurtoaanpport 

<A>MI|l«i l^lflSMlii ' ^^HHfpt:«i9U«U«fl (866), et elles auront le< 
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asymptotes, puisque les angles tels iqne ACP ne changeront pas. De t^tts» il eit étident PL 6^. 
que plu^ Ie& axe$ diminueront , plus les sommets A et Â' serùtat voirins , et plus lea deux ^^8* 7- 
branches de ThypeAcle Rapprocheront déi asymptotes STS, /«. 

Si le triangle CAP atteint la limite de ses dècroissemeM, limite dans laquelle on amra 
CA=:o , AP=CB=± 0; sans cependant que lè rapport de GA à CB sott dba»gé , leâ foyeris 
et les sommets de Fhyperbole seront réunis à 9Cfù centre | et eUe coïncident ayec ses 
asymptotes : dovic tes asymptotes d'une hyperbole èont une àtitre hypcirbole , «mblable 
k la première , et dotit leâ aies tont nuls. 

• 887. Si l'axe BB' derient nul , les asymptotes se Coïifbndtofit aTee le grand axe, et oomme 
dles oomprettnem Phyperbole , cette courbe i»e trourera conAmdne atec le même ate *, 
toutefois la distance A A' n'en f^m pas partie. Maïs comme il y aura «ne hyperbole iem-* 
blaUe pour laquelle les deux axes seront nuls , cette dernière hyperbole se oonfioirira 
arec la dtoite indéfinie FF' tout entière. 

Si c'est l'axe A A' qui détient nul, Phyperbole se confondra a^cxî l'asaBB'. 

Ettfin 61 Paie imaginaire dérient infini, àans que l'axe AA'tAiange, l'hyperbole se tMu- 
feta. formée par deux droites élètées en A el en A' perpendicfuiairefnent k AA\ 

888. PàSftOtts Aux variétés de la parabole ; et puisque toutes leis paraboles M>nt «ne msêmt 
courbe rapportée à des ébhdles difllSrenies , ^vtppbaoùs que l'nnité 4e lMeh<ffle«oit suc- 
cetôivaiïietit ntiUe et infinie. Dans le premier càa, la parabole ae oonfomira atec IVixe 
AX, et setia comprise entre le sommet A et l'infiùi à àféi/te. Datts \t secxmdcw èHeae Fig. 3. 
confondra avec la tangente TT au sommet A. De ae§ deux panboles AX, ÏY', i*nm 
aéra infinhnent redfierrée , l'autre infirtimetit ourarte. 

NOTE IL 

Sur les Courbes qui ont pour projections deux lignes égales semblablement disposées par 

rapport à une fmpmÊicwkdrw à bs ligw de terre. 

88g. Nous aflotts ftire toir d'abord qt/ttne touHn de l'espèce de etikè ihM vaon» m>us 
tfeçupans est tbujtmrs dons un plan ittâiini à ffi degrtis apèc iés plans de pn^it&tiùn. 

Pour démontrer cette propriété nous cbimnenoerons psfr le es» edi les ft èfi âeti e w âBC, pi. 67. 
A'B'C, de la courbe donnée , tonment Icnrs ûoncatité» vers la ligne de «etw. ^'8- ^• 

Imaginotts qu'un point qndconqne ( A^ A^ de celte e<Mirbe «e mett¥è pew la éAe^îre. 
AfYiyé en un antre point quelconque (C^ C), il te sera élûrignéJu plan horiaevioA Ae la 
hâutenr nC — /A' =i jî/C, et du plan vertical de la diitànœ nG^^lk z^ rn^ i t*èW- 
k'Sixt qûTit sè sera éloigné également dn plan hoflxonVal et dn )^h tturUcbl^tsÀ^ fli re«- 
suite de oe que leis conrbes ABC , A^'B^^ âoni é^lëi entre «Uei ^ semUaMéttéM 
dispodéeâ p^ rapport à une ligne Blf ^ pefpendicnlafre à In^ qtte mHS =r iM.t^^fnmt 
qu'un point mobile s'éloigne paiement de deul plans files , il fkut qn^fl setnieuWtftMte 
tm pkn qni divise en parties égàlesTangle de ces dent plans; donc tes deux poMits (à# A'), 
(C^ Ki\ sont dans un plan incliné à 4^ degrés avec les plann de projection. Et eoMMe 
ces poUits sont deux points quelconques de la cetolie (ABC, AVC}> il s^enèait.i|fae4lMe 
courbe tout entière est dans ce phin. 

43.. 
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PI. 67. Si la ligne ABC airait la position AVC,' elle serait encore placée par rapport à BB" 
Fig. 8. de la même manière que h!^Cy et l'on conclurait de ce que mC^ = m'G'i qu'en trans- 
portant le point (A, A'} en (C, G^), on le rapprocherait du plan vertical de la distance 
dont on Péloîgnerait du plan horizontal , ce qui montre que les points quelconques (A, A'), 
(G", C) 9 et conséquemment la courhe entière (AB"C', k!VC) , seraient encore dans un 
plan incliné à 4^ degrés avec les plans de projection. 

La même condusion aura lieu si les deux projections tournent leur convexité vers la 
ligne déterre, ou si la projection horizontale tournant sa concavité vers cette Ugne, 
la projection verticale lui présente sa convexités 

8go. Il est facile de voir d'après cela qu'on peut mener par le point (A, A') quatre 
courbes , dont les plans fassent des angles de 4^ degrés avec les plans de projection , et 
dont les projections soient des lignes égales à ABC , placées de la même manière par 
rapport a BB^. De ces quatre courbes ^ deux sont évidemment dans un même plan » et les 
deux autres dans un second plan perpendiculaire au premier. 

8gi. Si là ligne ABC était un arc de cercle tangent à la ligne AA', deux des quatre 
courbes dont il s'agit seraient les prolongemens des deux autres^ et il n'y aurait dans 
l'espace que deux lignes courbesr distinctes, au lieu de quatre , correspondantes aux di- 
verses positions des projections ABC, A'B'C, par rapport à BB'. 

892. Et comme ces deux lignes courbes seraient sur les cylindres droits qui auraient 
pour bases leurs projections (168) , il s^ensuit qu'elles seraient les intersections de ces cylin- 
dres avec des plans inclinés à 4^ degrés sur ces mêmes cylindres : or ^ on sait que l'inter- 
section d'un cylindre à base circulaire et d'un plan est une ellipse (SSy); ainâ les lignes 
courbes dont il est question seraient elliptiques. 

NOTE m. 

De la Méthode des courbes df erreurs. 

893. Les problèmes i*' et 2* du chapitre rv , livre I'''', ont été résolus par une méthode 
très féconde, qui mérite d'être développée , et qui s'emploie quand la résolution d'une 
question tient à la construction d'un point situé sur une courbe donnée. Elle demande un 
peu d'invention , et voici d'ailleurs en quoi elle consiste. 

AyaûDt trouvé une séi*ie de suppositions, parmi lesquelles on sait qu'il y en a une qui 
convient au point cherché^ ayant aussi trouvé le procédé favorable au but que l'on se propose 
par lequel on déduirait ce point de la supposition à laquelle il correspond, si elle était 
connue^ on fait plusieurs de ces suppositions; on en déduit un suite de points dont chacun 
serait le point cherché , si la supposition d'où il résulte était vraie ; par ces points on mène 

uneligne courbe qui contient nécessairement ce point, et comme il est déjà surunecourbe 

dopnée» il se trouve l'intersection de deux courbes connues. 
PI. 8. 894. A^si , dans la fig. i , pi. 8, il s'agit de mener par le point M une tangente à la 

Fig. I. courbe ACB^ et la question se trouve ramenéeà la construction du pointde contact G de cette 

tangente (iai>: or , si la normale correspondante à ce point était connue^ on abaisserait du 

point M une perpendiculaire sur cette normale, et le pied de cette perpendiculaire serait 
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le point cherché. Si donc on mène les nonpaales ah^clh\ «"6"..., et qu'on «baisse lesper- PI. 8. 
pendiculaires M^, M6', M6"..., les pieds h^V , h\..y formeront une ligne courbe, dont ^'K '• 
chaque point h serait le point cherché, si la normale correspondante ah était bien choisie'; 
donc le point cherché sera sur cette courbe : donc, etc. 

De même dans la figure a,où il s'agit de menerparallëlemcnt à la droite PQ une tangente Fig* a* 
à la courbe ACB (12a), le point d^ ou d^ ou dC^ etc., coïnciderait a^ec le point de contact 
de la tangente cherchée, si cette tangente était ab , ou dh\ ou al'lfy etc. Mais la tangente 
cherchée fait partie des tangentes ah^ alb\ a''*"..., de la courbe ACB j donc le point de 
contact de cette tangente est sur la ligne ddd"...^ dont chaque point serait le point 
cherché, si la supposition d'où il résulte était Traie : donc il est en C à Fintersectioh de 
ACBetdeûfaf^... 

Ce dernier exemple montre bien que le procédé par lequel on déduit , dés suppositions 
faites , les points d^dyd" . ..y doit être choisi ayec sagacité pour être fayorable au but que 
l'on se propose (*). 

895. Chaque supposition fausse devant conduire à une erreur, M. Hachette a nommé Fîg. i 
courbes d erreurs les courbes bVb'\,,j ddld". . ., auxquelles on est conduit par la méthode f^ 
que nous venons d'exposer. ig a. 

8g6. La plupart des courbes auxiliaires qui servent dans la Géométrie descriptive 
peuvent être considérées comme des courbes d'erreurs. Ainsi, dans la fig. 3, pi. 8, où il 
s'agit d'avoir le point d'intersection d^une courbe (ABC, A'B'C) et d'un plan (DE, EF), Fîg. 3. 
on peut supposer que le point cherché soit en projection horizontale en D, G , B, etc. , et 
les conséquences de ces suppositions seront qu'il se projette sur le plan vertical en ly. G', 
B', etc. , ce qui donnera la courbe d'erreurs lyG'L', dont l'intersection avec A'B'C donne 
le point B^, et ensuite le point cherché (B, B') (i23). 

Pour ne point entrer dans les détails quel' emploi de la dénomination de courbes d'erreurs 
aurait exigés, nous n'avons employé que celle plus générale de courbes cuixiliaires. Miâîs, 
comme la méthode des courbes d'erreurs a des avantages qui lui sont propres, nous avons 
voulu en entretenir un moment le lecteur (voyez-en une application n®* 617 et 618}. 

Le n^ go3 en offre une autre application, et pour se la rendre familière on pourra se pro- 
poser cette question : Etant donnés une courbe et un points construire la normale qui cor^ 
respond à ce point, 

NOTE IV. 

Sur les dénominations de nappes de surfaces et de branches de courbes. 

897. Une hyperbole est une courbe, qui a deux branches ^ et la sm'face qu'elle engendre 
en tournant sur son axe réel a deux nappes. Chaque branche et chaque nappeétant distincte 
de Vautre branche et de l'autre nappe, l'emploi des dénominations de branches et de nappes 



('') Nous avions d'abord rësola le problème da n* laa an mojen de deux courbes auxiliaires; rnn de 
nos imis (M. BëUngeri Ingénieur des Ponts et Chaussées) nous a indiqué les simplifications au moyen 
desquelles nous n'en employons qu'une. On peut appliquer des simplifications analogues aux constructiona 
du n« 656. 



«'aitineB dTctdnmKsànt SiVoêl àk tfOB la 9plfri«défel<qppânfe du t^vAe à ûeathticadkei 
nmèÊ par «n point de rtbrottiNnRmiiel ttncted dMtnappesilttiesà «ônMtnmét, tte^pim 
BMBPA mitaidra s0i% iMon ftoit tsivlr* Mail ai ron mt ^ou Idfs^^iii s^itiMc a6 oMtte 
parallèles coupe une ellipse^ œs droiM là MMOhtmt d^àb^rd «ttiyàitt tflte pmaiht^ série de 
paînta^pm ttUtaot imeieoôfBdê lArie ^aatti0§ pottib,tft <)aelA pf«mifere tèriis Aynue tme 
liraiidie deFelUpaa» al kaaoNide âMa l'atftre ln« 

parler ae aeroat pas séparées^ ni néHie ébthiete) satts Faide d«s paràlItliM^ t*&f{iUeatioti 
da mot braod» sera «n peu foroAe. DeméineySi fati dH qtf utte bfliœ a mne failhkité de 
hiaiicheB , et «n liéKçoSde uine infinité de nappM»le diseôftrft Sefa otoear. 

Cs ptm dant) leamots de braniîhetiet deiiappêi /emploient ainsi; etOQWwae fls tieaOAtpas 
les mêmes que œux de parties ou de portions ^ qu'on pourrait leur substituer, il etft boù 
d'assigner azaotémant iaBr Talear par rappc^t A ces dertitars. 

Ut» partie jou ona portion de OMrbe tra de WftÊtè est terminée àdesHtetltes qvieteoti- 
ques absolument arbitraires, et il n'en est pas ainsi des branches d'une cotarbe (Stk ûeànAppes 
d^HMsarfaos. CSes dernières sont imijMrsTenafinées k des poitfts , on k des Uglies, qtA dnt 
uaa même définition , que l'on soiis-'etftfettd souvent > et qtci tst d'ordinaire fort éfidtflfte. 

Quoi qu'il en soit, il faut, autant qu'il est possible, n'appeler brandlMi dé Courbes, et tiàppes 
de surfiM)es, que les parties séparées qia'un même "El Mh hutrnmiftx péûX fimber poior les 
ligttes, et qu'Un mêaie tissu iiao intertampu pisM former poar les siirftMS. Je As atlttnt 
qu'a eSI possible, parce qu^M partnA da pi 4l itl p fi qtfl WflAlMt À»i«d<dre è Att brauehês 
ou à des nappes bien séparées, on amiv qi soIq i Bfo ts à des braflehes on k 4fis nappes 
réunies <47freli486). 

Nora V- 

Sur Us Surfaces coniques» 

fkfi. TmâonàMM. Les wsdMm if m cAie éî d'tmè tnêiu es pîofts jDctrtMMIst wnt 
sssfmMstoies» 

it- ^7* Soit A fe sDBnnêt da tàm\ MIIP et ninp y deatqwdooMpies des sections dont fla^s^^it; 

P>s* 9* shsiaamm d« point A ma perpendiiAdaira AK snr le phtn MHP, et soit r le poM cAi dile 
psrcem le plan mnp. Si Fon mena par AR dett plans qnctoMiqnes AMR, AHR, ïb con* 
peront les plans MNP, mnpy suiyant des droites parallèles MR et mr^ Vti et nr\ ainsi 
l'on aura 

RM : rm :: AR : Ar :: rn : m, 

ou 

RM : 17» :: KN : m. 

£t oomme les anghs MRN , mm , aont égaw , il #irmait qne deox aectoars ottMKs- 
pondans qu elconyies MBK , mm^ supports lAfiwaaaait écwits, sotti ambM>leai , êlton- 
séquanunent ifits las aeetiaos MiTP, iisap, as c o t n pesie n t de MdCimi semMablest mais 
les secteurs correspondans sont placés de la même manière dans las deux sections ; 
donc , etc. 
8g^ €oJU>2Xytf#iUS i*'. Il suit de là qoe si l'on mena auK sections parallèies lOœ , 
'V ' par les poiaU tfun afténsa éléttient AM, «dé snito ^ touglsaiii 

■lire elles. 
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900. Corollaire a. Si l'on des plMS <?(Hpygiy passe par le point A , la section sera PI. 67. 
un point I et les parallèles aux tangentes en M , en N , en P , etc. seront tangentes à ce Pif^- 9- 
poyi^ <2Q9si4&é ÇWWe i|qç OQur^e : d'où l'on \ait qu'il aura une infinité de tangentes 
qui rempliront une pjorlie çpp4ii.4é?raU^ 4& l'espace. Dans le ca3 où le cône aurait pour 
base un cercle, cette partie de l'espace serait évidemment le solide extérieur aux 'deux 

,^i. C^w«Mi;ii# ^ U 4Y)U 4# ti qu^ to^t pl^» ipcD^é p^r le wimet d'uo c^ne est 
Uiv^imt ^ i» Qte(s> Qir il ^ fi^i^le d^ xomm 4ajp» o^ plap » et p»r ce «^^ouoisi» ieu^; droites 
qpî ^«1 1^ <<yigia«$e% i §Q «pmin^t : il iifft évident mémç , d'^pr^ œ qu'on Tient de 
voir, %i^'il j «^ u»# ii^iU de «Miipi^eff d^ m«»w çe$ deu:^. dcoitci^. 

90S1, Cftïés«dtet4fcowi|i9sir4iMir<w^<;1^ 

i"*. i^ia^ce qii'w v» twt p%9 A^iib^ «le ^qh!; pjai^ mop^ p«: le s^WA^ d'un cane ait 
iiM laQ0tt#^ mwyiwi» a.iw ce «0q^ Mais puisque ce plan, ccp^tiçqj^ vm iufimté de. tan- 
^«^Bkta^ i^u wPR(%t X il est 4l4)« le pnèm^ C9s, que ka ^tres plam taft^iiiit; il couticsut les 
é]é«iei^ isijQliUueut pi^tîts çAnmw»» av;i. taog^otes et à U ^urfaoe^ seulexueut> cet âé- 

mens ayant le maximum de petitesse y la facette commune se réduit à un pgij^t^ 

2^. Parc^ qu^ toutes U& %u%ei\t^s à ume sqrf^çe, en uu de ^eç points , pç sortent pas 
d'ordinaire d'un <iinl ejt iuéii»e plm^ quî ^1 le plan tapgeP^ corre«pQpdaut à ce poiot (i47) > 
tandis qu'ici toutes ces tangentes forment un solide. Pour expliquer cette nouvelle singu- 
larité, concevons que les axes, réel ^t.iui9g|iuiiîres, d'un hyperboloïde de révolution 
à deux nappes, diminuent dans la même proportion, et se réduisent enfin à zéro: l'hy- 
perboloïde s'approchera peu à peu du eône droit d(êter»ilné par les asympAoto^ di l'h^ 
perbole méridienne; et lorsque les axes deviendront mub, il se confondra avec ce cône. 
Or, pour chaque position de l'hyperboloïde , les tangentes aux méridiens formeront un 
solide , et x étant Fangle de Fasymptote et de Faxe de révolution y ily atm <let tangentes 
perpendiculaires à cet axe, et d'autres qui feront avec lui dea angles die toutes lieiyaleaK 
possibles, comprises entre 90* et x% Mats tous les points de contact qui répondaienl a«K 
tangentes itictinées avec Paxe d'angles plus grands que v setronveront r^uaie a» seinmet^ 
lorsque l'hyperboloïde se changera en cône ; donc ce sommet doit aieir mae infinité de 
tang'entes qui forment un solide extérieur au cône. En considérant un autre hyperbo- 
loïde de révolution, qui soit à une nappe , et dont l'hyperbole génératriee ait pour a^ai^ 
ptotes tes asymptotes de Thyperbote génératrice précédente, on verta qwe si les- axe» de 
cette hyperbole deviennent nuls, en consç^rvant leur rapport, l'hyperboloïde se change en 
un cône, et que ce cône , qui est le mèkne que fe précédent, a pour tangentes toutes les 
droites qu'il renferme et qui pas^nt par son sommet : donc un cône , comme cas singulier 
des hyperboloïdes à deux nappes et à une nappe , dont il est la limite , a pour tangentes 
toutça 1^ droijtps. possjJlDi]!^ ^ pMS^t p^ «qu so^upet, C'est ainsi ^ue Us cas pqrticu- 
Uprs r^Uarm^nt t^qvr^j^ P<^r dfs prOfrkiti^ sin^lièresy une sorte, d'empreinte (fe celles 
qi4i çfparti^nmn^ au^ cas,g4nd^7^u^, 

3°. Enfin, parce que les commençans prennent l'idée des plans tangens, lorjsqu'ils ne 
connaissent encore que des surfaces convexes, cylindriques , coniques et de révolution; ce 
q»ilas condvîtàpeBsefkquaeta pluia ^e aaat ianutis Qn^ptfMa» Q*^ ma qffSm^ flweur 
donè noua avona paalé pa^aMpinaiartr (a45 1 3pft, eto.)* 
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014. Pour bion îugff* i» U iormo géoirale di'ime emmbe ddoi dn cdrubU q uefqm a» 
points ( parmi lesquels il est convenable que se trouvent les points singuliers de Ut eovrfae, 
sieUeeAa»parc«que€eapaimt«Iftc«ractériseBt niîevxqvecPautres)^ tl fant d'ordindre 
beaucoup de sagacité et d'habitude» Les desrâiatears qui jotgneiit à ces qualités Pétode 
des Mathématiques éleréea, ont de grands arantages sur les autres, parée quHs s^assurent 
souvent , sans aucune peine , qu'une surface cherchée est plane; qu'elle a d^autres bran- 
ches que celles dont on s'occupe; qu'dle s'étend à l'infini; qu'elle a des asjmptotes, des 
points de rebrouss^nent , d'inflexion , de acrpentement ; qu'elle devient , dans tels 
et tels cas particuliers, une autre courbe jdus connue , ou le système die phisieun 
courbes , etc. , etc. 

915. Lorsqu'on sait mener faciknmt des tangentes aux lignes courbes que Fon eiRploie^ 
leur tracé est beaucoup plus aisé, parce qu^EtJant k vérifier la position d^m point qui pa- 
rait mal construit, il ne s'agit que d'obtenir la tangente correspondante k ce point, pour 
jugier aisément > par l'effet qu'dle présente , si ce point est bien on mal placé. 

91 & Quand on n'n pas de moyen direct d'obtenir les tangentes, on peut employer le 
procédé du n^ 766 1 mata e'est substituer, après bien des opérations, un tâtonnement à un 
antre ^ ear il faut construire des courbes auxiliaires dent on n^nquedcs points, et s'il 7 a 
de Varbitraire à mener une tangente à vue-, il y en a aussi k mener le trait compris entre 
deux points déta^miciés d'une conrbeauxiliaire. H est vrai que Ferreur ^te en traçant une 
telle courbe n'altérerait pas benoooi^ l'exactitude de la tangente clierchée7 toutefois un 
dessinateur quelconque s'en fiera tou^urs autant h sen coup d'^œil qu'à un procédé aussi 
long , et par conséquen* aussi fautif (^). 

917. D'après cda,leaconstructionsquî exigent des eouii^s, et celles surtout qui exigent 
* l'emploi des tangentes, quand on n'a pas de méthodes simples pour déterminer ces tan- 
gentes , sont en général les plus vicieuses. 

Quelquefois on a les tangentes, mais on ne sait pas trouver les points de contact, ou bien 
on ne sait les déterminer que par le procédé à peu près impraticable du n** 77 1 , alors on 
est dans un cas non nu>ins défavorable que k- précédent. 

918. Cependant un dessinateur habile , que la théorie éclaire , se tire ordinairement de 
toutes les difficultés , et opère assez sûrement avec toutes lesméthodes. Toutes ont , comme 
nous venons de le voir, leurs causes d^inexactitude , et ces causes peuvent se combiner de 
telle sorte que, de deux procédés qui conduiraient à un méfme résultat, l^m en menant à 
Tne des tangentes à une courbe déterminée par points, l'antre, par la Kgne droite et le 
œrde, ce dernier soit le moins bon. 

(*) Nous avoDS indique beaucoup d^aucres procédés aussi ptn praticables que celnl da no •jGS : i)s<âOiit m»Mft 
intc'ressans que ce dernier ; toutefois nous les croyons tous uliles , soit pour compléter des théories importantes , 
soit pour montrer que les questions qu^ils résolvent ne sont pas à là rigueur-insolubles graphiquement. 

FIN DES NOTES. 
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donnée , page 2t 

60 et 61. Problème 2. Mener par un point connu un plan parallèle à un plan 

donîiéj 22 

62. PaoBLikMB 3. Mener un plan par trois points donnés j 23 

63. Problème 4* ^^ner par un point connu une droite perpendiculaire à un plan 

donné j et déterminer le point d'intersection de la droite et du plan ^ ibid^ 

64—66. Lorsqu'il y a perpendicularîté entre une droite et un plan, les projections 
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horis^ntale et verticale de la droite , etlestraces horizontale et yerticale du plan, 

sont respectivement perpendiculaires entre elles ^ page 23 

;^o»gij^5g. Solution du problème proposé ) elle serait la mèmc^ si Von avait une droite 

quelconque au lieu de la droite demandée , 24 

70 et 71. PaoBiiàMB 5. Par un point donnée abaisser une perpendiculaire sur une 

droite donnée^ 25 

72—74- PaoBLÈME 6. Deux droites étant données j trouver l'angle qu'elles font entre 

elles, 26 

75 et 76. PaoBLiscB 7. Un plan ei une droite étant donnés j on demande l'angle qu'ils 

font entre eux y 2 7 

77 et 78. Problème 8. Deux plans étant donnés j trouver l'angle qu'ils font entre eux, ibid, 
79 et 80. Problème 9. Deux droites étant données^ on demande la plus courte ligne qui 

puisse les joindre j 29 

, CHAP. IV. Des lignes courbes. 

K® 81. Motifset exposé de ce chapitre, pageSo 

82. Deux lignes y tracées arbitrairement sur les plans de projection y déterminent deux 
surfaces projetantes qui ont pour intersection une troisième ligne dont elles 
sont les projections, ibid. 

83 et 84. Des courbes planes et des courbes à double courbure , 3i 

85—88. De la nécessité de savoir opérer sur leslignes courbes, données par leurs pro- 
jections; construction des traces d'une courbe ; les traces d'une courbe déter- 
minent les parties de cette courbe cachées par les plans de projection; des an- 
gles sous lesquels une courbe perce les plans de projection, 32 

89. Des TÂ1ÏGE5TES. J)è^mi\oxi Aes tangentes elAes points de contact y 33 

90 et 9 1 . La tangente en un point d'une courbe a pour projections des droites tangentes 

aux projections de la courbe ; de la tangente au cercle , ïbid, 

92. Des angles sous lesquels une courbe perce les plans de projection , 34 

93. DéGnition des 7ior7iza^« et des p/cm« TiormazAv, ibid. 
94* Problème général des tangentes : il sera résolu plus loin (766) , ibid, 

95. Des plans et des cehcles osculâteurs. Deux élémens consécutifs d'une 

courbe sont dans un plan qui se nomme plan oscuiateur , 35 

96. Tous les plans osculâteurs d'une courbe plane se confondent ; ceux d'une courbe à 

double courbure diffèrent les uns des autres, ^ ibid, 

97—99. Du cercle oscuiateur; les courbures des lignes en leurs divers points sont en 

raison inverse des rayons des cercles osculâteurs; des cercles , rayons, et centres 

de courbure, ibid. 

. 100. Des déyeloppées et des déyeloppantes. DéGnîtion de ces lignes , 37 

ICI. Les normales d'une développante sont tangentes à sa développée , ibid. 
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N* 1 02. Dei poinUappelé« pp^illi dé rebrousseme/tt^ page 38 

foS-i'vioS. Génération des développante^ par le déreloppement d'im fil enroulé sur 
la développée ; conatructioii d'une développante dont on connait im point et la 
développée; étant donnée une courbe plane ^ on peut oonatruire sa déve- 
loppée, Md. 
io6. La développée d*une courbe plane est le lieu des centres de courbure de cette 
coorbe, 4o 

107. D'une seule courbe donnée résulte une famille immense de développantes et de 

développées , " ibid, 

1 08. On ne sait pas mener , par des moyens synthétiques ^ des nonaalet aux dévelop- 

pées déduites des développantes , ibid, 

1 09. De la spirale dévêkppanU du cêrciê j ^i 

iioetiii.DES HÉLICES. Propriété caractéristique des hélices,^ ibid. 

112 et 1 1 3. Construction des tangentes aux hàlices *, les hélices sont des courbes à dou- 
ble courbure , ^2 

II 4* Définition de la base d'une hélice; de l'hélioe à base cireolaire; de Vaxe et du 
pas de cette hélice , 4^ 

1 1 5 et 116. Une hélice à base circulaire est entièrement déterminée quand on en con- 
naît la base et le pas ; des sinusoïdes , ibid. 

117. Des diverses courbes que nous savons maintenant décrire > et auxquelles mms 
savons mener graphiquement des tangentes , 44 

ii8-<-i20. PaoblÈMES sur LE& TANGENTES et sur les lignes courbée en généroL 
Des questions qui ont pour objet de mener par un point et parallèlement à une 
droite , arbitrairement choisie , une tangente à une co^Urbe ; examen des cas 
où ces questions sont possibles; des données de ces questions. ibid. 

121. PROSL&BfE I*'. Mener une tangente à une ligne courbe par u:h point de tespace 

dont la projection horizontale soit connue ^ 4^ 

122. Problème 2. Merusr à une courbe connue , une tangente dont la projection ho- 

rizontale soit parallèle à une droite donnée ^ 4^ 

1 23 — 127. PaoBLàicB 3. Une courbe et un plan étant donnés « on dewÊandm leurs points 

d'intersection , 4" 

128. Pboolèmz 4* Une courbe et un point étant donnés ^ on demande les plana nor- 

maux à cette courbe menés par le point donné j 49 

129. De la nécessité de savoir bien tracer les lignes courbes, ibid. 

LIVRE IL SURFACES COURBES. 

CHAP. I. Du mode de représentation des surfaces courbes. 

K®'i3o et i3i. Le mode de représentation des lignes ^ en tant qu*il sert à décrire tous 
lears points, ne peut pas s'appliquer aux surfaces ; aussi le plan a-t-îl été re- 
présenté par ses traces et non par les projections de ses points, page So 
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If* i3a et i33. Ce qnc c'est qvf engendrer ntte sttrfiic!e; de Ih génératrice; 6e qu'on entend 
par génération; exemples de plusieurs gettérsttiom du ptâtl , pagebo 

i34* La génératrice d'une surface peut être constante de forme en variant de posi- 
tkniy ou Tatiable es même tencp» èù iorme et de positbtf. Etem^, 5i 

i35. Une surface quelconque peut être engendrée par le mouTcment d'une ligue 
constante ou varkMe de former £xe*»ple , ibid. 

i36et 137. Il suffît, pour qu'une génération soitdéterminée; que l'on connaisse la généra- 
trice ,1a lot de son mouvement , et la loi de ses changemens de forme. Exemple , 52 

i38. Dana le» aurfacet les plus usaelk» f kl génératrice est consUade de fûi*nie ; et son 

■touvemeal est déierminé pwr des lignes direciricea > des eurfitces directrices 

et des plans directeurs , 53 

139^ Pouv a^oîr l'idée de la forme d'une Mrfaot> il favt^en général , connaître une 
manière de l'engendrer , ibid, 

i4o. De la représentation d'une siarStcG dont la génératrice , oonstante ou variable de 
forme, s'appuie tcir la directrice , 54 

i4i • De la représentation d'une surface dont Idr génératrice ,. constante ou variable de 
ïorme^ ne »'appuiepaB aor la directrice ^ ibid, 

142. De la construction de la ligne d'intorsection d'une snrfece et d'un plan ,. ibid. 

143. Cas où le plan coupant est perpendiculaire à l'un des plan» de profection^ 55 
i44* I^e la construction de la ligne d'intersection de deux surfaces , ibid, 
145 et 146. Définition du plan tangent^ du point de contact ou de Vêlement de 

contact d'un plan tangent ^ de la manière dont se mesure l'angle de deux sur- 
faces en un point de leur intersection , ibid, 

i47' ÏjG plan tangent en un point d^une surface est le lieu de toutes les tangentes à la 
surface en ce point , 56 

148. Deux droites tangentes à deux, courbes qui se croisent sur une surface ,. et qui 
toucbent ces courbes au point de leur intersection , déterminent le plan tan- 
gent à cette surface en ce point ,. ibid. 

i49< Il peut y avoir plusieurs plans tangens oorrespondans à un même point de 
€^ontact , ibid, 

i5o. Des surfaces convexes et non convexes y ibid, 

i5i. De l'application de cette propriété à la détermination du plan tangent à la 
spbère , 57 

i52. De la construction des tangentes aux intersections de surfaces > ibid, 

i53 — 155. Des traces des surfaces;, des contours de leurs projiecttons;.de leurs 



nappes 



j 



ibid. 



i56. Des moyens qui concourent k la représentation d'une surface , 58 

167 et i58. De l'applicatidh des consentions faites précédemment, sur la manière 

de tracer les lignes des épures , à la représentation des surfades ^ de' la dl^ter- 

mination de leurs parties vues et cacbées, ibid. 

159. Le contour de la projection d*Uiié^ poi^tibn db ^rfa'c&ésttOûjburff vU, rd>*^(|«i^elle 

est seule* dans l^ëspace, ou qa^é\!e a^es^t eAébée p&f aîueuné sfuti'é jfortioii de 

surface , ' Sg 
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N® i6o. Objets des chapitres et des livres suivans. Deafiunillesj des genres ^ des espèces^el 
des variétés de surfaces ^ p&ge Sg 

CHAP. n. Des surfaces cylindriques , coniques^ et de révolution. 

N° i6i. Les surfaces des trois corps ronds sont des surfaces cylindriques , coniques et de 
révolution , page 60 

162. Des surfaces cylindriques. Définition des surfaces cylindriques ou des 
cylindres. De la directrice j de la génératrice et des élémens d'une surface cylin- 
drique. De la base d'un cylindre, ibid, 

i63 et 164. Construction des élémens d'une surface cylindrique; des traces de cette 
surface, 61 

i65. Construction des contours des projections d'une surface cylindrique , ibid, 

166 et 167. Des opérations qu'exige la représentation complète d'une surface cylin- 
drique; notation d'une telle surface, 62 

168. Les surfaces projetantes des lignes courbes sont des surfaces cylindriques , ibid, 

1 69. Des divers genres et espèces de cylindres , 63 
170 — 175. Exécution de lafig, i" /?/. 10 , ibid. 

176 — 179. Des surfaces cxdniques. Définition de ces surfaces; construction de leurs 

élémens. De leurs traces ; des contours de leurs projections , 65 

180 et 181. Des nappes et du centre d'une surface conique; des dénominations de 

cône y de base et de sommet y 66 

182. Notation d'une surface conique , ibid, 

i83. On peut considérer les surfaces cylindriques comme des variétés de surfaces 

coniques , ibid. 

i84> Des divers genres et espèces de surfaces coniques , 67 

i85. Delà représentation complète d'une surface conique , ibid. 

186. JExécutioîh de lafig. 2^/?/. 10, des parties vues et cachées de la directrice , ibid. 

187. Des parties vues et cachées des contours, 68 

188. Des parties vues et cachées du cône et de ses élémens , ihid. 

189. Règle générale pour déterminer les élémens tus et cachés de la nappe qui contient 

la directrice , i^id, 

190. Tout élément vu sur une nappe est caché sur l'autre , 69 

191. Des parties vues et cachées des traces, ibid. 

192. Des surfaces de révolution. Définition de ces surfaces et de ce qu'on ^.'^'' 

yeWe axe de réi^olution j ibid, 

193. De la construction d'une position de la génératrice, 70 

194. Choix, d'un système de plans de projection qui simplifie la construction d'une 

position de la génératrice. Application à un exemple , ~ ibid. 
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IM®' 195 et 196. Représentation de la surface prise pour exemple; construction directe des 
contours, page 71 

197. Le contour de la projection verticale; et la courbe de la surface qui correspond à 

ce contour ; se composent chacune de deux branches planes et sjrmétriques , 72 

198. Des méridiens et des méridiennes d'une surface de révolution , ibid. 

199. Chaque branche d'une méridienne équîyaut^ sons le rapport de la génération , à la 

méiûdienne entière , ibid. 

200. Construction d'une méridienne quelconque > 78 

20 1 . Du plan méridien principal et de la méridienne principale ^ ibid, 
202 et 2o3. Une surface de réyolution est toujours susceptible de trois générations 

remarquables \ il correspond à chaque génération un système particulier de 
représentation y ibid, 

204. Du système de représentation qui sera employé le plus communément, 74 

205. Observations sur le cas où l'on emploiera une génératrice à double courbure. 

Construction delà trace yertîcale y ibid. 

206. Notation d'une surface de révolution , ibid. 
207 et 208. Des surfaces de révolution coniques et cylindriques; on donne a ces surfaces 

les noms de cônes droits et de cylindres droits^ 78 

209 et 210. Des surfaces de résolution du second degrés des ellipsdidesj des hyperbo- 

loides et des paraholdides de répolution ; de la. sphère j et de la représentation 

de cette surface, ibid, 

211— 21 3. Exécution des planches II eti2, . 7^ 

CHAP. III. Des surfaces gauches. 

N®2i4. Définition des 5z^r/àc^«gtxz^^«^ page 78 

21 5. Une surface gauche ne peut être , dans aucun cas, ni conique ni cylindrique, ibid. 

216. Des SURFACES gauches qui ont un plan directeur. Les surfaces engendrées 

par le mouvement d'une droite qui suit deux courbes , en restant constam- 
ment parallèle à un plan , sont des surfaces gauches, ibid. 

217 et 218. Etant donné un point sur l'une des deux directrices d'une surface, con- 
struire l'élément qui passe par ce point , ibid. 

219. Étant donnée une droite quelconque, construire Félément parallèle à cette 
droite , 79 

220. Des conoïdes. Du conoide droit et de la ligne de striction ^ ibid. 

12.2,1 . "Du parabolôide hyperbolique j 80 

222. Les élémens d'un paraboloïde hyperbolique coupent les directrices en parties pro- 
portionnelles , ibid. 

228. Réciproquement^ les droites qui en touchent deux autres^ et qui les dwisent en 
parues proportionnelles j sont parallèles à un même plan et appartiennent à un 
paraboloïde hyperbolique > ibid. 

45 
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M® 224* LeparaboUnde hyperbolique têt mscepiibU dféire êttgendréde cUux manièrê$ par 

une droite j P^c 81 

235. Les deux ginérationa se diduUerU Vune de Vautre absolument de la même 

manière ^ 82 

226 et 227. Des surfaces gauches qui ont trois directrices linéaires, G>nstraction 
de rélément qui passe par un point connu de l'une des directrices, ibid. 

228 et 229. De Vhyperboldide à une nappe. Cette sur&ce peut être engendrée de deux 
manières par le moyen d'une droite; comment cette propriété Ta être dé- 
montrée f 83 

23o et aSt* IVopriété du cpiadriktère gauche; application de cette propriété à la 
construction des élémens de Phyperboloïde à une nappe 1 84 

282. Théorèmerelatif an triangle coupé par une sécante, 85 

a33. Théoi*ème relatif au quadi^ilatëre gaudhe coupé par nn plan , 86 

• 234 et 235. Démonstration de la double génération de l'hyperboloïde h une nappe ; 

cette double génération entraine comme conséquence celle du paraboloïde 

hyperbolique , ibid, 

236—238. De Yhyperboloîdede révolution à une nappe; cet hyperboloïde est une sur- 
face gauche ; de la gorge de cette surface , 88 

239— -240. Démonstration synthétique de la double génération de lliyperboloïde de 
réTolution à une nappe-, toutes les positions de l'une des génératrices coupent 
chaque position de l'autre , ibid 

241. L'hyperboloïde de révolution à une nappe appartient en effet à l'espèce des hyper* 

boloïdes à une nappe^ 90 

242. Des surfaces gauches en général. DediTcrsgenresdesurfacesgauchesyi^ii/. 
243 et %^. Si 1^ on fait tourner un plan autour d'un élément d^ une surface gauche , il 

sera^ dans toutes ses positions j tangent à cette surface ; les points de contact 
seront sur l'élément qui servira de charnière , 91 

245. Kn général j tout plan tangent à une surface gaucJie est aussi un plan coupant dé 

cette surface. De la construction d'un plan tangent, et du point de contact de 
ce plan, ibid* 

246. Des plans tangens a l'infini ; on les nomme plans asymptotes, ibid, 
2^']. Les surfaces gauches sont des surfaces non convexes , 9^ 
248. De la réprésentation des surfaces gauches, 'bid. 

CHAP. IV. Des surfaces enveloppes , 

N^249 et 25o. Des surfaces enveloppes en général. Définition des surfaces enve- 
loppes; éàVenifêloppéefX^t\BLèaractéristiquej page 92 
25i et 262. 'Les plans tangens à PenTeloppée, sur la caractéristique, sont aussi tan- 
gens à l'enveloppe. De Varéte de rebroussement; des nappes d'une en^veloppe, 93 
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N^ 253. Des snnrAGES développàbles. Définition de ces surfaces, page 94 

^5^ et 255. U enveloppe d'un plan mobile est .une surface deçeloppabie , et récipro^ 

quementj ibid. 

256—258. De Paréti) de rebroussement d'une surface déyeloppabte; cette arête est 

touchée par tous lei élémens de la «uvface; des «Mippes d'une surface dévelop- 

pable , 95 

259^. Des lois qui peuvent déterminer le mouvement du plan mobile, ibid. 

260 et 261. D'une génération très simple des surfaces développables ; autre génération 

an mojen du plan oscillateur, ibid. 

262. Les cônes et les cylindres sont des surfaces développables, 96 

263 et 264. Examen d'une s4|rface développable dont l'arête de rebroussement est une 

hélice ; les nappes de cette surface se réunissent par un vrai rebroua^ment , ibid, 
265. On appelle héliçoïdes déi^loppabUa les surDMes du genre dé celle que nous 

venons d'examiner, 97 

266 et 267. Construction. Es^cuHon de l'épure j ibid. 

268. De la REPRÉsentàTIOU des enveloppes; des surfaces de ré^tduùàoa comme enve- 
loppes; etc, 98 

269 — 271. Une surface de révolution quelconque est l'enveloppe du mouvement d'un 
cône droit variable de forme, ou d'une sphère variable de rayon, ou d'un cy- 
lindre consti^Dt de forme , ibid . 

272. Il y a des problèmes Tclatifs aux enveloppes qui se résolvent facilement par la 
considération de l'enveloppée , 99 

273-^^75. Plusieurs classes d'.artistes emploi^tlesgénérattoDsde diverses enveloppes j 
ces artistes ont un sentiment très délicat des générations dont ils se servent ; ils 
jugent, par les caractéristiques , s* ik peuvent on non exécuter une surface; la 
dénomination de caractéristique est tout-4-^ait convenable. • ibid, 

LIVRE III. PLANS TANGENS. 

9 

^^276. Des diverses formes que peut présenter la question du plan tangent : divis^ou de 
ce livre, .page.ioi 

CHAP. I". De^ plans tangeaifS dont ./Ip poinf deçffnlfici ef^dfimfé. 

9^.297. I^ous nous dom^epons .ordiufdrçfinent le ppÎRJt ^^ contact par l'u^ d^; ses pro- 
jections, page loi 
278 et 279. Une droite passant par mi point d'^ne siM'faoe, et cojifipnse eI^ërc^nent 
dans cette surface, est dans le plan tangent en ce point; 1^ pl^ns tangens aux 
surfaces cylindriques, coniques,. gaMcbes et développçJbles^ passent par l'élé- 
ment qui contient le point de ooAtftCt, ^^^^* 
280. PaoBLàBCB I''. On domne une -surface 4^limbriqmj <m 49nnf. la pro/fction hori- 

45., 
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zoniale d'un point de cette surface j et Von dememde le plan tangent qui corres* 
pond à ce point. Construction du point de contact^ ps^e f02 

N®*28i et 282. Tout plan tangent à une surface cylindrique la touche tout le long 
de Félément qui passe par le point de contact ; application de cette pro- 
priété k la résolution du problème proposé , ibid 

283. Les traces du plan tangent demandé sont tangentes aux traces du cylindre 1 io3 

284 et 285. Du cas où la directrice du cylindre serait dans le plan horizontal. Exé^ 
cution de l* épure , ibid. 

286. Problème 2. Mener par un point donné d^une surface conique un plan tangent 
à cette surface j i o4 

287 et 288. Tout plan tangent à un cône le touche tout le long d'un de ses élémens; 
application de cette propriété à la résolution du problème proposé, ihvi, 

289. Gxnment on déterminerait le point de contact » s'il était donné par une seule 
de ses projections, io5 

290 et 291. La trace du plan tangent sur un plan quelconque est tangente à la trace 
du cône sur le même plan. Exécution de V épure j ibid. 

292. Problàmb 3. Mener un plan tangent à une surface de révolution ^ dont la mérir 

dienne soit connue , par un point de cette surface donné en protection hori- 
zontale. G>nstruction du point de contact , 1 06 

293. Construction du plan tangent, 107 
294 et 295. L0e plan tangent à une surface de réifolution est perpendiculairecut plan 

méridien correspondant. Exécution de V épure ^ 108 

296. PaOBLiiCE 4* Connaissant l'axe et une génératrice quelconque d'une surface de 
révolution , mener un plan tangent à cette surface par un point dorme en pro- 
jection horizontale. Construction du point de contact, ibid, 

^97*^^99' Construction du plan tangent ; construction de la tangente à la méri- 
dienne. Exécution de l'épure , 109 

3oo. Problème 5. Mener un plan tangent à une surface annulaire par un point pris 
sur cette surface j ï * o 

3oi. Le plan demandé coupe la surface donnée, ibià, 

302. Exécution de If épure j ibid 

303. Construction de l'intersection du plan tangent et de la surface donnée , 1 1 r 
3o4 et 3o5. Des parties Tues et cachées de la projection horisontale; des parties i^ues 

et cachées de la projection verticale, ibid, 

306. VTLOvLtkt&. Mener j par un point d'un hyperbohlde de révolution à une nappe j 

un plan tangent à cette surface , 112 

307. Lorsque le point de contact yarie sur l'élément indéfini auquel il appartient, le 

plan tangent varie aussi , ' i^id 

308. Digression sur les pians tangens aux surfaces gauches, * i^ûi. 

309. Le plan tangent en un point de la surface donnée passe par l'élément de la se- 

conde génération correspondant à ce point , 1 13 

3 10. Si un plan se meut autour d'un élément d'un hyperboloïde' de rérdution à une 

nappe, il sera constaldment tangent à cette surface, ibid. 
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N"3ii. L'hypei^boloïde dont il s'agit est une surface non contexe dans tontes ses par- 
ties, page ii3 

3i2— 3i4- Exécution de l^ épure ; détermination des parties Tues et cachées de la pro- 
jection horizontale \ détermination des parties yues et cachées de la projection 
verticale , ibid, 

3i5 et 3i6. PaoBLiME 7. Mener par un point pris sur un paraboloïde hyperboli' 
que un plan tangent à cette surface ^ 1 14 

317. Problème &. On donne les deux droites directrices d'un paraboloïde hyperbolique j 
le plan directeur de cette suif ace ^ un de ses élémens et un point de cet eUnientj 
et Von demande le plan tangent en ce point , ^ 116 

3 18 et 319. Recherche du second élément passant par le point de contact î construc* 
tion du plan tangent , ibid. 

320. Exécution de V épure; représentation du paraboloïde hyperbolique donné , 117 

321 — 324. Du choix des données de Tépure, fait d'après un mode remarquable de la 
génération du paraboloïde hyperbolique ^ application de ce mode à la con- 
struction des élémens de la première génération \ application à la construction 
des élémens de la seconde génération ; avantages des données choisies , ibid. 

325. Des parties vues et cachées de l'épure , 119 

326—329. PROBLiiiE 9. On donne les trois droites directrices d'un hyperboloïde à une 
nappe j et Von demande^ \^, l'élément qui passe par un point de l'une des 
directrices; 2?. le plan tangent à l' hyperboloïde en un point de Vêlement 
construit, 120 

330. PAOBiiiME 10. Une surface gauche dont la génératrice est constamment parai- 

lèU à un même plan étant donnée , avec la projection horizontale d'un de ses 
points J on demande le plan tangent à cette surface en ce point* Construc- 
tion du point de contact , 121 

33 1. Construction de l'élément qui passe par le point de contact , 122 
332 et 333. De la construction du plan tangent au moyen d'un paraboloïde hyper- 
bolique auxiliaire , ibid. 

334 et 335. Explication d'un cas singulier. Exécution de l'épure , I23 

336 et 337. PROBLiifS 11. Les trois directrices d'une surface gauche étant données, 
aifec la projection horizontale d'un point de cette surface , on demande le plan 
tangent en ce point à la surface donnée. Construction du point de contact et 
de l'élément correspondant*, autre procédé pour obtenir le point de contac 
et l'élément correspondant , ibid, 

338 et 339. De la construction du plan tangent au moyen d'un hyperboloïde auxi- 
liaire; d'un cas singulier, 124 

340 et 341. Problème oàsnÛMAJ^ Étant donnés une surface quelconque et un de ses 
points, trouver le plan tangent à cette surface en ce point. Solution générale; 
simplification qu elle peut souvent subir , ibid, 

342 et 343. Des moyens généraux de solution qui s'appliquent aux cylindres , aux cônes 
et aux surfaces de révolution ; au défaut de ces moyens , d'autres s'appliquent 
aux surfaces gauches et aux enveloppes , 1 s^S 
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CHAP. IL Des plans tangens menés par un point donné au dehors dune 

surface. 

N'*344""346. PaoBLèMi. i*"". Par un point donné au dehors d'une surface cylindrique 
connue, mener un plan tangent à cette surface ^ V^& ^^ 

347 et 348. P&OBLisi£ 2. Par un point donné au dehors d'un cône^ mener un plan 
tangent à ce cône, 127 

349 et 35o. Problème 3. Par un point donné au dehors d'une surface sphérique j 
mener un plan tangent à cette surface. De la détermination de la courbe de 
contact de la sphère donnée et du cône circonscrit ayant pour sommet le 
point donné y 1 28 

35 1 et 352. PRoBL^KX 4* Po'^ ^n point donné hors d'tme surface de ré isolation , 
mener un plan tangent à cette surface. De la courbe de contact de la sarface 
donnée avec un C()ne circonscrit qui aurait pour sommet le point donné, 129 

353. PaoBLiME 5. Étant donnés une surface de répolution et un point j on demande 

la courbe de contact de cette surface et du cône circonscrit qui aurait 

pour sommet le point donné. Des divers procédés qui servent à déterminer les 

points de la coui'be demandée , ibid. 

354 — 356. 1*' Procédé j dans leqiulV enveloppée est une surface conique ; 7.* procédé , 
dans lequel l^ enveloppée est une surface sphérique ; 3* procédé ^ dans lequel 
l'enveloppée est une surface cylindrique^ ' i3o 

357 — '359. Construction des points singuliers de la courbe demandée. De ceux de ces 
i)oints qui s'obtiennent, immédiatement y en menant des tangentes aux con- 
tours de la surface ; de ceux qui sont dans le méridien passant par le point 
donné ^ les hauteurs de ces derniers points sont des maximum ou des mini- 
mum j iZ'i 

366 et 36i. Des tangentes de la courbe demandée aux points situés dans le méridien 
du point donné; des tangentes à cette même coUrbe suivant les autres points 
singuliers , 1 33 

362 et 363. Les points singulîei^s dont il vient d'être question peuvent être divisés 
en trois espèces.^ Exécution de Vépure , 1 34 

364 ^^ 365. Paoblàme 6. Par un point donné au' dehors d'une surface gauche j 
mener un plan tangent à cette surface. Tout plan mené par un élément de la 
surface donnée est tangent à cette surface ; de la courbe de contact de la 
sphère donnée et du cdne circonscrit ayant pour sommet le point donné , 1 35 

366 — 368. PaOBLiMS o^NiaAi*. Par un point donné au dehors d'une surface con- 
nue , mener un plan tangent à cette surface. De la courbe de contact de la 
surface donnée et du cône circonscrit ayant pouf sommet lé point donné; lors- 
que la surface donnée est une surface développable , le problème proposé n'a 
qu'un noinbre fini de solutions, îbid. 
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LIVRE III. PLANS TANGENS. O09 

% 

ŒAP. m. Des plans tangens menés parallèlement à une droite donnée. 

N^SGg et 370. pROBLiME i*'. Mener un plan tangent à une surface cylindrique parai- 
lèlement à une droite donnée y psige 1 36 

371 et 372. FftOBLiMB a. Mener un plan tangent à une surface conique parallèle- 
ment à une dwite donnée > ibid» 

373. Problème 3. Etant donnée une surface de rét^olution et une droite j on demande 
un plan parallèle à cette droite et tangent à la surface donnée. Du lîeu des 
points de contact de tous les plans qui satisfont au problème proposé > 137 

374* Problème 4* ^^ donne une surface de révolution y on donne une droite y et 
Von demande la courbe de contact d'une surface cylindrique ^ circonscrite à 
la surface de révolution j et dont les élémens soient parallèles à la droite donnée. 
Ce problàmé peut être résolu par plusieurs procédés , 1 38 

375—377. 1*** Procédé j dans lequel V enveloppée est une surface conique; Q.^ procédé ^ 
dans lequel V enveloppée est une surface sphérique; Z^ procédé j dans lequel 
l'enveloppée est une surface cylindrique ; ibid. 

378-*38o. Construction des points singuliers de la courbe demandée. De ceux de ces 
points qui s'obtiennent ^ immédiatement ^ en menant des tangentes aux contours 
de ia surface; de ceux qui sont dans le méridien passant parla droite donnée; 
les hauteurs de ces derniers points sont des maximum ou des niinimum , i4o 

38 1. Des tangentes de la courbe demandée suivant les points singuliers, i4i 

382 et 383. Exécution de Vépure; les points singuliers séparent toujours les arcs tus 
d'avec les arcs cachés de la courbe demandée , 1 42 

384« Problème 5. Étant données une surface gauche et une droite ^ mener un plan tan- 
gent à cette surf ace parallèlement à la droite donnée j ibid, 

385. Problème oén^ral. Mener parallèlement à une droite donnée un plan tangent à 

une surface connue quelconque. Solution générale, ibid, 

386. De la courbe de contact de la surface donnée et du cylindre circonscrit dont les 

éléméns sont parallèles à la droite donnée , 1 43 

387. Des contours de la projection d'une surface y ibid. 
3o8. Lorsque la surface donnée est une surface déreloppablc, le problème n'a qu'un 

nombre fini de solutions, ibid, 

CHAP. IV. Des plans tangens menés par une droite donnée. 

N^* 38g et 390. On jie peut pas nnmet\ par iine>droiie donnée un plan tangenti une surface 
développtkble ; exemples , page 1 43 

îgi — 394^ Problèbcb 1 . Par une droite donnée j mener un^ pkok tangent à une surface 
sphériquej i44 

395. Problème 2. Par une droite donnée , mener un plan tangent à une surface de 
révolution j i^n 
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N®* 3g6 — 399. i*** Solution j dans laquelle on emploie des cônes auxiliaires ; choix des cônes 
auxiliaires. Indication des constructions; de la détermination des points où se 
coupent les courbes de contact, page ^47 

400—4^2. Obsenration sur la surface prise pour exemple , et sur deux cônes auxiliaires 
particuliers au moyen desquels on simplifie beaucoup les constructions, lors- 
que la surface donnée est du second degré. Exécution de V épure j 14B 

4o3— 4^6. 2® Solution j dans laquelle on emploie un hyperboloïde de révolution à une 
nappe. Exposé de cette solution ; construction ; cett« solution est moins rigou- 
reuse que la première. Exécution de ï^ épure j 1 49 

407. PnoBLiME GÉNiRAL. Étant données une droite quelconque et une surface quel- 

conque j on demande le plan tangent à la surface donnée^ passant par la droite 
donnée y i52 

408. Premier procédé , dans lequel on emploie des cônes auxiliaires, ibid. 

409. Deuxième procédé, dans lequel on emploie une projection auxiliaire , ibid. 
410 et 4i I* I)u cas où la surface donnée serait une surface développable ; cas singulier 

* que présente le cône , ibià, 

CHAP. V. Des plans tangens à plusieurs surfaces: 

N^ 4' 2* U'^ V^^^ ^^ pouTant pas être assujetti à toucher plus de trois surfaces, nous n'avons 
à nous occuper que des plans tangens a deux et à trois surfaces, page i53 

4i 3. FAOBi^EBiE 1 *^ Etant données deux surfaces quelconques^ on demande un plan qui 
les touche à la fois toutes les deuXj ibid. 

4 14 — 4i^* Ce problème a une infinité de solutions, qui sont les positions deTenTU- 
^loppée d'une surface déyeloppable circonscrite aux deux surfaces données; de 
la construction des élémens de la surface déreloppabie circonscrite, et des 
courbes de contact de cette surface et des surfaces données; du cas où les sur- 
faces données seraient développables , . ibid, 

417. PBOBLiMB 2. Deux surfaces quelconques non développables étant connues j on de- 
mande de leur mener un plan tangent par un point pris arbitrairement dans 
l'espace, Solution générale, i54 

4i8 — 4^0. Du cas où les surfaces données seraient deux sphères : alors le problème a 
quatre solutions ] construction de deux solutions qui correspondent au cône 
circonscrit extérieurement aux deux sphères. Exécution de l'épure j i55 

421. pBOBLiHE 3. On demande un plan tangent à la fois à trois sphères données. Ce 
problème a huit solutions , 1 $7 

422—4^4* Pboblèmx 4« Etant données trois surfaces quelconques j on demande un plan 
qui les touche toutes les trois. Solution fçénérale. Du cas où les surfiB^ces données 
seraient sphériques; des cas où il entrerait des surfaces déyeloppables parmi les 
surfaces données , ' i58 
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LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

N®'4^^ et 4^6. Exposé de ce lÎTre; du rabaitement de l'intersection d'une courbe et d'un 
plan. De la tranajbrmée de Tintersection d'une surface déreloppable et d'une 
autre surface ^ page i6o 

CHAP. V^. Des intersections de plans et de surfaces courbes. 

N^ 4^7* Fhoblàmb I*'. On donne un cylindre et un planj et Von demande j i^. leur inter- 
section commune; 2*. le rabattement de cette intersection; 3^ la transformée de 
la même intersection sur le déffeloppement du cylindre. Choix des plans de pro- 
jection-i page 160 

428. D'après ce choix 1 l'intersection demandée se trouTC immédiatement repré- 
tentée, 161 

439— 43i* G>nstructiondn rabattement, du déreloppement dnc^lindreyetdelatrans* 
formée y ^ ibid. 

432. Lorsque la base du çylindredonné e0t nnecoiirbe fermée, la transformée se trouire 

composée de parties pareilles , qui s'étendent à l'infini , 1 62 

433. G>mment on peut tracer la courbe demandée sur un cylindre solide 9 au moyen 

de sa transformée I i63 

434 et 435. De la marche à suivre atec un autre choix de plans de projection. Exécution 
de Pépure s ibid. 

436. PaOBiiEia a. Trouver ^ I^ VintersecHon d'un cône droit et d'un plan; 2®. le rabat- 
tement de cette intersection; 3^ la transjbrmée de la même intersection sur le 
développement de la surface du cône. Représentation des données, 164 

437 et 438. Construction de rmtersection demandée. Elle est composée de branches qui 
s^étendent k l'infini ; construction du rabattement, ihid. 

439. Remarques au moyen desquelles on peut simplifier les opérations, i65 

440^*44 1 • Construction du déyeloppement du cône ; construction de la transformée, 1 66 
442. Observations sur diverses particularités de l'épure, 167 

443 et 444- Autre procédé qui conduit k l'intersection demandée; comment ce procédé 
conduit à la transformée, ibid. 

445 et 44^- Observation relative au cas oji le c6ne donné, au lieu d'être droit , serait 
.i\ixAoiXk(\VLe. Exécution de t épure ^ 168 

447* PaoBLiuB 3. Une surface de révolution quelconque étant donnée j on demande son 
intersection avec un plan donné. L'exemple choisi est celui d'un hyperbo- 
loïde, 169 

448— -4^^' Construction des points de l'intersection demandée; construction de deux 
points singuliers de l'intersection obtenue; construction du rabattement de l'in" 
tersection, ibid. 

45i et 452. Moyen de solution qui présente l'avantage de dessiner la surface particu- 
lière prise pour exemjde. Exécution de l'épure, 1 7 r 

46 
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H® 4^3. Problème ohrkaAL. Trouver ^intersection d'un plan et cPune surface quel- 
conque j page 172 

CH AP« II. Des intersections de surfaces courbes. 

7î^ 4^4* PnoBLiifE 1*'. Trouver ï^ intersection commune de deux €jlindres j P^'fic ' 7^ 

455 et 4^6. Exposition du procédé qai Ta conduire à la solution; construction de rin- 

tersectioQ demandée, ibid. 

4^7 et 4^8. De divers plans auxiliaires qui donnent, avec des points de la courbe cher- 
chéey les tangentes , on une projection des tangentes , correqiondantes à ces 
points -, exemple d'un de ces plans, dont la trace toudie Pune des bases d'an 
des deux cylindres. Ce plan donne des points de la courbe cherdiée et les tan- 
gentes correspondantes, 174 

459 et 460. Exemple d'un plan 'auxiliaire qui donne , avec des points de la courbe 
cherchée, la projection horizontale des tangentes correspondantes; exemple 
d'un plan auxiliaire qui donne des points de la courbe cherdiée et la projection 
horizontale des tangentes correspondantes, •- 17S 

461. 11 y a entre les cylindres de l'épure ce qu'on appelle arrachement Si l'un des 
cylindres perçait l'autre de part en part, il y aurait ce qu'dn appelle péné- 
trationf 176 

4^2* Définitions générales 'd'une branche S arrachement el d'une brandie de péné' 
tration j ibid. 

4S3 et 464* Gomment s'opère la réunion de la courbe d'entrée et de la courbe de sortie 
des deux cylindres donnés ,lorsqi;^on passe du cas de la pSnètration k odni de 
l'arrachement; comment on juge qu'il 7 a pénétration, ou arradiement, entre 
les deux cylindres donnés, sans construire leur intersection, ibid, 

^6& et 466. 'Exécution de l'épure. Règles pour déterminer les points tus et cachés de 

' - l'intersection demandée; détermination des parties des élémens de diaqw 

,^ ' cylindre, qui sont cachées pour Fautre cylindre, 177 

467 et 468. Problème 2. Trouver l'intersection d'un cône et d'un cylindre. Con- 
struction au moyen de plans auxiliaires menés par la droitç cpii contient le 
sommet du cône , et qui est parallèle aux élémens du cylindre , 1 79 

46g. De dÎTcrs plans auxiliaires qui donnent , a^ec les points de la oourbe cherchée, 
les tangentes correspondantes à ces points, ou au moins une des pK^ections de 
ces tangentes, ibid. 

470—472» L'exemple de l'épure présente une pénétration ; comment on reconnaît, 
sans construire l'intersection, que les deux surfaces données se pénètrent ou 
s'arrachent; un cône et un cylindre peuTcnt présenter un arrachement , quoique 
leur intersection soit composée de deux branches, 180 

47^* Moyen qu'il confient d'employer pour bien classer les points de diaque branche 
de l'intersection demandée, 181 

, , 474 — 47^* Exécution de Véfure. Observations sur les construction^ iiiidiq^^^^ > °^^ 
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an trait des lignes de Pépure; de la détermination des parties des Siemens tus , 
d'une des surfaces données , qni sont cachées par l'antre , page 1 8 1 

N** 477 ^ 47^* PRoBLiiis 3. Dettx surfaces coniques étant données j on demande leur in- 
tersection commune. Construction des points de l'intersection detnandée; les 
points obtenus appartiennent à plusieurs branches. Manière de reconnaître les 
points d'une même branche 9 i8^ 

479*^4^'* li'iutérsection cherchée a trois branches , utie de pénétration et deux 
d'arrachement; les branches d'arrachement s'étendent h. l'infini. Gbnstruction 
des élémens parallèles des deux surfaces données; moyen de se faire une idée 

^- claire des diyerses parties de l'intersection , i83 

482 et 483. Plans auxiKaires qu'il convient d'employer , parce qu'ils donnent ^ avec 

des points de l'intersection demandée , des tangentes aux projections de cette 

intersection; d'une singularité que présentent les points donnés par le plan 

auxiliaire parallèle au plan vertical de projection , dans le cas particulier de 

• Pépure, 184 

4^4 ^^ 4^^* Sui* les plans auxiliaires qui y dans le cas où ils différeraient les uns des 
autres y donneraient, avec des points de l'intersection, une projection des tan- 
gentes correspondantes, i85 

486 et 487. Des branches de la courbe d'arrachement des nappes inférieures. Exécu- 
tion de V épure , îbid, 

488—490. PaoBLiMS 4* ^^ux surfaces de résolution j dont les axês ont lén point com^ 
mun j étant données j on demande leur intersection commune j 1 86 

491— '494- PaoBLàicE oixàKKU. Etant données deux surfaces quelconques j on de- 
mande leur intersection commune. Procédé général; classement des points ob- 
tenus ; des brandies qui se réunissent; choix des surfaces auxiliaires, 187 

■ 

CHAP. m. Des tangentes aux intersections de surfaces. 

N^ 49^' Plumier procédé pour construire ces tangentes page 188 

496. Deuxième procédé fourni par la considération du plan normal , ibid. 

497* De la tangente k la transformée de l'intersection d'une surface quelconque et 

d'une surface développable , ibid, 

498 et 499< Cas où ces moyens de mener des tangentes ne s^appliquent- pas; on n'a 

pas de procédé direct pour mener les tiùoigentes aux courbes de contact, 189 
5oo et Soi. Des asymptotes; de leur construction, i9<^ 

5o2 et 5o3. PaoBLiscE i*'. Par un point d'intersection d'un cylindre et d^un plan^ 

mener une tangerUe à cette intersection , ibid, 

5o4« pR0BLiMB2. Étant donnée jSUT le xiéçeloppement d^uncyUndrej la transformée de son 

intersection apea un plan ccmnUj mener une tangente à cette transformée, ibid. 

5o5— 5 1 1 . PROBLàuE 3. Étant donnée Vintersection des deux nappes dfun cône avec' un 
plan, on demande les asymptotes de cette intersection j 191 

5 1 2 et 5 1 3, PaoBiiafE 4* On demcmdej sur le développement du cône dont il s* agit dans 
le problème précédent j les asymptotes de la transformée , 1 93 

46.. 
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N®5i4« FBOBLàiaS. Étant donnée t'ùUnwctiond'unpiam^itl^une surface de réifok^ 

mênêrjptNTunpoiMdeeeitsinUrsêeiion^wmdroiUquibdêm^ 194 

5i5. pHOBLÈmiG. JStani d(mné8(Ieux cylindres êtun poinidê Intr iniêrtêoiicn, onde- 
monde la tangente en ce point à cette inêtnêetton^ ibid 

5i6. PsoBLiMB 7. Étant donnée VkUeneotion de deux oônee j on demande lee asymp- 
totes des diifsrses branches de cette intersection^ igS 

517 et 5i8. PaoBLiifs 8. Étant donné un point de l'interseoiicn de deux surfilées de 
répokuion dont les axes se coi^pent^ on demande la tangente ence pointa cette inr 
Ursection. Première solution , par le procédé dn n? 4?^ 9 deuxième tolntion , par 
le procédé du plan normal, ibid, 

519-^21. Des tangentes k des points aingoliera de la projection Tcrticale de Pister- 
section y ig& 

Sia et 523. PaosuoiB oiivfaAi.. Étant donnée l'kUesseotien de deuxsurfaoes^ etsup* 
posé que cette intersection ait une branche indéfinie qui ait une asymptote ^ trou^ 
«vr^ i^. cette cuymptote ; 2®. si Vune des deux surfiscee estdéif^f^ppabUj trouper 
sur son déi^eloppement l'asymptote de la transformée de la branche indéfinie^ igS 

CHAP* lY. Des sections coniques» 

N* 524 Définition des sections coniques , page ig8 

S25 et526. Des sections du cône a^ec un plan en mouTement antoor d^une droite qui 

perce lecAne, ibid. 

■ 527. Des sections cylindriques , 200 

528. Analogie des aections coniques aTee Pellipseï Fh jperbole et la parabole , ibid. 

529. Des SECnoNS cibgulairbs du cône. "Du plan princgkil, ibid. 

530. Des sections circulaires parallèles à la base. D'une section circulaire dont le phn 

n'est pas parallèle à la base, ibid 

53i7-533. Des plana et des sections antiparaUèles ; situation de ces plans; k plan 
principal passe par les deux droites qui contiennent les centres dès sections anti- 
parallèles , 201 

534. Des pôles GONJOGUÉs et des cordes conjuguées du cercle. Ce qu'on appdle 

cordes d'un cône, 202 

• 535. Du/>^i!0d'un systèmedecoTtitfs/MiniW/ifSi 2o3 

536. De la cord<f/x>/ainf d'un point y ibid. 

537. De Vaxe des pôles d'un système de sections parallèles» ibid^ 

538. Des cordes conjuguées et des pôles conjugués^ 204 
539—542. Propriétés remarquables du cercle antiparallèle, tbid. 
543* Enoncé général de la propriété des cordes polaires conjuguées du cerde, 207 
544- Diamètres conjugués du cercle , ibid. 

545 et 546. Des diamètkes conjugués des sections coniques. D'un c6ne et d'an pian 
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qui se coupent saiTant nue aection fermée; oonstracUon de l'axe des pôles de 
la section et d'un système de pôles conjugués , page 208 

N® 547* Les quadrilatères inscrits et circonscrits k la base répondent k des parallé- 
logrammes de la section I ibid. 

548 et 549* Chaque section a un centré; des diamiirêê conjuguée j 209 

55oet 55i. ChaquediamètrediTiseenpartieségaleslescordesparaUèlesJilatangenteàson 
extrémité ; cette propriété équivaut k la définition des diamètres conjugués^ ibid. 

552 et 553. La section fermée a toujours des diamètres rectangulaires*, des axês et des 
sommets de la section, 21 1 

554 et 555. Cas de la section à deux branches; construction de l'axe des pôles et d'un 
système de cordes conjuguéesi ibid. 

556 et 557. Les quadrilatères inscrits et circonscrits è la base répondent a des triangles 
doubles opposés au sommet; un des pôles variant sur l'axe des pôles, l'autre 
demeure immobile, 212 

558 et 559. La section à deux branches a un centre ; des diamètres conjugués^ 2 1 3 

56o et 56i • Elle a des diamètres rectangulaires. On les nomme ses axes : axe réel ; axe 
imaginaire ; sommets j ibid, 

562. Elle a des asymptotes, ibid. 

563 et 564* Cas de la section k une seule branche infinie. Construction de l'axe des pôles 
et d'un système de cordes conj uguées , ^ ibid. 

565 — 567. Analogie de cette section et des sections fermée et & deux branches, relati- 
vement aux lignes qui correspondent aux quadrilatères inscrits et circonscrits à 
labase, 214 

568-^570. De ce qu'on appelle diamètres de la section; elle n'a pas de centre. De son 
axe et de son sommet, 2i5 

571 et 572. Cas de la section cylindrique. Cette section a un centre et des diamètres 
conjugués f 216 

573. Sur la manière dont se transmuent les unes dans les autres les sections fermées , k 
deux branches et ouvertes, 217 

574—576. Les sections COItlQUES sont des ellipses j des hyperboles ou des para- 
boles. Théorème relatif au cercle coupé par trois sécantes ; ce théorème détend à 
toutes les sections coniques; démonstration , ibid. 

577. n s'étend aussi aux sections cylindriques, 220 

578. Relation à laquelle ce théorème conduit lorsque l'une des sécantes est un dia- 

mètre» et que les deux autres sont des cordes conjuguées k ce diamètre, ibid. 

579. Les distances comprises entre deux points d^une droite, et l'extrémité de cette 

droite située à l'infini , sont rigoureuaement égales , 22 1 

580. Les carrés des ordonnées de toute section conique sont entre eux comme les rec- 

tangles des segmens correspondans, 222 

58 1 . La section fermée est une ellipse , ibid. 
582 et 583. La section k deux branches est une hyperbole, 224 
584 et 585. Les carrés des ordonnées de la section ouverte sont entre eux comme^ les 
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abscisset correspondantes; oonstrootion de son pôîfttanalogDe «q foyer de la 

parabole, page 225 

N** 586. La section ouTerte est une parabole y 226 

587. Les sections coniques singulières sont identiques avec les ellipses^ les hyperboles 

et les paraboles singulières, I27 

588. Les cAnesqui ont pour bases des seetions coniques ma pensent être coupés que 

suiiraat des sections coniques 9 ibid, 

589. LesprojectionsobliquesetorthogonalesdessectkinsGODiqiies-tonld'aiifretsectioDs 

coniques de même espèce , ibid, 

590 et 591. Des plans diamétraux t/^^s c^>i«5. Ce qu'on appelle un p/ai» c^wn^^ra/; 

ce qu'on appelle un plan diamétral orthogonal j 228 

592 et 593. Des plans diamétraux conjugués ; des plarts diamiMtux principtaix ; des 

axes d'un cône; de Vaxe réelj et de Vaxe imaginaire j ibid. 

594 et 595. Le cône à base circulaire présente un système de plani principaux. Un 

cône n'a jamais qu'un seul système de ces plans , ibid, 

596 et 597. Un cône i base circulaire n'a qu'un seul système de plans antiparallèles. 

L'axe réel ne peut contenir aucun des centres des sections circulaires, 229 
598. Toutes les sections coniques jouissent comme le cercle des propriétés des cordes 

polaires , ibid. 

699. Trois pôles conjugués d'une section conique déterminent un système de plans 

diamétraux conjugués , 23o 

6oo. Étant donné un plan diamétral orthogonal , il s'ensuit un isystème de plans 

principaux , ibid. 

6oi-»6o3. Tout cône qui a pour base une section conique a un système de plans 

principaux: ibid, 

604. Tout plan perpendiculaire à l'axe réel d'un cône qui a pour base une section 

conique le coupe suivant une ellipse > 233 

605. Un tel cône peut toujours être coupé suivant un cercle , ibid. 

606. Tout cylindre dont la base est une ellipse , une byperbole ou une parabole, 

peut aussi être coupé par un plan suivant un cercle ^ 234 

607. Toutes les ellipses y les hyperboles et les paraboles possibles, se trouvent sur les 

cônes et cylindres à bases circulaires , ibid 

m • 

608. Théorèmes £T j^Ko^hkHEs sur les sections^niques , 235 

609. TnàoBiaa i*'. Les ordonnées d^uneellipee et d^un cercle qui ont un axe commun 

sont entre elles comme les axes de l'ellipse , ibid, 

610. Tn^RiME 2. Dans le même cas l'ellipse et le cercle ont même smttangente , 236 

611. Théorème 3. Toute droite égale au demi^grand axe d^ une ellipse^ et qui s^appuie 

d'un bout sur cette ellipse et de l'autre bout sur le petit axe ^ a une partie com- 
prise dans l'angle des axes égale à l'excentricité , ibid. 

612. SchoUe. Procédé simple et commode pour décrire l'ellipse , a37 
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N*6i3 et 61 4* THioBàMs4- Si i'oninclinesousttnméme angle Us ordonnées orthogonales 
cfun cercle jUse changera en ellipse^ De la tangente à cette ellipse , page 287 

61 5. PaoBL^MB I*^ Étant donnés un axe et un point cfune ellipse y trouver l^ autre 

axe j 238 

616. Problème 2. Une surface conique à base circulaire et un plan étant donnés , dé-- 

terminer leur intersection en construisant plusieurs iystèmes de diamètres con- 
jugués de cette intersection , ibid» 

617 et 618. PaoBLàMaS. Connaissant ^intersection elliptique d^un cône à base circu- 
laire et d^ un plan y trouver les axes de cette intersection. Remarque utile sur La 
théorie des csourbes auxiliaires > ' 289 

619. PaOBLà3CB 4* Coimàissant l'intersection d'un côn^ à base circulaire et d^unplan j 
trowfer les axes de cette intersection ', ibid. 

1 

LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES. 

CHAP. P'. Dés^ehppement des surfaces. 

N*6ao. Exposé de ce chapitre, page 241 

621—628. PBOBLfaa I*^ Étant donnée une surface cylindrique quelconque j on de- 
' mande de construire son développement^ de rapporter sur ce développement une 
courbe connue sur la surface donnée^ et de mener une tangente à la transformée 
de cette courbe, par un point choisi arbitrairement sur cette transformée j ibid, 
P' 629-**^7. PaoBTiJMK 2. Étant donnée une surface conique j on demande d'en construire 
^ le développement J de rapporter sur ce développement une courbe donnée sur la 

surface conique , et de mener une tangente à la transformée par un quel- 
conque de ses points ^ 244 
638— *645. PfiOBLiME 3. Étant donné unhéliçoïde développable j construire son déve- 
loppement j 248 
\ 646. De la transformée d'une courbe connue sur l'héliçoîde y zSo 
647 et 648. D'un moyen très commode de faire un modèle d'héliçoïde^ sur ce moyen 
généralisé, ibidm 
649. Problème oiNÉRAL. Une surface développable quelconque étant donnée j con" 
struire son développement j 25 1 

CHAP. II. Surks Sphères. 

■ 

]K<^*65oet65i. 'Paoja^ME !*'• Déterminer la sphère cireonaerite à un tétraèdre donné. 
Moyen de solution , • r ■ ' T>age 262 

652 ^ 653. PaoBLiME 2. Déterminer la sphère inscrite dans un tétraèdre donnée 253 
654—657. Problème 3. Étant données trois sphères, on demande de construire j 
\9, une sphère d'un rayon connu j intérieurement tangente aux trois sphères 
données; 2°. la plus petite sphère qui puisse touehet intérieurement ces trois 
sphères J. 25 
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N^ 658. Des modifications que les solutions précédentes subiraient s^il ^agisnit 

des sphères tangentes ci térieurement , page 255 

659. PaoBiiMB 4- Quatre sphères étant données j trouver une cinquième tpMre 'qui 

les touche toutes les quatre^ ibid, 

CHÂP. m. Problèmes de Trigonométrie sphérique. 

.N® 660. Définition de la Trigonométrie sphérique : objet de ce dapHre, page 356 

66 1. Les six grandeurs qui composent un triangle sphérique aoiit représentées par 

six angles | qui sont les él^ens constitutifs d'un angle solide trièdre, ibùL 

662. Question gén&rale relative k Fangle solide trièdre. Cette question se dinse en 

six autres, qui comprennent tous les problèmes de la Trigonométrie sphé- 
rique, ibid. 

663 et 664. De Vangle solide trièdre supplémentaire; la considérmtionde cet angle solide 
supplémentaire réduit à trois les six pro'ui^mes à résoudre, a57 

665et666. VMOViàM:^!*'. Étant clonnés les trois angles plans d'un angle solide trièdre, 
trouver les trois angles dièdres j ^58 

667 et 668. Etant donnés deuw angles plans d^un angle solide trièdwe€t fangle dièdre 
compris, on demande Vautre angle plan et les deux autres angles dièdres^ ^Sg 

669 et 670. PBOBLiMX 3. Etant donnés deux angles plans d'un angle solide trièdre et 
t angle dièdre adjacent à l'un d'eux, troutfer Vautre angle plan et les deux au- 
tres angles dièdres , 360 

671. Remarque sur les auj^es solides trièdres symétriques anxqnds ooadnisent les 
problèmes précédensi a6i 

CHAP. IV. Construction d'un point dorme (k plusieurs manières cUins 

Fespace. 

17^672. PROSLfafB I*'. Trois plans étant donnés, et connaissant les distances (fim point 
à ces trois plans, construire la position de èe point, page 261 

673. Problàmb 2. Trois points étant donnés, et connaissant leur distance à un qua* 
trième point, on demande ce dernier, 262 

674^^76. Pboblxmx 3. Étant données trois lignes , et les distances d'un point à cei 
lignes, construire la position de ce point, ibid, 

677 et 678. PaoBLiiiE 4- Un point étant situé sur trois surfaces ^lindriques données, 
on demande les intersections de ces surfaces et la position de ce point , 263 

679. Vérification par laqudle on s'assure que les points obtenus sont bien effectite- 
ment sur les trois cylindres donnés , 264 

680—683. Exécution de Vépure ; marche k suivre pour avoir les parties vues et ca- 
chées des intersections, . Md. 

684* Sur chaque protection, les points demandés sont l'intersec ti o n de trois arcs tus 
ou de trois arcs cachés, 265 

685. PaoBLàifx 5. Un ingénieur parcourant un pays de montagnes , etc. , ibid 



LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES. 669 

N°*686— 689. PBOBi«iaCB 6. Les circonstances étant les mêmes que dans la question précé^ 
dente j apec cette différence ^ etc.; moyen de solution. Da nombre des solu- 
tions de la question ; construction , page 266 
690—693. Des points des différentes branches de l'intersection complète obtenus 
par le moyen d'une même sphère auxiliaire. Des parties réelles et imaginaires 
de Tintersection. Des diTcrses branches de courbe qui composent les lignes de 
l'intersection d'une des surfaces données aTCC les deux antres. Exécution de 
l'épurcj 268 

LIVRE VI. COMPLÉMENT. 

De la théorie des lignes courbes et des surf aces courbes. 

CHÂP. I. Des surfaces gauches. 

N^ 694 Objet de ce dbapitre , page 271 

695. TnkoBSMz I*'. Si deux surfaces gauches ont un même plan directeur ^ un élé' 

ment commun , et deux plans tangens communs j dont les points de contas t 
soient sur cet élément ^ ces deux êurfaces se touc?tent entre elles tout le long 
de ce même élénunt^ ibid. 

696. THioRiME 2. Quelles que soient deux surfaces gauches j lorsqu'elles ont un élé' 

ment commun J et trois plans tangens communs dont les points de contact sont sur 

cet élément^ elles sont tangentes entre elles tout le long de ce même élément ^ 272 

697-^699. ProblAmb oiniRAii. Étant donnés une surface gauche quelconque et un point 

d'un de ses élémens j on demande le plan tangent à la surface en ce points ibid, 

700 et 701. Des surfaces qui ont un plan directeur et deux surfaces directrices. 
Construction des élémens de ces sur&ces | 278 

702. Si l'on employait comme directrices linéaires l^s courbes de contact de la surface 
gauche et des surfaces directrices ^ on n'obtiendrait aucun aTantage » 274 

703—705. PaOBLiiiB I^^ Étant donnée une surface gauche j du genre de celles qui 
ont un plan directeur et deux surfaces directrices ^ avec un élément de cette 
surface et un point de cet élément j construire le plan tangent correspondant 
à ce point J ibid. 

706— 7 1 3. PsoBiiEics 2. Etant donnée la surface gauche qui a pour plan directeur le 

plan horixontal de projection j et pour directrices une courbe connue et une 

• sphère J on demande i^. de représenter cette surfaci)^ 2?. de construire le plan 

tangent en un point d'un de ses élémens^ 275 

• 

7 14^-71 7* Des surfaces gauches dont la génératrice touche constamment trois 
sur/bces données. G>nstniction des élémens. Les opérations deriennent plus 
simples lorsqu'une on plusieurs des surfaces directrioes sont remplacées par 
des lignes I 378 

47 
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N''7ii). PaoBLijCK i^'. Étant donnée une surface gauche.^ du genxê^cUeMm (lui <m$ip9mt 
directrices troU êwfaces, apec whde ses dldauBA tt.unpointde cet élément ^ on 
demande le plan tangent à la surface en ce point, page 279 

^i^..ij2i. PaoBLiME 2. On demande i\ de représenter la surfais gifuciuk produite 
par le mowemeut d'une droite assujettie à toucher constamment une sur- 
face (f^Undrique donnée et deux courbes données ; a^. de mener i/mplan tangent 
à cette sur/ace gauche , par un point donné sur un de ses. éUmens^ iàid. 

722. Des surfaces gauches qui forment les filets des vis. De deux genres de sur- 

faces auxquelltsappartient Fetpèoede celet qui formeot les filets des yls, 281 

723. On donne aux surfaces de cette espèce le nom S héliçoïdes gauches j ibid. 

724. PaoBiiiME i***. JEtant données une hélice à base circulaire et une (b^oite |[f4«'^- 

puie sur cette hélice et sur son eue j représenter Vhéliçoîde gauche dont cette 
droite j mobile sans- que la, paràie comprise emtre Vam et P hélice varie de lonr 
gueur j est la génératrice j ibid. 

7^5 efc 726. La surface dont il s'agit est bien une surface gnutus^k géttftndriQt lui 
Ha anglô. constant c¥€c Taxe de VhéUœj^. . «ttf. 

7^7'— 7119^ Gonstructioa des élémeaade la^sur&ee ; des courbe»-^ fomimit les con- 
tours de la* projeetioa Tertiaab^^ tous les points de la géoératcm décrÎTent des 
hélices de même pas , 282 

73ob De la constraction des plans tangcns à l'hélif^Mide gaodba, iUd. 

73 »«— 734^ Des hélîoeasMigiilîèiea sniiani lasqnalles sa oonpent les difiiicCMteft.partie8 de 
yhfliçcMida V constnactiom d'aae de css hélices» Exécution, de ¥ ép u f e^ ibid 

735» PaoBLÀMB 2h Beprésenitr Aa sur/Su» d^unevisàfileà ttmmgnlmim^ tB4 

73&^38. GMistraetion dnpatttiooa da la ^énéralrioe , des eonUMra de^ la projection 
de la vis, et de l'arête rentrante > ibid. 

73gH»74i* Des vis sans arête lentPanta^ Idée'da solide egei fbmévne d*çea via De 

deux yis; l'une sans arête rentvanAa, et Paukresnree arètarètilnùiile, que donne 

l'hâiçdde gsndie qu'on s'est poeposi de représenter dans \m probÛsna pcé- 

cédenty 285 

742 èi 743. BxéeutiomdeiaJig.iyetdebefig.:t,pLS^ 286 

744 et 74& PaoBiiuai 5. Eepvàsenter une vis à JUet quatvé. Las sbiAms gauches 
dea TisJi filet qsMuri sont dssoonoïdea, ibid. 



C3tAP. IL Des em^ehppes ei ék ieurs arUes de r& k vmuteine nt. 

N*" 74& Des enveloppes^ de ktuits caraoléristiqMS et. de km» arèt^ d» «ebrousse- 
ment, . page 287 

747—749- La dénomination d'arête de rebroussement est juste , c^est-4-dire que les 
deux nappas d'une e n aa l o p p » s^isssbt taajotav par «b# oauribede wj^ o im e- 
ment; déuenstration. pont le eas dea sarfaoea dÛvclappaiies.. IHMisiiitration 
pour le cas 4'iim envdoppft qiualooiifaak M^ctssité dTé^inir pfv 4es exem- 
ples l'espèce de phénomène que présente le rebroussement dea-aiifetsppes. ibid. 



W**/5o^758. ly mré sufface "prise poor {>remier elempte^ page.:^ 

'*f5^— î^i . lyune sarface prise pour second exem]p3e , 290 

^^. lie sommet cPtiii cdne eAtmeturSte 3e rebrotissemeBt qoi ne ^osHfie'pas claire- 
ment les propriétés des enveloppes , ibid. 
ffiH, D'une soriace déreloppdlfle ijiri justifie oes propriétés , et dont le cône iPest qo'nn 
cas paiticcriiery 291 

> 
* • 

CHAP. TH. Des tangentes ^ des rajrcfnsde courbure ^ et des développées des 

lignes courbes. 

N® 764. Objet de ce cha^pître , pag^ 291 

fjGS. Des TANGEifTEs* Il 7 a deux problèmes à résoudre sur les tangentes, ibid. 

.766—770. Problème i**^. Une ligne courbe quelconque ^ soumise ou non à la loi de con- 
tinuité j étant donnée ainsi qu* un de ses points j mener par ce point une tangente 
à cette courbe j 292 

771. Problèms. ^ne courbe ayant été tracée d'une manière quelconque ^. et Ja di" 
rection d'une de ses' tangentes étant donnée^ on demande le point de contact de 
cette tangente j 294 

'772. Des RÂY0I9S DE GOTTRBtTRE cbtf /^/i«5 cou/'^^s. Les rayons de courbure d'une 
courbe à double courbure forment une surface gauche , ibid. 

773. Toute courbe n'a, en chacun de ses points , qu'une seule courbure , ' 295 

774. Des angles de courbure et de torsion d'une courbe ^ double courbure, ibid. 
775 et 776. Usage de ces angles pour ployer une ligne droite flexible sur une courl)e h. 

double courbure donnéci Os sont indépendans, ibid, 

777. PsOBiiiBiB i**^. Étant donnés une courbe à double courbure et un point de cette 

courbe j on demande le plan osculateur qui correspond à ce points 297 

778. pROBiiiMX 2. Étant donnés une courbe quelconque et un de ses points j on de^ 

mande le rayon de courbure correspondant à ce points ibid, 

779. Des développées. De la description dn cercle au moyen de ses pôles, 298 

780. De la ligne des pôles d'un élément d'une ligne coui:l>e, el du rayon de courbure 

correspondant à cet élément, i^^^' 

781. Du lieu des pôles des élémens d'une ligne courbe; ce lieu est une surface dévelop- 

pable , 299 

782. Des développées d'uneligne courbe , ibid. 

783. Lorsqu'on développe le lieu des pôles, les développées se transforment en lignes 

droites , 3oo 

784. Moyen d'avoir une développée, quand on a la surface lieu des pôles , ibid. 

785. Moyen d'engendrer une courbe par un mouvement continu , 3oi 
^86. Le lieu des pôles des élémens d'une coiurbe plane est une surface cylindrique , ibid. 
.787—789. pROBLiME o£n£ral. Étant donnée une courbe quelconqiu j on demande une 

ou plusieurs de ses déi^eloppées , ibid. 

47.. 
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9^790—795. i**^ Exemple* Laoonrbe donnée est rinteraectlon d'une tphère et d'oncy* 
lindre à base circulaire. Le lieu des intersections consécntÎTes des plana nor- 
maux est un cône; il est composé de quatre parties pareilles î dévdoppement de 
ce cône, pageSos 

796—800. Construction de la développée ; génération de la courbe donnée an moyen 
de sa développée. De la construction du ra^on de courbure , 3o3 

801 — 8o3. 2* Exemple. Une hélice à base circulaire étant donnée , construire son rayon 
de courbure et l'une de ses développées. Le lieu de toutes les développées d'une 
hélice est un héliçoïde développable« 3o5 

804—809. Développement de lliéliçoïde; propriétés principales de la développée; 
construction des projections de la développée demandée; de ses tangentes, de 
ses asymptotes; composition du système de branches de courbes qui la for- 
ment, 3o6 

810 et 81 1. Génération dePhélice donnée par le moyen de sa développée; comment on 
déduit toutes ses branches d'une d'entre elles , 3o8 

QIAP IV. Des rayons de courbure et des lignes de courbure des surfaces 

courbes. 

N^ 812. Une snrfoce com^&xe quelconque, et une sphère qui la touche, peuvent avoir une 
sur£ftce d'attouchement plus ou moins considérable, selon Je rayon de la 
sphère , page 809 

81 3. Des surfaces sphériques qui ont avec la surface donnée la plus grande conformité 
de courbure, 3 10 

814 et 81 5. Des sphèrts oaculatricês d'une surface conpexe ei d'une sur&ce non 
comfextj 3ii 

816. Une surface quelconque a^ en chacun de ses pointe ^ deux ephères oeculatnces^ 
dont les rayons sont ceux des sections normales de moindre et de plus grande 
courbure correspondantes à ce point ^ 3i3 

81 7 et 818. Si l'on s'écarte infiniment peu d'un point d'une surface, en suivant les sec- 
tions de moindre et de plus grande courbure de cette surface, les normales aux 
points d'arrivée rencontreront la normale du point de départ; les autres nor- 
males voisines ne la rencontrent pas , ibid. 

819. Propriété caractéristique des arcs de moindre et de plus grande courbure, ibid, 

820. Cas d'une surface cylindrique , 3 1 4 

8a 1 . Les arcs de moindre et de plus grande courbure d'une surface quelconque se cou- 
pent à angle droit , ^/j, 

822. Principe d'après lequel on évalue les rapports de courbure des surfaces , 3i5 

823. Une surface n'a en chacun de ses points que deux courbures , qui ont leurs centres 

et leurs rayons particuliers , 3 1 5 

824 Des deux systèmes de lignes de courbure d'une surface, ibii. 

825. Les lignes de courbure des deux systèmes divisent la surface en élémens rectan- 
gulaires, 3,^ 
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N^ 826. Les lignes d'nne des courbures d'une surface de révolution sont les méridiennes y et 
celles de l'autre courbure sont les sections'circulaires y page 3 1 7 

8217. Des surfaces déreloppables que forment les droites normales à une surface quel- 
conque suivant ses lignes de courbure } des surfaces des centres de courbure, 3 1 8 
828—830. Toutes les normales d'une surface sont les intersections de deux séries de 
surfaces déreloppables y qui répondent aux deux systèmes de lignes de courbure 
de cette surface; les deux surfaces des centres de courbure sont ordinairement 
deux nappes d'une même surface; toute surface n'est pas propre à être le h'eu 
unique des centres de courbure d'une autre surface y 319 

83 1. De la situation des surfaces des centres , selon que la surface donnée est partout 

conTèxe, partout non convexe > ou convexe en certaines parties et non convexe 
dans d'autres, 32o 

832. De la ligne des courbures spliériques j ibid» 

833. Application de la théorie précédente à l'art du tailleur de pierres, ihid. 

834. Application à l'art du graveur, 322 

835. Construction du rayon de courbure correspondant à un point d'une sur- 

face, 323 

836. Construction des directions des lignes de courbure correspondantes au même 

point, 324 

837— 83g. Des lignes de courbure par rapport Ji leur construction , et particulièrement 
de celles de l'ellipsoïde général. Des axes principaux et des ellipses principales 
de cet ellipsoïde ; génération de cette surface ; de son plan tangent, ibid. 

840* De l'ellipsoïde de révolution, 325 

841 et 842. Des projections horizontales des lignes de courbure, ihid. 

843— '845. Des ombilics; des projections verticales des lignes de courbure, 326 

846—848. Application delà théorie des lignes de courbure de l'ellipsoïde à la construc- 
tion d'une voûte, 327 
84g— 85 1. Des constructions auxiliaires, 33o 
852 et 853. Ce qui précède montre la nécessité d'allier l'étude de l'Analyse à celle de la 
Géométrie^ comparaison de ces deux sciences, ibid» 

NOTES. 

N<^ 854« Sur les notes , page 332 

NOTE I'*. De VeUipse ^ de l'hyperbole et de la pdraboU. 

N* 855. De l'ellipse. Définition de l'ellipse ; de ses foyers; de ses rayons vec^ 

teurs^ page 332 

856—858. Construction de l'ellipse; de ses axes; de ses sommets. Construction de ses 

foyers, ibid. 

85g. De son centre; de ses diamètres; de Vexcentricité , 333 

860. Des ellipses semblables, ibid. 
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ÎP» 8fo. ©E ïi'aWERBOI*. Défiûîtîôn de Phypcrbote; dé tes jfbyié^;de m ïûydhê vi — ^c- 
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flfis fit 863. 'ConJBtruction de l'hyperbole. De ses axes; <âe son dxe rtd; 3e sôki 
■imaginaire j 
[ 864- Des Commets réels et imaginaires ; tx>iistruction des foyers 'ét&nt âonniîSi 

sonimets; de Yhyperhole équilatère, 33^^^ *4 

865. Du centre; des diamètres ^ ihi 

866. Des hyperljoles semblables , . i^i 

867. De Vk PARABOLE. Défînîtîonde la ï»ralK)le;desonj^^*de'te*rfc/yi» *• 

868 et 86g. Construction de la parabole ; cette courbe est une ellipse infiniment alongée--"""^ 

dans un sens, ou une hyperbole infiniment alongée dans le sens opposé > ibid, — 

870 et 871. 'Des diamètres, J)\x paramètre j 335 -^^ 

872. Des paraboles semblables ; îbid, ^ 

873* J0BS TANG£!NtES àVeUipse j à l^hyperhole^ et à la parabole. Définition <fte la 
tangente et de la normale^ if)id 

874^ Construction de la tangente à l'ellipse ^ ^36 

1^75. Construction de la tangente à l'hyperbole y ibid, 

976 et 877. Des tangentes à l'hyperbole lorsque les points de ce^ntact soât k'VînBni. 
Des asymptotes ^ iàid. 

878. L'hyperbole s'approche constamment de ses asymptotes sans^s^niais les ren- 
contrer , 337 
'87g et 880. Construction delà tangente à la paral)ole, ibid, 
881 et 882. Des coordonnées rectangulaires et obliques ; dans la parabole la sous- 
tangente est double de l^ abscisse y tbid, 

883. La parabole n'a pas d'asymptotes y 338 

884. Des variétés d*ellipses y d'hyperboles et de paraboles. Ces lignes forment un 

même genre ^ ibid, 

885. Le cercle y le point y et deux droites parallèles sont des variétés d'ellipse y ibid, 

886. Les asymptotes d'une hyperbole, sont nne autre hyperbole semblable à la pre- 

mière y ibid, 

887. Une droite unique, deux droites qui se croisent, et deux droites parallèles, 

sont des yariétés d'hyperboles , 339 

888. Des variétés de paraboles , ibid, 

ISÇJIE TI. Sur les courbes qui ont pour projections deux lignes égales semblablement 
disposées par rapport à une perpendiculaire à la ligne de terrf, - 

• • • 

1)* 889. Une telle courbe est dans un plan incliné à 45" arec les plans de prc^éèïidnj^page 339 

890 — 892. On peut mener par un point quatre de ces 'courbes, ëttetHttfiliéelaiébttrbe 

• ' qui doit leur seryir de projection. Ces quatre cOcdrbes'sontdaù^'deux'platls'YeC' 
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taDgulaires. Si la courbe donnée est un cercle y les quatre courbes se réuniront 
en, de^x^ Ces deux courbes seront des ellipses, page 34o: 

NOTE III. De lq( méthode, dtu courbes cferrêun. 

N^8g3et8g4- Exposition decett^métbode; appli^tion à deux problëmesj^ page 34o 

895 et 806. Motifs de 1^ dénomination, de courbés, d'erreurs; la plupart des CQurbes 

aui^iliaires, sont des courbes d" erreurs ^ 34 1 

NOTE ly . Sur les dénomination^ ds, Q^pe9 de surfaçt^ et de branches de courbjgs, 

N° 897. De la valeur de ces d^aaiui.nationa, et à ^uoi il faut chercher à en restreindre 
remploi 9 pag^34i 

NOTE V. Sur Ittisurfitûis. coniques, 

N^ 8g8. TnioRiMB. Les sections d'un cône et d'une suite de plans. paraU^s sont sem- 
blables^ page 342 

899. G>EOXxiiRB i**^. Sur le parallélisme des tangentes menées par les points d'un 

même élément à des sections parallëles^ ibid. 

900. CoBoixAnŒ 2. Toutes les droites menées par le sommet d'un cône sont tan- 

gentes à ce sommet, 343 

901 et 90a. CoRoixAiRB 3. Tout plan mené par le sommet d'un cône est tangent à ce 

cône; éclaircissemens sur cette singularité, ibid, 

NOTE VI. Étant données deux lignes courbes situées dans un même plan ^ mener une 

droite qui les touche à la fois toutes les deux. 

N® 908. Construction , page 344 

NOTE YII. La transformée de la section faite par un plan dans un cylindre à base circu- 
laire est une sinusoïde. 
N^ 904. Démonstration , page 344 

NOTE y III. Des cbnstructione géométriques et de leur exactitude. 
N® 905. On doit distinguer deux genres de constructions géométriques , page 344 

906^91 1. Des COIISTRUCTIONS qui n'exigent que la ligne droite et le cercle, ibid. 

gi 2^-918. Des constructions qui exigent des lignes courbes autres que des 
cercles^ 34^ 
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Page 34 y ^^ ^- ^^^ mois horkorUales et ueriicaUij employés deux fois, doirent ètre^ 
aa singulier. 
991 aa haut de la page> lisêz PI. 12. Fig. 3. 
io5, devant la 3* ligne , mettez l'indication PL 17. 
220^ derant la la* ligne^ mettez Fig. 3 « 6, 7 et 8. 
221 j au bout de la 7* ligne> finissant par les mots eur unej lisez Fig. 5. 

ihuL, en bas de la page, au lieu de — 7 =^-—7 = 1 » *««« — 7 ^ ■*--# î= i. 

'^^^ rm pm rm pm 

222 y devant la-8* ligne, mettez Fig. 9^ 10 et ii.' 

227, au bout de la 21* ligne» Usez PI. 42. Fig. 6, 7 et 8. 

ibid,, ligne 23 , de le yoir, lisez de le yoir (575—578). 

229, la ligne 24 doit commencer ainsi : 596. Si le cône 

255, au bout de la 18* ligne, lisez PI. 52. Fig. 3. 

ibid.j au bout de la 24* ligne, lisez PL 48* Fig. 2. 

260, devant la 9* ligne, lisez Fig. 6. 

3oi , au haut de la page, effacez PL 62. Fig. 4- 
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